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Â 1976 ãîäó Ëèáîì è Òèððèíãîì [1] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Theorem 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû Φ = {ϕj}N

j=1 ⊂
L2(R2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∫

R2

ρΦ
2dxdy 6 C

N∑
j=1

‖∇ϕj‖2
2; (1)

â (1) è íèæå

ρΦ ≡
N∑

j=1

ϕ2
j(x, y), (2)

C-àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ è, êàê îáû÷íî, ∇ϕ ≡ (∂ϕ
∂x
, ∂ϕ

∂y
)

.
Â äàëüíåéøåì ñåðèÿ íåðàâåíñòâ òèïà Ëèáà-Òèððèíãà äëÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ

ñèñòåì áûëà óñòàíîâëåíà ìíîãèìè àâòîðàìè(ñì., â ÷àñòíîñòè,[2],[3].
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû è äëÿ

íèõ äîêàçûâàþòñÿ òðè òåîðåìû
Theorem 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû Φ = {ϕj}N

j=1 ⊂
L2(R2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∫

R2

ρΦ
2dxdy 6 C(lnN + 1)

N∑
j=1

∫

R2

|xy||ϕ̂j|2dxdy; (3)

C-àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
C ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà äëÿ ñïåêòðà íåîãðàíè÷åííîãî ñà-

ìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lψ = −4ψ + |xy|ψ.
Theorem 3. Ïóñòü {λj}-cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, òîãäà èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
N∑

j=1

λj ≥ C ′
N3/2

√
1 + lnN

(4)

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ′.
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Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ
Theorem 4. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C1, òàêàÿ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîíîðìè-

ðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé Φ = {ϕj}N
j=1 â L2(R2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∫

R2

ρ3
Φ dxdy ≤ C1(ln

2N + 1)
N∑

j=1

∫

R2

x2y2|ϕ̂j|2(x, y) dxdy (5)

,
è ñ åå ïîìîùüþ îöåíèâàåòñÿ ñïåêòð îïåðàòîðà L1 = −4ψ + x2y2ψ. Äîêàçûâàåòñÿ
Theorem 5. Ïóñòü {λj}-cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L1, òîãäà èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
N∑

j=1

λj ≥ C ′1
N5/3

(1 + ln2N)
1/3
. (6)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C ′1.
Ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íàÿ äëÿ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ
Theorem 6. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C2, òàêàÿ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìû ôóíêöèé Φ = {ϕj}N
j=1 â L2(R3) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∫

R2

ρ2
Φ dxdydz ≤ C2(ln

2N + 1)
N∑

j=1

∫

R2

|xyz||ϕ̂j|2(x, y, z)dxdydz. (7)

Äëÿ îïåðàòîðà L2 = −4ψ + |xyz|ψ äîêàçàíà
Theorem 7. Ïóñòü {λj}-cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L2, òîãäà èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
N∑

j=1

λj ≥ C ′2
N7/5

(1 + ln2N)
2/5
. (8)
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