
Veni, vide, vince

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàð öåëûõ ÷èñåë (a, b), ïðè êîòîðûõ âñå êîðíè (âêëþ÷àÿ êîì-
ïëåêñíûå) ìíîãî÷ëåíà x3 + ax2 + bx + 2 ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû?
2. Ïóñòü A è B � òàêèå êâàäðàòíûå êîìïëåêñíûå ìàòðèöû, ÷òî B ýðìèòîâà ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííàÿ, AB êîñîñèììåòðè÷íà. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A íåíóëåâàÿ, òî
îíà èìååò ÷èñòî ìíèìîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.
3. Â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé äëèíû 1 â ïëîñêîñòè äàíû n òî÷åê. (a) Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ

ñîäåðæàùèé èõ ñâÿçíûé ãðàô (äàííûå òî÷êè ìîãóò áûòü åãî âåðøèíàìè èëè íàõîäèòüñÿ
íà ðåáðàõ, ìîãóò áûòü è äðóãèå âåðøèíû), ñóììà äëèí ðåáåð êîòîðîãî íå áîëüøå 3

√
n.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêîì n > 1 íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü îöåíêó 2−1
√

n.
4. Ïðî÷èòàâ êóðñ èç 30 ëåêöèé ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ïðîôåññîð Íàáëþäàòåëü-

íûé çàäóìàëñÿ: íà êàæäîé ëåêöèè íå ìåíåå 10 ñòóäåíòîâ çàíèìàëè íå òå ìåñòà, íà êîòîðûõ
îíè ñèäåëè â ïðîøëûé ðàç; îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ñòó-
äåíòîâ X ìíîæåñòâî ìåñò, çàíèìàåìûõ ñòóäåíòàìè èç X, èçìåíÿëîñü íà êàæäîé ëåêöèè?
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåñò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñòóäåíòîâ, ïðè÷åì íåò ïðîãóëüùèêîâ.
5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [1, +∞), f > 1 è

f(yx) ≥ f(x)y2 ∀x ≥ 1, ∀ y ≥ 1.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ≥ 1 èìååì∫ x

1

f(y) dy ≤ C
f(x)

x
,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ.
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