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12 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.

ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 0 ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî n, ñîñòîÿùåå ðîâíî
èç n ýëåìåíòîâ, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ∈ n,

′ ∈ n ëèáî ∈ ′, ëèáî ′ ∈ .

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

(a) A ∩A = A,

(b) A ∪A = A,

(c) A ∪ ∅ = A,

(d) A ∩ ∅ = ∅.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B âêëþ÷åíèå A ⊂ B âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩B = A èëè êîãäà A ∪B = B.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B, òî A ∩B = A, è A ∪B = B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ X âêëþ÷åíèå A ⊂ B ýêâèâà-
ëåíòíî âêëþ÷åíèþ (X \B) ⊂ (X \A).

7. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∪B = (A \B) t (A ∩B) t (B \A).

8. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå

A ∩B = A \ (A \B).
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9. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B óñëîâèå A ⊂ B ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ A \B = ∅.

10. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C).

11. Äîêàæèòå, ÷òî (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B).

12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Äîêàæèòå, ÷òî

(A∆B)∆C = A∆(B∆C).

13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A \ B è B \ A ðàâíîìîùíû, òî è ìíî-
æåñòâà A èB ðàâíîìîùíû.

14. Ïóñòü ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ðàâíà n. Êàêîâà ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà 2A âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ (âêëþ÷àÿ ñàìî ìíîæåñòâî A è
ïóñòîå ìíîæåñòâî)?

15. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó.

16. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì.

17. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

18. Äîêàçàòü, ÷òî Êàæäîå áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ
(òîæå ñ÷åòíûõ) ïîäìíîæåñòâ.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî.

20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè è � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èx îáúåäèíåíèå A ∪
� ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

21. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ åñòü
ìíîæåñòâî ñ÷åòíîå.

22. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñ÷åòíû, òî äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå X × Y òîæå ñ÷åòíî.

23. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

24. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

25. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y ñþðúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
X ñ÷åòíî, òî Y íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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26. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X−→Y èíúåêòèâíî, à ìíîæåñòâî
Y ñ÷åòíî, òî X íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

27. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X ñ÷åòíî, òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ â X òîæå ñ÷åòíî.

28. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, à A � åãî ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî, òî #(X \A) = #(X).

30. Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññûïàíû "êíîïêè"áåç ïåðåñå÷åíèé, ò.å. òàêèå ïîä-
ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òðåõ îòðåçêîâ
ñ îáùèì íà÷àëîì. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî òàêèõ "êíîïîê"íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî.

31. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

32. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

33. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è T = { ⊂ : \ êîíå÷íî èëè A = ∅}.
Äîêàæèòå, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X.

34. Ïîêàçàòü, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå X = (0,+∞) ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ {∅, (a,+∞), 0 ≤ a < +∞} îáðàçóåò íåêîòîðóþ òîïîëî-
ãèþ.

35. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [a, b) ⊂ R ïðåäñòàâèì êàê îáúåäèíåíèå
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ è êàê ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ
íå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R.

36. Ïîêàçàòü ÷òî ìíîæåñòâî A = {0} ∪ { 1n}
∞
n=1 çàìêíóòî íà âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé R.

37. Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåñ-
ñèè, ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè â N.

38. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî U îòêðûòî, à ìíîæåñòâî F çàìêíóòî,
òî U \ F îòêðûòî, a F \ U çàìêíóòî.

39. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ çàìûêàíèå ëþáîãî èç íèõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèì.

40. Äîêàçàòü, ÷òî A ∪B = Ā ∪ B̄; A ∩B = Ā ∩ B̄.

41. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà U è V îòêðûòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
Int (U) ∩ Int (V ) = ∅.
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42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæå-
ñòâà çàìêíóòû è îäíîâðåìåííî ëþáûå äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ).

43. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàæäàÿ îòäåëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì, òî êàæäîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íåêîòîðîãî
ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

44. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïîñòðîèòü òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâà, èìåþùèõ îáùóþ ãðàíèöó

45. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íåò äðóãèõ
ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ êðîìå ñàìîãî X, òî ïðîñòðàíñòâî X äèñêðåòíî.

46. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìååò-
ñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè.

47. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

48. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî?

49. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ (êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà) ïëîòíûõ îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïëîòíî.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïëîòíûõ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R1 ïëîòíî.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

51. Ïóñòü S1 = {z ∈ C : |z| = 1 � îêðóæíîñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ
ìåòðèêîé ρ(z;w) = |z −w|. Äîêàçàòü, ÷òî S1, ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

52. Ïóñòü C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå
[0, 1]. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(f, g) = sup

t∈[0,1]
|f(t)− g(t)|

çàäàåò ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1].

53. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = ρ1 +ρ2
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

54. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 =
max{ρ1, ρ2} òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

55. Ïóñòü ρ1 è ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. ßâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé
ôóíêöèÿ ρ3 = min{ρ1, ρ2} ?
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56. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = ρ1
1+ρ1

òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíûìè?

57. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = min{ρ1, 1}
òîæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. ßâëÿþòñÿ ëè ìåòðèêè ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíò-
íûìè?

58. Ïóñòü ρ1 � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ2 = f(ρ1) òî-
æå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè f � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.
ïðè÷åì f(0) = 0 è f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).

59. Îáîáùèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó íà ñëó÷àé äâóõ ìåòðèê: Ïóñòü ρ1 è
ρ2 äâå ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ3 = f(ρ1, ρ2) òîæå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè ôóíêöèÿ f � ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþ-
ùàÿ ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïàðû ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì f(0, 0) = 0 è
f(x+ y, u+ v) ≤ f(x, u) + f(y, v).

60. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èìå-
åòñÿ äâà øàðà, ïðè÷åì øàð ñ áîëüøèì ðàäèóñîì ñîäåðæèòñÿ â øàðå ñ
ìåíüøèì ðàäèóñîì. Ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèé ðàäèóñ íå
ïðåâûøàåò óäâîåííîãî ìåíüøåãî ðàäèóñà.

61. Ïîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [a, b] â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàåòñÿ
óñëîâèåì

[a, b] = {x ∈ Rn : ρ(a, x) + ρ(x, b) = ρ(a, b).

Îïèñàòü àíàëîãè÷íûå "îòðåçêè"â ìåòðèêå ρp.

62. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ìåòðèêè ρp â ïðîñòðàíñòâå R
n çàäàþò îäíó è òó æå

òîïîëîãèþ.

63. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå C[0, 1]
äâå ìåòðèêè, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè

ρ1(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|dt,

ρ2(f, g) =

√∫ 1

0

|f(t)− g(t)|2dt,

çàäàþò íåýêâèâàëåíòíûå òîïîëîãèè.
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Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ

64. Ïóñòü G ⊂ R1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Äîêàçàòü, ÷òî G åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

65. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) = max
i
|xi − yi|.

66. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ åñòü ìåòðèêà:

ρ(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|.

67. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

ρp(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

çàäàåò íåêîòîðóþ ìåòðèêó.

68. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ìåñòî ïðåäåë

lim
p−→+∞

(
n∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

= max
i
|xi − yi|.
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