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1 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

69. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X−→Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Y âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
f−1(A) ⊂ f−1(A).

70. Íåïðåðûâíî ëè îòîáðàæåíèå f : [0, 2]−→R1, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

f(x) =

{
x, x ∈ [0, 1)
x− 2, x ∈ [1, 2]

?

71. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x) + g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

72. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x) · g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

73. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = f(x)− g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

74. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = |f(x)|

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
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75. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = max{f(x), g(x)}

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

76. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) = min{f(x), g(x)}

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

77. Ïóñòü f, g : X−→R íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì 0 6∈ g(X). Äî-
êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå h : X−→R, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

h(x) =
f(x)

g(x)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

78. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíîå îòîáðàæåíèå f : X−→Rn, f(x) =
(f1(x), . . . , fn(x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

79. Ïóñòü Mat (p × q,R) � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà p × q ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Mat (p× q,R)×Mat (q × r,R)−→Mat (p× r,R), (A,B)→ AB,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

80. Ïóñòü GL(n;R) ⊂Mat (p× n,R) � ïðîñòðàíñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö.
Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : GL(n;R)−→GL(n;R), f(A) = A−1

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

81. Ïóñòü X, Y - äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïåðâîå ïðî-
ñòðàíñòâî åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ: X = A∪B,
A = Ā, B = B̄. Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóæåíèÿ f |A : A−→Y è f |B : B−→Y íåïðå-
ðûâíû. Åñëè æå ïîäìíîæåñòâî A íå çàìêíóòî, A 6= Ā òî ýòî, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèâåñòè ïðèìåð.(Âçÿòî èç [?], ñòð. 92, çàäà÷à 13.15).
Ðåøåíèå.Ïðîâåðêà íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f ñâî-
äèòñÿ ê òîìó, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî F ⊂ Y çàìêíóòî, F̄ = F , òî åãî
ïðîîáðàç f−1(F ) äîëæåí áûòü çàìêíóò, ò.å. f−1(F ) = f−1(F ). Èìååì:

f−1(F ) = (f−1(F ) ∩A) ∪ (f−1(F ) ∩B) = f−1
A (F ) ∪ f−1

B (F ) =

= f−1
A (F ) ∪ f−1

B (F ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî f−1(F ) åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å. çàìêíóòî.

2



82. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàç ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì ñþðúåê-
òèâíîì îòîáðàæåíèè ïëîòåí.

83. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé fi : R−→R, i ∈
N , äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ f(x) = sup {fi(x) : i ∈ N} íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé.

84. Ó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è åãî ïîäìíîæåñòâ A ôóíêöèÿ f(x) =
ρ(x,A) íåïðåðûâíà. Äîêàçàòü.

85. Ïóñòü f : X−→Y � îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî ρ(f(x), f(y)) ≤ Cρ(x, y) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.

86. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé f1(x) = 0, . . . , fn(x) = 0,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

87. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ f1(x) ≥ 0, . . . , fn(x) ≥ 0,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ìîæíî ëè êîíå÷íóþ ñèñòåìó çàìåíèòü íà áåñ-
êîíå÷íóþ?

88. Ïóñòü ôóíêöèè fi : X−→R, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû. Ïîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ f1(x) >
0, . . . , fn(x) > 0, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Ìîæíî ëè êîíå÷íóþ ñèñòåìó
çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íóþ?

89. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà íà îòðåçîê [0, 1] .

90. Ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà K íà åãî êâàäðàò K ×K.

91. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I−→I2, ó êîòîðîãî
îáðàç f(I) ⊂ I2 âñþäó ïëîòåí, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.
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