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1 Ìåòðèêè

118. Ïðîñòðàíñòâî lp ñ ìåòðèêîé

ρp(x, y) =

( ∞∑
i=1

|xi − yi|p
) 1

p

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

119. Ñóùåñòâóåò ëè èçîìåòðèÿ ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ñâîþ ñîáñòâåí-
íóþ ÷àñòü?

120. Ñóùåñòâóåò ëè èçîìåòðèÿ êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â íåêî-
òîðîå ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî?

Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ
ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ λ < l, òàêàÿ, ÷òî
ρ(f(x), f(y)) ≤ λρ(x, y) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X.

121. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíî. (Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.9).

122. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ âñåãäà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðè÷åì ýòà
òî÷êà åäèíñòâåííà.(Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.10).

123. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îò óñëîâèÿ ïîëíîòû ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îòêàçàòüñÿ íåëüçÿ.(Âçÿòî èç
[?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.11).

2 Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè

124. Âåðíî ëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, çàìêíó-
òûìè ïîäìíîæåñòâàìè íà ïëîñêîñòè (íà ïðÿìîé) âñåãäà áîëüøå 0?
(Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.7).
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïîäìíîæåñòâà

125. Ïîêàçàòü, ÷òî ρ(x,A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A.

126. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A è òî÷åê x, y âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |ρ(x,A)− ρ(y,A)| ≤ ρ(x, y).

Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

127. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

3 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

128. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà (T2).

129. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå îäíîòî-
÷å÷íîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî. (Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.5).

130. ßâëÿåòñÿ ëè îòðåçîê [0; 1] ñ èíäóöèðîâàííîé èç R òîïîëîãèåé õàóñäîð-
ôîâûì? Îáëàäàþò ëè â í¼ì íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè
0 è 1? Êàêèìè?

131. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {x} =

⋂
U3x

U.

132. Ïîêàçàòü, ÷òî â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

133. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîâïàäåíèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî.

134. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåïðåðûâíîãî îòîáðà-
æåíèÿ õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

135. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà òîæå
õàóñäîðôîâî.

136. Ïîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà îòäåëèìîñòè T1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî.

137. Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè T1, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ åãî òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
ñâîèõ îêðåñòíîñòåé.

138. Ïîêàçàòü, ÷òî èç õàóñäîðôîâîñòè ñëåäóåò T1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà
èç T1 íå ñëåäóåò õàóñäîðôîâîñòü.
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139. Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè íàñëåäñòâåííà.

140. Â êàæäîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ñàìàÿ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ïåðâîé àêñèîìå îòäåëèìîñòè. Êàêîâà îíà?

141. Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî (è, çíà÷èò, õàóñäîðôîâî).

142. Ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò âòîðîé è ÷åòâ¼ðòîé àêñèîìàì îòäåëèìîñòè.

143. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íîðìàëüíî.

144. Ïîñòðîéòå äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà íåêîòî-
ðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî
íóëþ.

145. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìå T4, ïóñòü F1, F2 è
F3 åãî çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, ò.å. F1 ∩F2 ∩
F3 = ∅. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè Ui ⊃ Fi, i = 1, 2, 3,
÷òî U1 ∩ U2 ∩ U3 = ∅.

Ëåììà Óðûñîíà, òåîðåìà Òèòöå, ðàçáèåíèå åäèíèöû

146. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0). (Âçÿòî èç [?],
ñòð. 91, çàäà÷à 13.12).

147. Âûâåäèòå ëåììó Óðûñîíà èç òåîðåìû Òèòöå.

3.0.1 Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

148. Ïîñòðîéòå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íå óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé àê-
ñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

149. Äîêàæèòå, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíà.

150. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûé îáðàç ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñå-
ïàðàáåëåí.

151. Äîêàæèòå òåîðåìó Ëèíäåë¼ôà: åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòî-
ðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè, òî èç âñÿêîãî åãî ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæå-
ñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü ñ÷¼òíûé íàáîð ìíîæåñòâ, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ
ïîêðûòèåì.

152. Ïîêàçàòü, ÷òî ó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(a) Ïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî;

(b) Ïðîñòðàíñòâî èìååò ñ÷åòíóþ áàçó;

(c) Ïðîñòðàíñòâî ôèíàëüíî êîìïàêòíî
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Ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè.

153. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé
àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

154. Äîêàçàòü, ÷òî èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷¼òíîñòè ñëåäóåò ïåðâàÿ.
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