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1 Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

155. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : E → F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì
è ïóñòü ïðîñòðàíñòâî E êîìïàêòíî. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
f(E) ⊂ F êîìïàêòíî. (Âçÿòî èç [?], ñòð. 91, çàäà÷à 13.4).

156. Äîêàçàòü, ÷òî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn íå êîìïàêòíî.

157. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
A çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

158. Ïîêàçàòü, ÷òî â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ {Fn : Fn ⊃ Fn+1}
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå:

∞⋂
k=1

Fk 6= ∅.

159. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X êîìïàêòíî, àX õàóñäîðôîâî,
òî A çàìêíóòî.

160. Ïóñòü A è B � êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà
X. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî A ∪B êîìïàêòíî? Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ∩B êîìïàêòíî?

161. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

162. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ âå-
ùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî K = f−1(0). (Âçÿòî èç [?],
ñòð. 91, çàäà÷à 13.12).

Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü. Êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.

163. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X
íà äèñêðåòíîå äâîåòî÷èå (íóëüìåðíóþ ñôåðó S0).
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Ðåøåíèå.Ïóñòü f : X−→S0 � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå, S0 = {−1, 1}. Îäíîòî÷å÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà {−1}, {1} ⊂ S0

íå ïåðåñåêàþòñÿ è îòêðûòû (è çàìêíóòû). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f
íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàçû f−1(−1) è f−1(1) íåïóñòû, îòêðûòû è íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì X = f−1(−1) t f−1(1). Çíà÷èò ïðîñòðàíñòâî X
íåñâÿçíî. Îáðàòíî, åñëè X íåñâÿçíî, òî îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ äâóõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X = A tB. Ïîëîæèì

f(x) =

{
−1, x ∈ A;
1, x ∈ B.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî è ñþðúåêòèâíî.

164. Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?

165. Ñâÿçíî ëè ïðîñòðàíñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäó-
öèðîâàííîé èç R)?

166. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî [0, 1] t (2, 3] íåñâÿçíî â R.

167. Ïîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçíî.

168. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ñâÿçíî.

169. Äîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê I = [0; 1] ñâÿçåí.

170. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rn ñâÿçíî.

171. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è f : −→R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî f(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì â R (ò.å. èíòåð-
âàëîì, îòðåçêîì èëè ïîëóèíòåðâàëîì).

172. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn ñâÿçíî.

173. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé R èìååò ñ÷¼òíîå ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

174. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn ñâÿçíà.

175. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãðóïïû è óìíî-
æåíèå íà ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíè-
åì, òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Ðåøåíèå.Ïóñòü M � êîìïîíåíòà åäèíèöû. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈
M ìíîæåñòâî xM ñâÿçíî è ñîäåðæèò òî÷êó x = xe. Òàêèì îáðàçîì,
ìíîæåñòâà xM è M ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, xM ⊂ M , ò. å. M
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé X. Äàëåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ìíîæåñòâî
x−1Mx ñâÿçíî è ñîäåðæèò åäèíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, x−1Mx ⊂M , òàê
÷òî M � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
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176. Ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí.

Ðåøåíèå.Åñëè áû îòðåçîê [0, 1] áûë íåñâÿçåí, òî ñóùåñòâîâàëà áû
íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ [0, 1]−→S0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Áîëü-
öàíî î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.

177. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ñïè-
ðàëè, çàïèñàííîé óðàâíåíèåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ)

r = e
1

1+ϕ2 , ϕ ≥ 0,

è îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ìíîæåñòâî ñâÿçíûì?

178. Ñâÿçíû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè:

1) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíû;

2) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò ðàöè-
îíàëüíà;

3) ñîñòàâëåííîå èç òî÷åê, ó êîòîðûõ ëèáî îáå êîîðäèíàòû ðàöèîíàëü-
íû, ëèáî îáå � èððàöèîíàëüíû?

179. Ïóñòü X ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè x ∈
íàéäåòñÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü?

180. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáëàäàåò âåùåñòâåííûì êîðíåì.

181. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà I,R, S1 ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

182. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò è îòðåçîê íå ãîìåîìîðôíû
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