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Ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1 Ìåòðèêè

Ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà

Ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè

Èçîìåòðèè

Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ

Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè

Ðàññòîÿíèïå îò òî÷êè äî ïîäìíîæåñòâà

Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

Ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà-Õàóñäîðôà

2 Íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

3 Àêñèîìû îòäåëèìîñòè

T0,T1,T2,T3,T4. Íîðìàëüíîñòü (T1 + T4)

Àêñèîìû îòäåëèìîñòè â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, ρ) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A,B ⊂ X, A∩
B = ∅ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà, A = A, B = B.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Ïîëàãàåì

U =
⋃
x∈A

O(x, 14ρ(x,B)),

V =
⋃
y∈B

O(y, 14ρ(y,A)).

Åñëè èìååòñÿ îáùàÿ òî÷êà z ∈ U ∩ V , òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ x è y:

z ∈ O(x,
1

4
ρ(x,B)) z ∈ O(y,

1

4
ρ(y,A)),

ò.å. íåðàâåíñòâà
ρ(x, z) < 1

4ρ(x,B) ≤ 1
4ρ(x, y),

ρ(y, z) < 1
4ρ(y,A) ≤

1
4ρ(y, x).
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Çíà÷èò ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì

ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) < 1
4ρ(x, y) +

1
4ρ(x, y) =

1
2ρ(x, y),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ x 6= y.

Ëåììà Óðûñîíà, òåîðåìà Òèòöà, ðàçáèåíèå åäèíèöû

Êîíñòðóêöèÿ ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Åñëè A,B äâà çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà, òî ïîëàãàåì

f(x) =
ρ(x,A)

ρ(x,A) + ρ(x,B)
.

Òåîðåìà 1 (ëåììà Óðûñîíà) Ïóñòü A è B �� íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíó-

òûå ïîäìíîæåñòâà íîðìàëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f : X−→[−1, 1],

÷òî f(A) = {−1} è f(B) = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ñ ìåò-
ðèêîé ρ , òî ôóíêöèþ f ìîæíî çàäàòü ÿâíîé ôîðìóëîé:

f(x) =
ρ(x,A)− ρ(x,B)

ρ(x,A) + ρ(x,B)

ýòà ôîðìóëà êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå ñòîèò ôóíê-
öèÿ, íèãäå íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû â íåêîòîðîé
òî÷êå x0 ∈ X âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

ρ(x0, A) + ρ(x0, B) = 0,

òî, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ìåòðèêè âñþäó íåîòðèöàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè áû
äâà ðàâåíñòâà

ρ(x0, A) = 0, ρ(x0, B) = 0.

Ïîñêîëüêó îáà ïîäìíîæåñòâà A è B çàìêíóòû, òî òî÷êà x0 ïðèíàäëåæàëà
áû êàê ïîäìíîæåñòâó A , òàê è ïîäìíîæåñòâó B , ò.å. ïîäìíîæåñòâà A è B
èìåëè áû íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Íàêîíåö, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè x ∈ A , òî

f(x) =
0− ρ(x,B)

0 + ρ(x,B)
= −1.

Åñëè æå x ∈ B , òî

f(x) =
ρ(x,A)− 0

ρ(x,A) + 0)
= +1.
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Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Óðûñîíà íåñêîëüêî ñëîæíåå. Îáîçíà÷èì A ÷åðåç U0 ,
àX\B ÷åðåç U1 , U0 ⊂ U1 . Â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâàX ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî U 1

2
, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

U0 ⊂ U 1
2
⊂ U 1

2
⊂ U1.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A ⊂ A ⊂ B , òî áóäåì ïèñàòü äëÿ êðàòêîñòè
A b B. Òàêèì îáðàçîì èìååì âêëþ÷åíèÿ

U0 b U 1
2
b U1.

Âõîäÿùèå â ýòè âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà çàíóìåðîâàíû äâîè÷íî ðàöèîíàëü-
íûìè ÷èñëàìè âèäà r = q

2k
, 0 ≤ q ≤ 2k äëÿ k = 1 . Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü

ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ Ur , êîòîðûå áóäóò çàíóìåðîâàíû äâîè÷íî ðàöèîíàëü-
íûìè ÷èñëàìè âèäà r = q

2k
, 0 ≤ q ≤ 2k äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé k ñ óñëîâèåì:

åñëè r1 < r2 , òî
U0 b Ur1 b Ur2 b U1.

Åñëè r1 < r2 � äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ñòåïåíè
2k ò.å.

r1 =
q

2k
, r2 =

q + 1

2k
,

è, çíà÷èò, âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

Ur1 b Ur2 ,

òî èç íîðìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà X ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ òàêîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñêàæåì, Ur3 , r3 = 2q+1

2k+1 , ÷òî âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ

Ur1 b Ur3 b Ur2 .

Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûå ìíîæåñòâà Ur ñòðîÿòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r â ïðåäåëàõ 0 ≤ r ≤ 1 , äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíû âêëþ÷åíèÿ

Ur1 b Ur2 ,

ïðè r1 < r2 .
Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó:

f(x) = inf{r : x ∈ Ur}.

Äëÿ ïðîâåðêè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îòêðûòîñòü
ïðîîáðàçà ïðåäáàçû òîïîëîãèè îòðåçêà [0, 1] , ò.å. ìíîæåñòâ âèäà Vr =
{f(x) < r} è Wr = f(x) > r . Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Vr ðàâíî îáú-
åäèíåíèþ

Vr =
⋃
r′<r

Ur′ ,
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à ìíîæåñòâî Wr ðàâíî îáúåäèíåíèþ

Wr =
⋃
r′>r

(X \ Ur′).

Ïóñòü Çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî!

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Òèòöà) Ïóñòü A ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäìíîæå-

ñòâî â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X, f : A−→[0, 1] íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g : X−→[0, 1], ò.å.
g |A = f .

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü A ⊂ X � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â íîðìàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå X, f : A−→R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ

äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g : X−→R, ò.å. g |A = f .

3.0.1 Ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

3.0.2 Âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè

Òåîðåìà 3 Åñëè ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíî-

ñòè, òî îíî ñåïàðàáåëüíî.

Òåîðåìà 4 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è ëþáûå èõ ïîäïðîñòðàíñòâà ñåïà-

ðàáåëüíû è óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷¼òíîñòè.

4 Êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1 Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ îò-

êðûòûõ ïîêðûòèé.

Îïðåäåëåíèå 2 Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ çà-

ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 3 Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ öåí-

òðèðîâàííîé ñèñòåìû çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4 Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ íà-

ïðàâëåííîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 5 Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ òî-

÷åê ïîëíîãî íàêîïëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6 Ïðåäåë íàïðàâëåííîñòè è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íàïðàâëåí-

íîñòè.

Ñêàæåì, ÷òî íàïðàâëåííîñòü xα, α ∈ A, èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó

x0, åñëè äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U 3 x è ëþáîãî èíäåêñà α ∈ A
ñóùåñòâóåò áîëüøèé èíäåêñ β � α, äëÿ êîòîðîãî xβ ∈ U .
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Òåîðåìà 5 Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, êîãäà ëþáàÿ íàïðàâëåííîñòü èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäíàïðàâëåí-

íîñòü.

Òåîðåìà 6 (Ëåììà Øóðû-Áóðû) Ïóñòü X êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ X � åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, F = {Fα, α ∈ A}
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî⋂

F =
⋂
α∈A

Fα ⊂ U.

Òîãäà èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî F0 = {Fα, α ∈ A0 ⊂ A}, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíåíî òî æå ñàìîå âêëþ÷åíèå⋂

F0 =
⋂
α∈A0

Fα ⊂ U.

Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà 7 (Òåîðåìà Òèõîíîâà) Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ

ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðîèçâåäåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ �
ýòî ìèíèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âñå ïðîåêöèè íà èñõîäíûå ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíû. Êîíñòðóêòèâíî å¼ ìîæíî òàêæå îïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â êà÷åñòâå ïðåäáàçû òîïîëîãèè íà X áåð¼òñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
P = {π−1α (U) : U ⊂ Xα � -îòêðûòî }. Áàçà òîïîëîãèè � âñåâîçìîæíûå
êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç P, à òîïîëîãèÿ � âñåâîçìîæíûå îáú-
åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ èç áàçû.

Òåîðåìà Òèõîíîâà: Åñëè âñå ìíîæåñòâà {Xα : α ∈ A} êîìïàêòíû, òîãäà
êîìïàêòíî è èõ òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå X =

∏
α∈A

Xα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû P äîïóñêàåò êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå.

Ïîêðûòèå ýëåìåíòàìè ïðåäáàçû P åñòü ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
âèäà W = {Wβ = π−1α(β)(Uβ), Uβ ⊂ Xα(β)}. Äëÿ âñÿêîãî ïóñòü � îáúåäè-
íåíèå âñåõ ìíîæåñòâ , äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ïîêðûòèè.
Òîãäà íåïîêðûòàÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà X, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé . Ïîñêîëü-
êó ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî, ïóñòûì äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí ñîìíîæèòåëü.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïîêðûòèå ïðè íåêîòîðîì ñîäåðæèò -
ïðîîáðàç ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà , èç
åãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, è òîãäà åãî ïðîîáðàç
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ áóäåò êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà X.

(ñì. http://ru.wikipedia.org/wiki/Òèõîíîâñêîå_ïðîèçâåäåíèå_òîïîëîãè÷åñêèõ_ïðîñòðàíñòâ)
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Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå: Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêò-
íî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ äîïóñ-
êàåò êàæäîå ïîêðûòèå, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû åãî òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü â ýòîì êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè î÷åâèä-
íà, òàê êàê âñå ýëåìåíòû ïðåäáàçû - îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Äîñòàòî÷íîñòü
äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X íåêîìïàêòíî,
õîòÿ âñÿêîå ïîêðûòèå, ñîñòàâëåííîå èç ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû åãî òîïîëîãèè,
äîïóñêàåò âûäåëåíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïóñòü � áàçà òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà X, îáðàçîâàííàÿ ýòîé ïðåäáàçîé. Êàæäûé å¼ ýëåìåíò åñòü êîíå÷-
íîå ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû.

Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ - ïîêðûòèé ïðîñòðàíñòâà X (òî åñòü ñîñòàâ-
ëåííûõ èç ýëåìåíòîâ áàçû ), íå äîïóñêàþùèõ êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ, èí-
äóêòèâíî óïîðÿäî÷åíî è íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, ê íåìó ïðèìåíèìà ëåììà
Öîðíà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå (íåðàñøèðÿåìîå) òàêîå ïîêðû-
òèå. Ýëåìåíòû ïðåäáàçû , ñîäåðæàùèåñÿ â í¼ì, íå îáðàçóþò ïîêðûòèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà X, ñëåäîâàòåëüíî, êàêàÿ-òî òî÷êà ïîêðûòà ýëåìåíòîì áàçû , íî
ïîêðûòèå íå ñîäåðæèò íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû .

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêðûòèÿ. Ïî-
ñëå äîáàâëåíèÿ ê íåìó ìíîæåñòâà, ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Îáúåäèíÿÿ âñå ýòè ïîäïîêðûòèÿ, âûêèäûâàÿ èç íèõ ìíîæåñòâà è äîáàâëÿÿ
ìíîæåñòâî , ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X, ÿâëÿþùååñÿ
ïîäïîêðûòèåì èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå (êîíå÷íûõ ïîäïîêðûòèé
èñõîäíîå ïîêðûòèå íå äîïóñêàëî) äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ìîæíî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè: òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
êîìïàêòíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè êàæäûé óëüòðàôèëüòð íà ìíî-
æåñòâå èìååò õîòÿ áû îäèí ïðåäåë[3].

Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà íîñèò òåîðåòèêî-ðåø¼òî÷íûé õàðàêòåð (ïîñêîëüêó
ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêîé)
è äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ íà ñïåöèàëüíûå êëàññû ÷àñòè÷íî óïîðÿ-
äî÷åííûõ ìíîæåñòâ[4][5][6].

(Ñì. http://ru.wikipedia.org/wiki/Òåîðåìà_Àëåêñàíäåðà_î_ïðåäáàçå)

Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïàðàêîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïðèìåðû

Ïðåäêîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà

Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâ â êîíå÷íîìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
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