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Аннотация

В статье исследуются f -аналоги ∗-порядка Дрэйзина, левого и правого ∗-порядков,
бриллиантового порядка, σ- и σ1-порядков. Доказывается, что линейные отображения,

монотонные относительно порядков
∗
<f , ∗<f , <∗f ,

�
<f ,

σ
<f и

σ1
<f , обратимы.

Abstract

A. A. Alieva, Invertibility of linear f -order preservers, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 9 (2003), no. 3, pp. 3—11.

In this paper, we prove that monotonic linear transformations with respect to partial

orders
∗
<f , ∗<f , <∗f ,

�
<f ,

σ
<f and

σ1
<f are invertible.

В настоящей работе исследуется вопрос о биективности линейных отображе-
ний, сохраняющих частичные порядки на матричной алгебре. Как было показано

в [1], линейные отображения, сохраняющие порядка
∗
<, ∗<, <∗, �

<,
σ
< и

σ1
<, яв-

ляются биективными. Применяя ту же технику, мы обобщаем этот результат
на соответсвующие f -порядки: доказывается, что линейные отображения, моно-

тонные относительно порядков
∗
<f , ∗<f , <∗f ,

�
<f ,

σ
<f и

σ1
<f , обратимы.

Обозначим Mmn(F) множество всех (m × n)-матриц над полем F, Mn(F) =
= Mnn(F), GLn(F)—полная линейная группа порядка n, Λmn(F)—множество
всех матриц максимального ранга, Ωmn(F)—множество матриц, чей ранг не
превосходит min{m,n}, On(F) и Un(F)— группы ортогональных и унитарных
матриц порядка n соответственно. Символами At, A∗, rk A, Im(A) и M(A)
мы будем обозначать транспонированную матрицу, сопряжённую матрицу, ранг,
образ и линейную оболочку столбцов матрицы A ∈ Mmn(F) соответственно.
Далее, σ1(A) и σ(A) обозначают максимальное сингулярное значение и множе-
ство всех ненулевых сингулярных значений для вещественных и комплексных
матриц. R — это поле действительных чисел, C —поле комплексных чисел.

Напомним определения нескольких матричных частичных порядков.
∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке гранта МК-1265.2003.01.

Фундаментальная и прикладная математика, 2003, том 9, № 3, с. 3—11.
c© 2003 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



4 А. А. Алиева

Определение 1. Пусть F—произвольное поле, A,B ∈ Mmn(F). Говорят, что

A
−
< B, если

rk(B − A) = rkB − rk A.

Данное отношение называется минус-порядком.
Следующий порядок был введён Дрэйзином [6].

Определение 2. Пусть A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A
∗
< B, если

A∗A = A∗B и AA∗ = BA∗.

Отношение
∗
< называется ∗-порядком Дрэйзина.

Левый и правый ∗-порядки ∗< и <∗ на Mmn(C), введённые в [4], определя-
ются следующим образом.

Определение 3. Пусть A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A ∗< B, если

A∗A = A∗B и M(A) ⊆ M(B).

Определение 4. Пусть A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A <∗ B, если

AA∗ = BA∗ и M(A∗) ⊆ M(B∗).

Определение 5 ([3]). Пусть A,B ∈ Mm n(C). Говорят, что A
�
< B, если

Im(A) ⊆ Im(B), Im(A∗) ⊆ Im(B∗) и AA∗A = AB∗A.

Последние два порядка, которые мы определим, связаны с сингулярными
значениями.

Определение 6 ([2]). Пусть A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A
σ
< B, если

A
−
< B и σ(A) ⊆ σ(B).

Определение 7 ([7]). Пусть A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A
σ1
< B, если

A
−
< B и σ1(A) � σ1(B).

Определение 8. Говорят, что частичный порядок ≺1 слабее, чем частич-
ный порядок ≺2, если для любых матриц A,B ∈ Mmn(F), удовлетворяющих
неравенству A ≺2 B, справедливо A ≺1 B.

Напомним теперь понятие f -порядков, введённых в [9]. Пусть функция
f : [0,+∞) → [0,+∞) биективна и справедливо f(0) = 0. Кроме того, пусть
A = U diag(λ1, . . . , λn)V —это сингулярное разложение произвольной матрицы
A ∈ Mmn(C). Положим f(A) = U diag(f(λ1), . . . , f(λn))V .

Определение 9. Пусть ≺—произвольный частичный порядок на Mmn(C) и
A,B ∈ Mmn(C). Говорят, что A ≺f B, если f(A) ≺ f(B).

Предложение 10. Отношение ≺f задаёт частичный порядок на матричной
алгебре Mmn(C).
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Доказательство. Нам нужно проверить, что отношение ≺f рефлексивно,
транзитивно и антисимметрично.

Рефлексивность и транзитивность очевидны из определения.
Пусть теперь A ≺f B и B ≺f A. Так как ≺ является частичным порядком,

то f(A) = f(B). Следовательно, A = B, так как функция f биективна.

Определение 11 ([1]). Пусть ≺—произвольный частичный порядок на мат-
ричной алгебре. Для фиксированной матрицы X ∈ Mmn(F) определим следую-
щее множество:

P (X,≺) = {Y ∈ Mmn(F) | X ≺ Y }.
Напомним определение регулярности частичного порядка.

Определение 12 ([1]). Пусть (S,≺)—частично упорядоченное множество,
∅ �= S ⊆ Mmn(F). Отношение порядка ≺ называется регулярным на множе-
стве S (или просто регулярным, если из контекста ясно, о каком множестве S
идёт речь), если выполнены следующие условия:

(i) Λmn(F) ⊆ S;
(ii) если A ≺ B, то rk A � rkB;
(iii) если A ≺ B и rk A = rkB, то A = B;
(iv) если A ∈ S \ Λmn(F), то P (A,≺) \ {A} �= ∅.

Предложение 13. Пусть частичный порядок ≺ является регулярным на всей
матричной алгебре. Тогда ≺f также является регулярным на Mmn(C).

Доказательство. Справедливость условия (i) очевидна из определения.
Пусть A ≺f B. Это означает, что f(A) ≺ f(B). Так как порядок ≺ регулярен,

имеем rk f(A) � rk f(B). Из биективности f и условия f(0) = 0 следует, что
rkA � rkB. Таким образом, выполнено (ii).

Предположим теперь, что A ≺f B и rkA = rkB. Следовательно, f(A) ≺
≺ f(B) и rk f(A) = rk f(B); из регулярности ≺ получаем f(A) = f(B). Так как
f биективна, имеем A = B, т. е. выполнено условие (iii).

Наконец, пусть A ∈ Ωmn(C). Так как f(0) = 0, то f(A) ∈ Ωmn(C). Следо-
вательно, существует такая матрица X ∈ Mmn(C), что f(A) ≺ X и X �= f(A).
Вследствие биективности f получаем B = f−1(X) ∈ P (A,≺f ) \ {A}.

Назовём частичный порядок ≺ унитарно инвариантным, если для произ-
вольных матриц A,B ∈ Mmn(C) неравенство A ≺ B справедливо тогда и только
тогда, когда UAV ≺ UBV для произвольных U, V ∈ Un(C).

Предложение 14. Пусть частичный порядок ≺ является унитарно инвари-
антным. Тогда ≺f также унитарно инвариантен.

Доказательство. Пусть A ≺f B. Запишем сингулярные разложения матриц
A и B: A = U1 diag(λ1, . . . , λn)V1, B = U2 diag(µ1, . . . , µn)V2. Рассмотрим произ-
вольные матрицы U, V ∈ Un(C). Заметим, что сингулярное разложение матрицы
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UAV следующее: UAV = (UU1) diag(λ1, . . . , λn)(V1V ). Следовательно,

f(UAV ) = (UU1) diag(f(λ1), . . . , f(λn))(V1V ) = Uf(A)V,

f(UBV ) = (UU2) diag(f(µ1), . . . , f(µn))(V2V ) = Uf(B)V.

Так как порядок ≺ унитарно инвариантен, то f(UAV ) ≺ f(UBV ). Таким обра-
зом, UAV ≺f UBV .

Предложение 15. Пусть частичный порядок ≺ слабее, чем ∗-порядок Дрэй-
зина. Тогда частичный порядок ≺f также слабее, чем ∗-порядок Дрэйзина.

Доказательство. Пусть A
∗
< B. Из [9, лемма 6] следует, что A

∗
<f B. По

определению это означает, что f(A)
∗
< f(B). Следовательно, f(A) ≺ f(B) и,

значит, A ≺f B.

Теорема 16 ([1, предложение 3.11]). Пусть частичный порядок ≺ регуля-
рен, унитарно инвариантен и является более слабым, чем ∗-порядок Дрэйзина,
и пусть линейное отображение T : Mmn(C) → Mmn(C) монотонно относитель-
но него (т. е. T сохраняет отношение ≺), m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо
существует такое отображение T ′, задаваемое либо как T ′(X) = UXV для
всех X ∈ Mmn(C), либо, в случае m = n, как T ′(X) = UXtV для всех
X ∈ Mmn(C), где U = diag(1, u2, . . . , um) ∈ Mm(R), 1 � u2 � . . . � um � 0,
V = diag(1, v2, . . . , vn) ∈ Mn(R), 1 � v2 � . . . � vn � 0, что, во-первых, T ′

монотонно относительно порядка ≺ и, во-вторых, обратимость отображения T ′

влечёт обратимость исходного отображения T .

Теперь мы можем доказать обратимость линейных отображений, монотонных

относительно одного из следующих порядков:
∗
<f , ∗<f , <∗f ,

�
<f ,

σ
<f и

σ1
<f .

Предложение 17. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0)=0, и линейное отображение T : Mmn(C)→Mmn(C)
монотонно относительно

∗
<f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо отобра-

жение T обратимо.

Доказательство. Утверждение непосредственно следует из [1, предложе-

ние 5.2], так как A
∗
<f B ⇐⇒ A

∗
< B (см. [9, лемма 6]).

Предложение 18. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0) = 0, T : Mmn(C) → Mmn(C)—линейное отображе-
ние, монотонное относительно ∗<f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо
отображение T обратимо.

Доказательство. Так как ∗<-порядок является регулярным, унитарно инва-
риантным и слабее ∗-порядка Дрэйзина [1, предложение 6.1], то из предложений
13, 15 и 14 следует, что ∗<f -порядок регулярен, унитарно инвариантен и явля-
ется более слабым, чем ∗-порядок Дрэйзина. Следовательно, можно применить
теорему 16.
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Предположим, что отображение T не есть тождественный нуль. Согласно те-
ореме 16 нам нужно показать, что отображение T ′ обратимо. Для произвольных
i, j, 1 � i � m − 1, 1 � j � n − 1, рассмотрим следующие матрицы:

A = Eij + Ei j+1 + Ei+1 j + Ei+1 j+1,

B = 2Eij + 2Ei+1 j+1.

Легко проверить, что A
∗
< B. Следовательно, A ∗<f B. Так как отображение T ′

монотонно относительно ∗<f -порядка, имеем

C = T ′(A) =
= (uivjEij + uivj+1Ei j+1 + ui+1vjEi+1 j + ui+1vj+1Ei+1 j+1) ∗<f

∗<f (2uivjEij + 2ui+1vj+1Ei+1 j+1) = T ′(B) = D.

Выпишем сингулярное разложение матрицы C:

C = P
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1Eii

)
Q,

где

P = E11 + . . . + Ei−1 i−1 +
ui√

u2
i + u2

i+1

Eii − ui+1√
u2

i + u2
i+1

Ei i+1 +

+
ui+1√

u2
i + u2

i+1

Ei+1 i +
ui√

u2
i + u2

i+1

Ei+1 i+1 + Ei+2 i+2 + . . . + Emm,

Q = E11 + . . . + Ej−1 j−1 +
vj√

v2
j + v2

j+1

Ejj +
vj+1√

v2
j + v2

j+1

Ej j+1 −

− vj+1√
v2

j + v2
j+1

Ej+1 j +
vj√

v2
j + v2

j+1

Ej+1 j+1 + Ej+2 j+2 + . . . + Enn.

Следовательно,

f(C) = P
(
f
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
Eii

)
Q =

f
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

×

× (uivjEij + uivj+1Ei j+1 + ui+1vjEi+1 j + ui+1vj+1Ei+1 j+1),
f(D) = f(2uivj)Eij + f(2ui+1vj+1)Ei+1 j+1.

По определению 3 из C ∗<f D мы получаем

f(C)∗f(C) =
f2

(√
u2

i + u2
i+1

√
v2

j + v2
j+1

)

v2
j + v2

j+1

×

× (v2
j Ejj + vjvj+1Ej j+1 + vjvj+1Ej+1 j + v2

j+1Ej+1 j+1) =
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=
f

(√
u2

i + u2
i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

(f(2uivj)uivjEjj + f(2ui+1vj+1)ui+1vjEj j+1 +

+ f(2uivj)uivj+1Ej+1 j + f(2ui+1vj+1)ui+1vj+1Ej+1 j+1) = f(C)∗f(D).

Предположим, что uivj �= 0. Если vj+1 = 0, то из M(f(C)) ⊆ M(f(D))
следует, что ui+1 = 0. Тогда из f(C)∗f(C) = f(C)∗f(D) мы получаем, что
f(uivj) = f(2uivj), что противоречит биективности f . Таким образом, vj+1 �= 0,
и из f(C)∗f(C) = f(C)∗f(D) мы получаем, что ui+1 �= 0. Следовательно, матри-
цы U и V обратимы, так как u1 = v1 = 1. Значит, отображение T ′ биективно.

Аналогично доказывается следующее утверждение.

Предложение 19. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0) = 0, T : Mmn(C) → Mmn(C)—линейное отображе-
ние, монотонное относительно <∗f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо
отображение T обратимо.

Предложение 20. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0) = 0, T : Mmn(C) → Mmn(C)—линейное отображе-

ние, монотонное относительно
�
<f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо

отображение T обратимо.

Доказательство. Так как
�
<-порядок является регулярным [1, предложе-

ние 7.1], унитарно инвариантным и слабее ∗-порядка Дрэйзина [3], то из пред-

ложений 13, 15 и 14 следует, что
�
<f -порядок регулярен, унитарно инвариантен

и является более слабым, чем ∗-порядок Дрэйзина. Следовательно, можно при-
менить теорему 16.

Предположим, что отображение T не есть тождественный нуль. Соглас-
но теореме 16 нам нужно показать, что отображение T ′ обратимо. Рассмот-
рим те же матрицы A и B, что в предложении 18. По определению 5 из

C = T ′(A)
�
<f T ′(B) = D мы получаем следующее:

f(C)f(C)∗f(C) =
f3

(√
u2

i + u2
i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

×

× (uivjEij + uivj+1Ei j+1 + ui+1vjEi+1 j + ui+1vj+1Ei+1 j+1) =

=
f2

(√
u2

i +u2
i+1

√
v2

j +v2
j+1

)

(u2
i +u2

i+1)(v
2
j +v2

j+1)
(uivj(f(2uivj)uivj +f(2ui+1vj+1)ui+1vj+1)Eij +

+ uivj+1(f(2uivj)uivj + f(2ui+1vj+1)ui+1vj+1)Ei j+1 +
+ ui+1vj(f(2uivj)uivj + f(2ui+1vj+1)ui+1vj+1)Ei+1 j +
+ ui+1vj+1(f(2uivj)uivj + f(2ui+1vj+1)ui+1vj+1)Ei+1 j+1) = f(C)f(D)∗f(C).
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Предположим, что uivj �= 0. Если vj+1 = 0, то из Im(f(C)) ⊆ Im(f(D)) следует,
что ui+1 = 0. Аналогично, если ui+1 = 0, то и vj+1 = 0 из Im(f(C)∗) ⊆
⊆ Im(f(D)∗). Таким образом, ui+1 = 0 тогда и только тогда, когда vj+1 = 0.
Однако если ui+1 = vj+1 = 0, то из f(C)f(C)∗f(C) = f(C)f(D)∗f(C) мы
получаем, что f(uivj) = f(2uivj), что противоречит биективности f . Следова-
тельно, матрицы U и V обратимы, так как u1 = v1 = 1. Значит, отображение T ′

биективно.

Предложение 21. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0) = 0, T : Mmn(C) → Mmn(C)—линейное отображе-

ние, монотонное относительно
σ
<f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо

отображение T обратимо.

Доказательство. Так как
σ
<-порядок является регулярным [1, предложе-

ние 8.1], унитарно инвариантным и слабее ∗-порядка Дрэйзина [2], то из пред-

ложений 13, 15 и 14 следует, что
σ
<f -порядок регулярен, унитарно инвариантен

и является более слабым, чем ∗-порядок Дрэйзина. Следовательно, можно при-
менить теорему 16.

Предположим, что отображение T не есть тождественный нуль. Согласно
теореме 16 нам нужно показать, что отображение T ′ обратимо. Рассмотрим
те же матрицы A и B, что в предложении 18. Тогда для матриц C = T ′(A),
D = T ′(B) мы имеем

σ(C) =
{

f
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

)}
,

σ(D) = {f(2uivj), f(2ui+1vj+1)}.

По определению 5 из C
σ
<f D мы получаем, что либо

f
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
= f(2uivj),

либо
f
(√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1

)
= f(2ui+1vj+1).

В силу инъективности f отсюда следует, что либо
√

u2
i + u2

i+1

√
v2

j + v2
j+1 = 2uivj ,

либо √
u2

i + u2
i+1

√
v2

j + v2
j+1 = 2ui+1vj+1

соответственно. Предположим, что uivj �= 0. Тогда

u2
i v

2
j+1 + u2

i+1v
2
j + u2

i+1v
2
j+1 = 3u2

i v
2
j или u2

i v
2
j + u2

i v
2
j+1 + u2

i+1v
2
j = 3u2

i+1v
2
j+1.

В обоих случаях мы получаем ui+1vj+1 �= 0. Следовательно, матрицы U и V
обратимы, так как u1 = v1 = 1. Значит, отображение T ′ биективно.
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Предложение 22. Пусть f : [0,+∞) → [0,+∞)—биективная функция, удо-
влетворяющая условию f(0) = 0, T : Mmn(C) → Mmn(C)—линейное отображе-

ние, монотонное относительно
σ1
<f -порядка, m,n > 1. Тогда либо T ≡ 0, либо

отображение T обратимо.

Доказательство. Так как
σ1
<-порядок является регулярным [1, предложе-

ние 8.1], унитарно инвариантным и слабее ∗-порядка Дрэйзина [2], то из пред-

ложений 13, 15 и 14 следует, что
σ1
<f -порядок регулярен, унитарно инвариантен

и является более слабым, чем ∗-порядок Дрэйзина. Следовательно, можно при-
менить теорему 16.

Предположим, что отображение T не есть тождественный нуль. Согласно
теореме 16 нам нужно показать, что отображение T ′ обратимо. Рассмотрим два
случая.

1. f(x) = λx, λ > 0. Это означает, что f(X) = λX для любой матрицы X.
С учётом этого легко проверить, что для любой пары индексов i, j, 1 � i � m−1,
1 � j � n − 1, справедливо

Eij

σ1
<f Ei j+1 − Ei+1 j + Ei+1 j+1.

Следовательно,

C = T ′(Eij) = uivjEij

σ1
<f

σ1
<f uivj+1Ei j+1 − ui+1vjEi+1 j + ui+1vj+1Ei+1 j+1 =
= T ′(Ei j+1 − Ei+1 j + Ei+1 j+1) = D

и, значит λC
−
< λD. Предполагая, что uivj �= 0, мы получаем ui+1vj+1 �= 0.

Таким образом, матрицы U и V обратимы, так как u1 = v1 = 1. Следовательно,
отображение T ′ биективно.

2. f(x) �= λx. В этом случае мы можем найти такие α, β, α �= β, что
f(α

√
2) = f(β)

√
2. Для произвольной пары индексов i, j, 1 � i � m − 1,

1 � j � n − 1, рассмотрим следующие матрицы:

A = αEij + αEi j+1, B = βEij + βEi+1 j+1.

Так как

f(A) =
f(α

√
2)√

2
Eij +

f(α
√

2)√
2

Ei j+1, f(B) = f(β)Eij + f(β)Ei+1 j+1,

то легко проверить, что A
σ1
<f B. Следовательно,

T ′(A) = αuivjEij + αuivj+1Ei j+1

σ1
<f βuivjEij + βui+1vj+1Ei+1 j+1 = T ′(B).

По определению 7 имеем

f(T ′(A)) = f
(
αui

√
v2

j + v2
j+1

) vj√
v2

j + v2
j+1

Eij +
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+ f
(
αui

√
v2

j + v2
j+1

) vj+1√
v2

j + v2
j+1

Ei j+1

−
<

−
< f(βuivj)Eij + f(βui+1vj+1)Ei+1 j+1 = f(T ′(B)).

Предположив, что vj+1 = 0, мы получим f(αuivj) = f(βuivj), что противоречит
тому, что функция f биективна и α �= β. Таким образом, vj+1 �= 0 и, следова-

тельно, ui+1 �= 0 (иначе мы получим противоречие с f(T ′(A))
−
< f(T ′(B))). Так

как u1 = v1 = 1, мы получаем, что отображение T ′ биективно.

В заключение отметим, что все результаты верны и над полем действитель-
ных чисел при замене унитарных матриц на ортогональные.
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