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Аннотация

Абелева группа A называется корректной, если для любой группы B из того, что
A ∼= B′ и B ∼= A′, где A′ и B′ —подгруппы групп A и B соответственно, следует
изоморфизм A ∼= B. Будем говорить, что группа A определяется своими подгруппами
(своими собственными подгруппами), если для любой группы B из того, что между
множеством всех подгрупп (всех собственных подгрупп) групп A и B можно устано-
вить биективное соответствие, при котором соответствующие подгруппы изоморфны,
вытекает A ∼= B. В статье устанавливаются связи между корректностью абелевых
групп и их определяемостью своими подгруппами (своими собственными подгруппа-
ми). Получены критерии определяемости прямых сумм циклических групп своими
подгруппами и своими собственными подгруппами, а также критерий корректности
таких групп.

Abstract

S. Ya. Grinshpon, A. K. Mordovskoi, Almost isomorphism of Abelian groups and
determinability of Abelian groups by their subgroups, Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika, vol. 9 (2003), no. 3, pp. 21—36.

An Abelian group A is called correct if for any Abelian group B isomorphisms A ∼= B′
and B ∼= A′, where A′ and B′ are subgroups of the groups A and B, respectively, imply
the isomorphism A ∼= B. We say that a group A is determined by its subgroups (its
proper subgroups) if for any group B the existence of a bijection between the sets of all
subgroups (all proper subgroups) of groups A and B such that corresponding subgroups
are isomorphic implies A ∼= B. In this paper, connections between the correctness of
Abelian groups and their determinability by their subgroups (their proper subgroups) are
established. Certain criteria of determinability of direct sums of cyclic groups by their
subgroups and their proper subgroups, as well as a criterion of correctness of such groups,
are obtained.

Введение

Две абелевы группы называются почти изоморфными, если каждая из них
изоморфна некоторой подгруппе другой группы [15]. Две абелевы группы на-
зываются почти изоморфными по подгруппам с некоторым свойством, если
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каждая из них изоморфна некоторой подгруппе другой группы, обладающей
этим свойством. Задача об изоморфизме почти изоморфных групп привлекала
внимание многих алгебраистов. В одной из тестовых проблем Капланского [16]
ставится вопрос об изоморфизме абелевых групп, почти изоморфных по прямым
слагаемым. Для счётных редуцированных примарных групп эта проблема име-
ет положительное решение [16], однако в [11] приведён пример неизоморфных
p-групп, каждая из которых изоморфна прямому слагаемому другой группы.
В ряде работ исследуется, когда из почти изоморфизма абелевых групп по сер-
вантным или вполне характеристическим подгруппам вытекает их изоморфизм
(например, [2,3,6,8, 13]).

Известная теоретико-множественная теорема Кантора—Шрёдера—Берн-
штейна явилась источником постановки аналогичных задач в алгебре не только
для абелевых групп. В [10] изучается теоретико-кольцевой, а в [17] теоре-
тико-категорный аналоги теоремы Кантора—Шрёдера—Бернштейна. Рассмат-
риваются также почти изоморфные модули (например, [5, 9, 14]). Подобные
задачи возникают и в других областях математики, в частности в топологии
[1, с. 20—21].

Существует также логический аспект задачи о почти изоморфизме, основан-
ный на том, что если модули почти изоморфны по чистым подмодулям, то они
элементарно эквивалентны [12].

Для рассмотренных аналогов теоремы Кантора—Шрёдера—Бернштейна ха-
рактерно, в отличие от самой теоремы, наличие примеров отрицательного реше-
ния соответствующих задач, а также изучение классов объектов, для которых
эти задачи имеют положительное решение.

Назовём абелеву группу A корректной, если для любой группы B из того,
что A ∼= B′ и B ∼= A′, где A′, B′ —подгруппы групп A и B соответственно,
следует изоморфизм A ∼= B.

Для абелевой группы A обозначим через S(A) и Sub(A) множества её под-
групп и её собственных подгрупп. Будем говорить, что группы A и B t-изо-

морфны (обозначение A
t∼= B), если существует биективное отображение мно-

жества S(A) на множество S(B), при котором соответствующие подгруппы групп
A и B изоморфны. Будем говорить, что группы A и B s-изоморфны (обозначение

A
s∼= B), если существует биективное отображение множества Sub(A) на множе-

ство Sub(B), при котором соответствующие подгруппы групп A и B изоморфны.
Естественно возникает вопрос: в каких случаях t-изоморфные (s-изоморфные)
группы изоморфны.

Если абелева группа A такова, что для любой абелевой группы B из A
t∼= B

(A
s∼= B) вытекает A ∼= B, то будем говорить, что группа A определяется

своими подгруппами (своими собственными подгруппами).
Настоящая статья состоит из трёх параграфов. Результаты первого пара-

графа носят общий характер. В этом параграфе устанавливаются связи между
корректностью абелевых групп и их определяемостью своими подгруппами и
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своими собственными подгруппами. Во втором параграфе получен критерий
корректности прямых сумм циклических групп и их определяемости своими
подгруппами. Полный ответ на вопрос, в каких случаях прямая сумма цикличе-
ских групп определяется своими собственными подгруппами, получен в третьем
параграфе.

§ 1. Связь между корректностью абелевых групп
и их определяемостью своими подгруппами

Теорема 1.1. Если абелевы группы A и B почти изоморфны, то они t-изо-
морфны.

Доказательство. Пусть группы A и B почти изоморфны. Тогда существует
подгруппа A0 группы A, такая что B ∼= A0, и существует подгруппа B0 груп-
пы B, такая что A ∼= B0. Пусть φ : A → B0 и ψ : B → A0 —изоморфизмы.
Рассмотрим группу A1 = ψ(B0) < A0 < A, т. е. A1 < A и A1

∼= A. Тогда

S(A1) ⊂ S(A0) ⊂ S(A). (1)

Так как A1
∼= A, то между S(A) и S(A1) можно установить биекцию f так, что

соответствующие подгруппы будут изоморфны, а именно f : S(A) → S(A1), где
f(A∗) = ψφ(A∗) для всякой подгруппы A∗ группы A. Если разбить множества
S(A), S(A0), S(A1) на классы эквивалентности по отношению изоморфизма, то
получим, что мощности классов эквивалентности множеств S(A) и S(A1), чьи
элементы изоморфны одной и той же группе, равны. В силу включений (1) по-
лучим, что мощности тех классов эквивалентности множеств S(A) и S(A0), чьи
элементы изоморфны одной и той же группе, равны. Следовательно, можно уста-
новить биекцию между множествами S(A) и S(A0) так, что соответствующие
подгруппы будут изоморфными. В силу того, что существует биекция между

множествами S(A0) и S(B) с таким свойством, получаем A
t∼= B.

Учитывая, что любые две t-изоморфные группы почти изоморфны, получаем
такие следствия из теоремы 1.1.

Следствие 1.2. Абелевы группы A и B t-изоморфны тогда и только тогда,
когда они почти изоморфны.

Следствие 1.3. Абелева группа A определяется своими подгруппами тогда и
только тогда, когда A—корректная группа.

Рассмотрим связь между понятиями s-изоморфизма и t-изоморфизма. Нам
понадобится следующая лемма.

Лемма 1.4. Пусть A0 — собственная подгруппа группы A. Если A0
∼= A, то

существует бесконечное множество собственных подгрупп группы A, изоморф-
ных самой группе A.
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Доказательство. Пусть A0 — собственная подгруппа группы A и
φ : A→ A0 —изоморфизм. Рассмотрим подгруппу A1 группы A, где A1 = φ(A0).
Тогда A1 — собственная подгруппа группы A0 и A1

∼= A0
∼= A. Если для нату-

рального числа n построена собственная подгруппа An группы A, то полагаем
An+1 = φ(An). Тогда An+1 — собственная подгруппа группы An и An+1

∼= A
для любого натурального числа n. Итак, получаем строго убывающую последо-
вательность A0 > A1 > . . . > An > An+1 > . . . подгрупп группы A, каждая из
которых изоморфна группе A.

Покажем, что t-изоморфизм абелевых групп влечёт их s-изоморфизм. Если
A и B—абелевы группы, то обозначим через SA(B) множество всех собствен-
ных подгрупп группы B, изоморфных группе A.

Теорема 1.5. Если абелевы группы A и B t-изоморфны, то они s-изоморфны.

Доказательство. Пусть A
t∼= B. Если A ∼= B, то понятно, что группы A и B

s-изоморфны.
Пусть A � B. Существуют подгруппы A0 и B0 групп A и B соответствен-

но, что A ∼= B0, B ∼= A0. Ясно, что A0 �= A и B0 �= B. Пусть ψ : B → A0 и
φ : A → B0 —изоморфизмы. Рассмотрим A1 = ψ(B0) < A0 < A. Тогда A1 —
собственная подгруппа группы A, изоморфная этой группе. По лемме 1.4 мно-
жество собственных подгрупп группы A, изоморфных самой группе A, беско-

нечно, т. е. SA(A)—бесконечное множество. Так как из A
t∼= B следует биекция

между множествами SA(A) ∪ {A} и SA(B), то можно установить биекцию fA

между множествами SA(A) и SA(B). Проведя аналогичные рассуждения для
B1 = φ(A0) < B0 < B, получим, что можно установить биекцию fB между
множествами SB(A) и SB(B).

Теперь между множеством собственных подгрупп группы A и множеством
собственных подгрупп группы B можно установить биекцию f следующим об-
разом. Для подгрупп, не изоморфных ни A, ни B, биекция f совпадает с биек-
цией, осуществляющей t-изоморфизм. Для подгрупп, изоморфных группе A,
биекция f совпадает с биекцией fA. Для подгрупп, изоморфных группе B,
биекция f совпадает с биекцией fB . При такой биекции f соответствующие

подгруппы изоморфны. Следовательно, A
s∼= B.

Следствие 1.6. Абелева группа определяется своими подгруппами, если она
определяется своими собственными подгруппами.

Применяя следствие 1.3, получим следующее утверждение.

Следствие 1.7. Если абелева группа определяется своими собственными под-
группами, то она корректна.

Теорема 1.8. Абелевы группы A и B, содержащие собственные подгруп-
пы, изоморфные самим группам, t-изоморфны тогда и только тогда, когда они
s-изоморфны.
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Доказательство. Необходимость следует из теоремы 1.5. Докажем доста-
точность. Пусть A и B— группы, содержащие собственные подгруппы, изо-

морфные самим группам, и A
s∼= B. Существует собственная подгруппа A0

группы A, такая что A0
∼= A. Так как A

s∼= B, то существует биективное отобра-
жение f множества собственных подгрупп группы A на множество собственных
подгрупп группы B, такое что соответствующие подгруппы изоморфны. Тогда
f(A0) < B и f(A0) ∼= A0

∼= A. Аналогичные рассуждения для группы B приво-
дят к тому, что группы A и B почти изоморфны. Применяя теорему 1.1, получаем

A
t∼= B.

Теорема 1.9. Пусть A—абелева группа без кручения, не являющаяся дели-
мой. Группа A определяется своими собственными подгруппами тогда и только
тогда, когда A—корректная группа.

Доказательство. Необходимость вытекает из следствия 1.7. Докажем доста-
точность. Пусть A—корректная абелева группа без кручения, не являющаяся

делимой, и B— такая абелева группа, что A
s∼= B. Существует такое натуральное

число n, что nA �= A, и так как A— группа без кручения, то nA ∼= A. B также
группа без кручения. Действительно, если предположить, что в группе B су-
ществует ненулевой элемент b конечного порядка, то 〈b〉—конечная подгруппа
группы B, а тогда и во множестве подгрупп группы A была бы конечная под-
группа A1, такая что |A1| = |〈b〉| = o(b), чего быть не может. Если B не является
делимой группой, то существует такое натуральное число m, что mB �= B, и так
как B— группа без кручения, то mB ∼= B. Применяя теорему 1.8, получаем, что

A
t∼= B, а значит, по следствию 1.2 группы A и B почти изоморфны. Учитывая

корректность группы A, имеем A ∼= B.
Покажем, что группа B не может быть делимой группой. Пусть B—дели-

мая группа конечного ранга и её ранг r(B) = n, где n ∈ N, n > 1. Запишем
группу A в виде A = D ⊕ R, где D—делимая часть группы A, а R—реду-
цированная часть этой группы, причём R �= 0. Пусть r(D) = m. Наибольший
ранг собственных делимых подгрупп группы B равен n − 1. Наибольшая соб-
ственная делимая подгруппа группы A совпадает с D, и её ранг равен m. Из
s-изоморфизма групп A и B следует, что n − 1 = m. Так как в группе A есть
единственная собственная делимая подгруппа ранга m, а в группе B есть по
крайней мере две собственных делимых подгруппы ранга n − 1, то это про-
тиворечит s-изоморфизму групп A и B. Если же r(B) = 1, т. е. B ∼= Q, то
всякая собственная подгруппа группы B имеет ранг 1 и типы собственных под-
групп группы B пробегают множество всевозможных типов, отличных от типа,
представляемого характеристикой (∞,∞, . . . ,∞, . . .). Ясно, что тогда из s-изо-
морфизма групп A и B вытекает r(A) = 1 и A ∼= B ∼= Q, чего быть не может,
так как редуцированная часть группы A отлична от нуля.

Пусть теперь B—делимая группа без кручения, имеющая бесконечный ранг.
B =

⊕

i∈I

Bi, где Bi
∼= Q для всякого i ∈ I, |I| � ℵ0. Пусть i0 ∈ I и B1 =

⊕

I\{i0}
Bi.
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B1 — собственная подгруппа группы B, изоморфная самой группе B. Тогда, при-
меняя теорему 1.8 и следствие 1.2, получаем A ∼= B, чего быть не может, так
как группа A не является делимой.

Следствие 1.10. Пусть A—абелева группа без кручения, не являющаяся
делимой. Следующие условия эквивалентны:

1) A—корректная группа,
2) A определяется своими собственными подгруппами,
3) A определяется своими подгруппами.

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) вытекает из теоремы 1.9.
Эквивалентность условий 1) и 3) — из следствия 1.3.

Перейдём теперь к рассмотрению делимых групп без кручения.

Теорема 1.11. Пусть A—делимая группа без кручения. Следующие условия
эквивалентны:

1) A—корректная группа,
2) A определяется своими собственными подгруппами,
3) A определяется своими подгруппами,
4) A имеет конечный ранг.

Доказательство. Покажем эквивалентность условий 1) и 4).
1) =⇒ 4). Пусть A—делимая группа без кручения, имеющая бесконечный

ранг. A =
⊕

i∈I

Ai, где Ai
∼= Q для всякого i ∈ I, |I| � ℵ0. Зафиксируем индекс

i0 ∈ I и выберем в группе Ai0 бесконечную циклическую группу A′
i0

(A′
i0

∼= Z).
Пусть A1 = A′

i0
⊕ C, где C =

⊕

i∈I\{i0}
Ai. A1 —подгруппа группы A, и так как

A ∼= C, то группы A и A1 почти изоморфны, однако A не изоморфна A1. Значит,
группа A не является корректной.

4) =⇒ 1). Покажем, что делимая группа без кручения A конечного ранга
корректна. Пусть B—абелева группа и A ∼= B′, B ∼= A′, где A′, B′ —под-
группы групп A и B соответственно. Так как B′ —делимая группа, то имеем
B = B′⊕B′′. Из почти изоморфизма групп A и B вытекает r(A) = r(B′) � r(B)
и r(B) = r(A′) � r(A). Значит, r(A) = r(B) = r(B′), и отсюда B′′ = 0. Итак,
B = B′, и поэтому A ∼= B.

Эквивалентность условий 1) и 3) даёт следствие 1.3.
Покажем эквивалентность условий 2) и 4).
2) =⇒ 4). Пусть делимая группа без кручения A определяется своими

собственными подгруппами. Тогда по следствию 1.7 группа A корректна, и зна-
чит, в силу уже доказанной эквивалентности условий 1) и 4), группа A имеет
конечный ранг.

4) =⇒ 2). Пусть делимая группа без кручения A имеет конечный ранг n,

где n > 1, B—абелева группа и A
s∼= B. Понятно, что группа B также имеет
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конечный ранг m и m > 1. В группе A максимальный ранг собственных под-
групп равен n, а в группе B такой ранг равен m. Из s-изоморфизма групп A и B
вытекает n = m. Пусть A1 —делимая подгруппа ранга n − 1 группы A. Тогда
в группе B есть подгруппа B1, изоморфная подгруппе A1. Имеем B = B1 ⊕B2,
где r(B1) = n − 1, r(B2) = 1. Если группа B2 не является делимой, то в груп-
пе B есть единственная собственная делимая подгруппа ранга n − 1, а именно
подгруппа B1, а в группе A есть по крайней мере две собственные делимые
подгруппы ранга n − 1. Это противоречит s-изоморфизму групп A и B. Зна-
чит, B2 —делимая группа, а тогда и B—делимая группа, причём r(B) = r(A).
Следовательно, A ∼= B.

Если же r(A) = 1, то r(B) = 1, и так как A и B s-изоморфны, то B ∼= A ∼= Q.

Теорема 1.11 и следствие 1.10 показывают, что для абелевых групп без кру-
чения справедлив следующий результат.

Теорема 1.12. Пусть A—абелева группа без кручения. Следующие условия
эквивалентны:

1) A—корректная группа,
2) A определяется своими собственными подгруппами,
3) A определяется своими подгруппами.

Замечание. Определения почти изоморфизма, t-изоморфизма, s-изоморфиз-
ма можно дать аналогичным образом для двух универсальных алгебр A и B
одной и той же сигнатуры. Также аналогично могут быть определены понятия
корректной универсальной алгебры и алгебры, определяющейся своими подал-
гебрами (своими собственными подалгебрами). В ряде результатов первого па-
раграфа никак не учитывается специфика абелевых групп (теоремы 1.1, 1.5, 1.8,
лемма 1.4, следствия 1.2, 1.3, 1.6, 1.7), и поэтому эти результаты с соответ-
ствующей переформулировкой справедливы для произвольных универсальных
алгебр.

§ 2. Определяемость прямых сумм
циклических групп своими подгруппами

Для абелевой группы A обозначим через Ap (p—простое число) p-компонен-
ту группы A, то есть наибольшую подгруппу в A, являющуюся p-группой. Ранг
без кручения группы A, то есть мощность максимальной независимой системы
элементов фактор-группы A/T , где T —периодическая часть группы A, будем
обозначать r0(A).

Лемма 2.1. Если абелевы группы A и B почти изоморфны, то для любо-
го простого числа p почти изоморфны p-компоненты Ap и Bp этих групп и
r0(A) = r0(B).
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Доказательство. Пусть абелевы группы A и B почти изоморфны. Тогда
существуют изоморфные отображения φ : A → B′ и ψ : B → A′, где A′ и B′ —
подгруппы групп A и B соответственно. Так как при изоморфизме сохраняются
порядки элементов, то φ(Ap) = B′

p и ψ(Bp) = A′
p. Значит, Ap

∼= B′
p и Bp

∼= A′
p,

и поэтому для всякого простого числа p p-компоненты групп A и B почти
изоморфны.

Так как для произвольной абелевой группы A и её подгруппы C выполняется
неравенство r0(C) � r0(A) для рангов без кручения этих групп, то получаем
r0(A) = r0(B′) � r0(B) и r0(B) = r0(A′) � r0(A). Значит, r0(A) = r0(B).

Пусть A—прямая сумма циклических групп. Группу A можно записать в ви-
де A =

⊕

p
Ap ⊕A0, где A0 — свободная группа, ранг которой совпадает с рангом

без кручения r0(A) группы A, а всякая p-компонента Ap группы A представима
в виде Ap =

⊕

i∈N

Aip, где каждая группа Aip есть прямая сумма Mip цикличе-

ских групп порядка pi. Кардинальные числа r0(A) и Mip являются инвариантами
группы A.

Группу A назовём ступенчатой, если для всякого простого числа p и для
любого i ∈ N, такого что Mip � ℵ0, выполняется Mjp > Mip для всякого j < i.

Предложение 2.2. Пусть A—прямая сумма циклических групп. Группа A
корректна тогда и только тогда, когда для всякого простого числа p группа Ap

корректна.

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть
A =

⊕

p
Ap ⊕ A0 —прямая сумма циклических групп и для каждого простого

числа p группа Ap корректна. Покажем, что группа A является корректной.
Пусть группа B почти изоморфна группе A. Так как всякая подгруппа прямой
суммы циклических групп является прямой суммой циклических групп, то B—
прямая сумма циклических групп. B =

⊕

p
Bp ⊕ B0. По лемме 2.1 для каждого

простого числа p группы Ap и Bp почти изоморфны и r0(A) = r0(B). Так как
группы Ap корректны для каждого простого числа p, то Ap

∼= Bp, а равенство
рангов r0(A) = r0(B) позволяет сделать вывод, что свободные группы A0 и B0

изоморфны. Значит, A ∼= B, и поэтому группа A корректна.

Теорема 2.3. Пусть A—прямая сумма циклических групп. Следующие
условия эквивалентны:

1) A—корректная группа,
2) A определяется своими подгруппами,
3) A— ступенчатая группа и любая её p-компонента ограниченная.

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) вытекает из след-
ствия 1.3.

1) =⇒ 3). Пусть A =
⊕

p
Ap ⊕ A0 —прямая сумма циклических групп и

A—корректная группа. Допустим, что A не является ступенчатой группой, то
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есть существуют такое простое число q и такие натуральные числа l и k, что
l < k и Mkq � ℵ0, Mlq � Mkq (Aq =

⊕

i∈N

Aiq, где каждая группа Aiq есть прямая

сумма Miq циклических групп порядка qi). Рассмотрим два случая: а) Mlq = 0,
б) Mlq �= 0.

а) Представим группу Akq в виде Akq = 〈a〉 ⊕ A′
kq, где 〈a〉—циклическая

группа порядка qk, порождённая элементом a, и A′
kq —прямая сумма Mkq цик-

лических групп порядка qk. Пусть

B =
⊕

p�=q

Ap ⊕
⊕

j∈N

j �=k

Ajq ⊕A′
kq ⊕ 〈qk−la〉 ⊕A0.

Тогда B—подгруппа группы A, и так как Akq
∼= A′

kq (учитываем, что Mkq � ℵ0),
то

A ∼=
⊕

p�=q

Ap ⊕
⊕

j∈N

j �=k

Ajq ⊕A′
kq ⊕A0.

Значит, группы A и B почти изоморфны. Однако группы A и B не изоморфны,
так как в группе B есть циклическое прямое слагаемое 〈qk−la〉 порядка ql,
а в группе A нет циклических прямых слагаемых порядка ql (Mlq = 0).

б) Группу Aq можно записать в виде Aq = Alq ⊕ Akq ⊕ A′
q, где в группе A′

q

нет циклических прямых слагаемых порядков ql и qk. Рассмотрим следующую
подгруппу B группы A:

B =
⊕

p�=q

Ap ⊕Akq ⊕A′
q ⊕A0.

Группы A и B не изоморфны, так как в B нет циклических прямых слагаемых
порядка ql, а в A есть (Mlq �= 0). Однако группы A и B почти изоморфны.
Покажем это. Так как Mkq � ℵ0 и Mlq � Mkq, то Mlq + Mkq = Mkq, и
группу Akq можно записать в виде Akq = A′

kq ⊕ A′′
kq, где A

′
kq —прямая сумма

Mlq циклических групп порядка qk, а A′′
kq —прямая сумма Mkq циклических

групп порядка qk. Имеем

B =
⊕

p�=q

Ap ⊕A′
kq ⊕A′′

kq ⊕A′
q ⊕A0

и
A ∼=

⊕

p�=q

Ap ⊕ qk−lA′
kq ⊕A′′

kq ⊕A′
q ⊕A0.

Значит, группы A и B почти изоморфны.
Итак, получили, что всякая корректная прямая сумма циклических групп

является ступенчатой группой.
Пусть A =

⊕

p
Ap⊕A0 —корректная и ступенчатая группа, но существует та-

кое простое число q, что Aq —неограниченная группа. Покажем, что существует
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такое натуральное число k, что 0 < Mkq < ℵ0. Пусть I1 = {i ∈ N | Miq �= 0}.
Так как группа Aq неограниченная, то множество I1 бесконечно. Предположим,
что Miq � ℵ0 для всякого i ∈ I1. Так как во всяком множестве кардинальных
чисел есть наименьшее число, то существует такое натуральное число s ∈ I1,
что Msq � Miq для каждого i ∈ I1, а это противоречит ступенчатости группы A.

Пусть r—наименьшее из всех таких натуральных чисел k, что 0<Mkq < ℵ0.
Так как группа A ступенчатая, то для всякого натурального числа l > r имеем
Mlq < ℵ0. Aq =

⊕

i∈I

Aiq, где каждая группа Aiq есть прямая сумма Miq цикли-

ческих групп порядка qi. Тогда Aq = Arq ⊕ A′
q, где A

′
q не имеет циклических

прямых слагаемых порядка qr. Рассмотрим такую подгруппу B группы A:

B =
⊕

p�=q

Ap ⊕A′
q ⊕A0.

Так как
∑

l>r

Mlq = ℵ0, а при i � r все кардинальные числа Miq конечны, то

в группе A′
q есть подгруппа, изоморфная группе Aq. Итак, получили, что груп-

пы A и B почти изоморфны. Однако группы A и B не изоморфны, так как
в группе B нет циклических прямых слагаемых порядка qr, а в группе A есть.

Значит, любая p-компонента группы A ограниченная.

3) =⇒ 1). В силу предложения 2.2 можно ограничиться случаем p-группы.
Пусть A—ограниченная ступенчатая p-группа. Покажем, что A—корректная
группа. Пусть группа B почти изоморфна группе A, тогда B— p-группа, яв-

ляющаяся прямой суммой циклических групп. Имеем A =
n⊕

i=1

Ai, B =
m⊕

i=1

Bi,

где каждая группа Ai есть прямая сумма Mi циклических групп порядка pi,
а каждая группа Bi есть прямая сумма Ni циклических групп порядка pi.

Учитывая, что группа B изоморфна подгруппе группы A, получаем такую
систему неравенств:






m � n,

Nm �
n∑

i=m

Mi,

Nm−1 + Nm �
n∑

i=m−1

Mi,

. . .
m∑

i=1

Ni �
n∑

i=1

Mi.

(2)

Учитывая, что группа A изоморфна подгруппе группы B, получаем такую
систему неравенств:
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




n � m,

Mn �
m∑

i=n

Ni,

Mn−1 + Mn �
m∑

i=n−1

Ni,

. . .
n∑

i=1

Mi �
m∑

i=1

Ni.

(3)

Так какm � n и n � m, тоm = n. Системы неравенств (2) и (3) перепишутся
так:






Nn � Mn,

Nn−1 + Nn � Mn−1 + Mn,

. . .
n∑

i=1

Ni �
n∑

i=1

Mi,

(4)






Mn � Nn,

Mn−1 + Mn � Nn−1 + Nn,

. . .
n∑

i=1

Mi �
n∑

i=1

Ni.

(5)

Проведя «индукцию вниз», покажем, что Mi = Ni для всякого i (i =
= 1, . . . , n). Сравнивая первые неравенства в системах (4) и (5), получаем
Nn = Mn. Пусть Ni = Mi для всякого i, удовлетворяющего неравенству
k � i � n (k ∈ N, k > 1). Из (n + 2 − k)-го неравенства системы (4) и из
(n+ 2 − k)-го неравенства системы (5) получаем

n∑

i=k−1

Mi =
n∑

i=k−1

Ni.

Если Mi < ℵ0 для всякого i = k, k+1, . . . , n, то Mk−1 = Nk−1. Если существует
такое s > k − 1, что Ms � ℵ0, то, учитывая ступенчатость группы A, получаем

Mk−1 >

n∑

i=k

Mi � ℵ0.

Имеем

Mk−1 =
n∑

i=k−1

Mi =
n∑

i=k−1

Ni = Nk−1 +
n∑

i=k

Ni,
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и так как

Mk−1 >
n∑

i=k

Ni =
n∑

i=k

Mi,

то Mk−1 = Nk−1.
Итак, Mi = Ni для всякого i (i = 1, . . . , n). Следовательно, группы A и B

изоморфны. Значит, группа A является корректной.

Замечание. В [4] рассматриваются абелевы p-группы, являющиеся прямыми
суммами циклических групп. Показано, что из почти изоморфизма таких групп
по сервантным подгруппам следует их изоморфизм. Приводятся также условия
изоморфизма почти изоморфных абелевых p-групп, разложимых в прямую сум-
му циклических групп. Отмечается, что эти условия были впервые получены
Т. Рецкер (не опубликовано).

§ 3. Определяемость прямых сумм циклических
групп своими собственными подгруппами

Докажем вначале несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 3.1. Если A—прямая сумма циклических групп и абелева группа B
s-изоморфна группе A, то B также прямая сумма циклических групп.

Доказательство. Пусть B— группа без кручения. Группа B не является
делимой, так как в делимой группе без кручения есть собственные подгруппы
ранга 1, неизоморфные Z, а в группе A нет таких собственных подгрупп ран-
га 1. Значит, существует такое натуральное число n, что nB �= B. Тогда nB—
собственная подгруппа группы B, и из s-изоморфизма групп A и B получаем,
что nB—прямая сумма циклических групп. Так как B— группа без кручения,
то nB ∼= B, и значит, B—прямая сумма циклических групп.

Пусть B—периодическая или смешанная группа. Тогда существует такое
простое число p, что p-компонента Bp группы B отлична от нуля.

Покажем, что существует такой элемент b порядка p группы B, что h(b) <∞
(h(b)— p-высота элемента b). Предположим противное. Пусть все элементы
порядка p группы B имеют бесконечную p-высоту. Тогда Bp —делимая груп-
па [7, с. 118]. Группа Bp является прямой суммой M квазициклических групп
[7, теорема 23.1, с. 124]. Если M > 1, то в группе B есть собственная подгруппа,
изоморфная Z(p∞), а в группе A нет такой собственной подгруппы. Это проти-
воречит s-изоморфизму групп A и B. Если же M = 1, то есть Bp

∼= Z(p∞), то
в группе B для каждого натурального числа n существует одна и только одна
собственная циклическая подгруппа порядка pn. Так как группа A s-изоморфна
группе B, то в A для каждого натурального числа n существует одна и толь-
ко одна собственная циклическая подгруппа порядка pn. Но это противоречит
тому, что A—прямая сумма циклических групп.
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Пусть b— такой элемент порядка p группы B, что h(b) <∞. Тогда элемент b
можно вложить в конечное циклическое слагаемое группы B [7, следствие 27.2,
с. 139], то есть B = 〈c〉 ⊕ B′, где 〈c〉—конечная циклическая группа и b ∈ 〈c〉.
Так как группы A и B s-изоморфны, то B′ изоморфна некоторой собственной
подгруппе группы A. Следовательно, группа B′ —прямая сумма циклических
групп. Тогда B также является прямой суммой циклических групп.

Лемма 3.2. Если A—прямая сумма циклических групп, не являющаяся при-

марной группой, и A
s∼= B, то для любого простого числа p группы Ap и Bp

t-изоморфны и r0(A) = r0(B).

Доказательство. Пусть A =
⊕

p
Ap⊕A0 —прямая сумма циклических групп.

По лемме 3.1 B— также прямая сумма циклических групп. Если свободная
подгруппа A0 группы A отлична от нуля, то подгруппа A′ =

⊕

p
Ap ⊕ nA0, где

n ∈ N, n �= 1, является собственной подгруппой группы A. A′ ∼= A, и поэтому
по теореме 1.8 группы A и B t-изоморфны. Применяя следствие 1.2 и лемму 2.1,
получаем, что группы Ap и Bp t-изоморфны и r0(A) = r0(B).

Если A0 = 0 и p— такое простое число, что Ap �= 0, то Ap — собственная
подгруппа группы A. В силу s-изоморфизма групп A и B группа Ap изоморфна
некоторой собственной подгруппе B′

p группы B. Понятно, что B′
p —подгруппа

группы Bp. Аналогично получаем, что группа Bp изоморфна некоторой под-
группе A′

p группы Ap. Значит, группы Ap и Bp почти изоморфны, и поэтому по
следствию 1.2 эти группы t-изоморфны. Что же касается рангов без кручения
групп A и B, то для них в этом случае выполняется равенство r0(A) = r0(B) = 0.

Рассмотрим простые абелевы группы. Абелева группа является простой в том
и только в том случае, когда она циклическая группа простого порядка. Если
A—циклическая группа порядка p, а B—циклическая группа порядка q, где
p �= q, то A � B. Однако группы A и B s-изоморфны. Значит, имеет место
следующая лемма.

Лемма 3.3. Простая абелева группа не определяется своими собственными
подгруппами.

Докажем основной результат этого параграфа.

Теорема 3.4. Пусть A—прямая сумма циклических групп. Группа A опре-
деляется своими собственными подгруппами тогда и только тогда, когда A—
ступенчатая группа с ограниченными p-компонентами и A не является простой
группой.

Доказательство. Необходимость. Пусть группа A определяется своими соб-
ственными подгруппами. По лемме 3.3 группа A не является простой. Применяя
следствие 1.7, получаем, что A—корректная группа, а тогда в силу теоремы 2.3
A— ступенчатая группа и любая её p-компонента ограниченная.
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Достаточность. Рассмотрим вначале случай, когда группа A не является при-

марной. Пусть A
s∼= B. Тогда по лемме 3.1 B—прямая сумма циклических групп,

а по лемме 3.2 для всякого простого числа p p-компоненты групп A и B t-изо-
морфны и r0(A) = r0(B). Применяя теорему 2.3, получаем, что Ap

∼= Bp для
всякого простого числа p, и поэтому группы A и B изоморфны. Следовательно,
группа A определяется своими собственными подгруппами.

Пусть A— p-группа. Так как по условию теоремы группа A ограниченная, то

A можно записать в виде A =
n⊕

i=1

Ai, где Ai —прямая сумма Mi циклических

групп порядка pi. Пусть для некоторого индекса k (1 � k � n) Mk � ℵ0. Тогда
в группе Ak есть собственная подгруппа A′

k, изоморфная группе Ak, и поэтому
группа A содержит собственную подгруппу, изоморфную A. Пусть группа A
s-изоморфна группе B. Тогда B также ограниченная p-группа, содержащая соб-
ственную подгруппу, изоморфную B. По теореме 1.8 группы A и B t-изоморфны.
Применяя теорему 2.3, получаем A ∼= B.

Итак, осталось рассмотреть случай, когда A—конечно-порождённая p-груп-
па. Известно, что если

pr1 � . . . � prk > 1— (6)

порядки циклических групп в разложении группы A в прямую сумму цикличе-
ских групп, а

ps1 � . . . � psm > 1— (7)

аналогичные числа для подгруппы C группы A, то k � m и ri � si, i = 1, . . . ,m
[7, теорема 15.6, с. 98]. Будем говорить, что группе A соответствует последова-
тельность (6), а подгруппе C —последовательность (7). Пусть A—конечно-по-
рождённая p-группа, которой соответствует последовательность (6), и пусть

A
s∼= B. Тогда B также конечно-порождённая p-группа. Пусть группе B со-

ответствует последовательность

pr′
1 � . . . � pr′

l > 1. (8)

Предположим, что k �= l, и пусть для определённости k > l. Если r1 � 2,
то в группе A есть собственная подгруппа C, являющаяся прямой суммой k
циклических групп порядка p, а в группе B нет таких собственных подгрупп.
Пусть r1 = 1. Тогда r1 = . . . = rk = 1, то есть группа A—прямая сумма k
циклических групп порядка p, причём k � 2, так как группа A не является
простой. Если r′1 � 2 и l = 1, то в группе B есть единственная собствен-
ная циклическая подгруппа порядка p, а в группе A есть по крайней мере три
собственные циклические подгруппы порядка p. Если r′1 � 2 и l > 1, то в груп-
пе B есть собственная циклическая подгруппа порядка p2, а в группе A нет
таких собственных циклических подгрупп. Итак, если r1 = . . . = rk = 1, то
r′1 = . . . = r′l = 1, и значит, B—прямая сумма l циклических групп порядка p.
В группе A есть собственная подгруппа C, являющаяся прямой суммой k − 1
циклических групп порядка p, а в группе B нет таких собственных подгрупп.
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Итак, k = l, и последовательность, соответствующую группе B, можно записать
так:

pr′
1 � . . . � pr′

k > 1. (9)

Покажем, что ri = r′i для всякого i (i = 1, . . . , k). Предположим противное.
Пусть t—наибольший из индексов, для которых rt �= r′t. Положим для опре-
делённости rt > r′t. Если k > t, то в группе A есть собственная подгруппа C,
которой соответствует последовательность

pr1 � . . . � prt > 1. (10)

В группе B нет собственной подгруппы, которой соответствует такая последова-
тельность. Если k = t �= 1, то рассмотрим в группе A собственную подгруппу C,
которой соответствует последовательность

pr1 � . . . � prt−1 � prt−1 > 1. (11)

В группе B нет собственной подгруппы, которой соответствует такая последо-
вательность. Если же k = t = 1, то в группе A есть собственная циклическая
подгруппа порядка pk−1, а в группе B нет такой собственной циклической под-
группы.

Итак, ri = r′i для всякого i (i = 1, . . . , k), и поэтому A ∼= B.
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