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Аннотация

В настоящей работе доказано, что однородные подалгебры свободных неассоци-
ативных суперкоммутативных алгебр свободны. В качестве следствия получено, что
группа автоморфизмов свободной неассоциативной суперкоммутативной алгебры ко-
нечного ранга порождена элементарными автоморфизмами.

Abstract

A. I. Korepanov, Free nonassociative supercommutative algebras, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 9 (2003), no. 3, pp. 103—109.

In the present work, we prove that homogeneous subalgebras of free nonassociative
supercommutative algebras are free. As a consequence, we show that the group of auto-
morphisms of a free nonassociative supercommutative algebra of finite rank is generated
by elementary automorphisms.

1. Введение

А. Г. Курош [1] доказал, что подалгебры свободных неассоциативных алгебр
свободны. А. И. Ширшов [5,6] доказал это утверждение для свободных алгебр
Ли, свободных коммутативных и антикоммутативных алгебр, а Е. Витт [10] —
для свободных p-алгебр Ли. А. А. Михалёв [2] и А. С. Штерн [7] получили
теорему о свободе подалгебр для свободных супералгебр Ли. А. А. Михалёв [3]
доказал свободность подалгебр свободных p-супералгебр Ли. Ж. Левин [9] по-
казал, что если подалгебры свободных алгебр однородного многообразия ал-
гебр свободны, то группы автоморфизмов свободных алгебр конечного ранга
этого многообразия порождаются элементарными автоморфизмами (для свобод-
ных алгебр Ли это было отмечено П. Коном [8]). У. У. Умирбаев [4] получил
необходимые и достаточные условия для того, чтобы многообразие алгебр было
шрайеровым, то есть чтобы подалгебры свободных алгебр этого многообразия
были свободными алгебрами того же многообразия.
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В данной работе доказано, что однородные подалгебры свободных неассоци-
ативных суперкоммутативных алгебр свободны. В качестве следствия получено,
что группа автоморфизмов свободной неассоциативной суперкоммутативной ал-
гебры конечного ранга порождена элементарными автоморфизмами.

2. Свободная суперкоммутативная алгебра

Рассмотрим поле F , char F �= 2, и два непересекающихся множества X =
= {xω}, ω ∈ ΩX , и Y = {yω}, ω ∈ ΩY .

Определение 1. Свободной неассоциативной суперкоммутативной алгеброй
A с алфавитами X и Y над полем F называется фактор-алгебра свободной неас-
социативной алгебры над полем F с алфавитом X �Y по идеалу, порождённому
тождествами uv = δvu, где δ = −1, когда u и v —нечётные слова, и δ = 1 иначе.
Определение чётных и нечётных слов следует ниже.

Определение 2. Неассоциативное слово в алфавите X � Y назовём чётным,
если чётно число входящих в него элементов из Y (с учётом кратности), нечёт-
ным в противном случае.

Определение 3. Слова длины 1 назовём правильными и произвольно упоря-
дочим. Полагая определёнными правильные слова длины, меньшей n, назовём
слово ω длины n правильным при выполнении следующих условий:

1) ω = uv, где u, v —правильные слова,
2) u � v (если uv = −vu, то u > v).

Так определённые правильные слова длины n произвольно упорядочим и поло-
жим их большими слов меньшей длины.

Лемма 1. Правильные слова образуют линейный базис алгебры A.

Доказательство. Укажем способ, позволяющий единственным способом
каждому слову ω поставить в соответствие некоторый элемент ω∗ этой же
алгебры, причём ω ≡ ω∗ в этой алгебре и ω —либо правильное слово с ко-
эффициентом ±1, либо 0.

Для слов длины 1 положим ω∗ = ω. Пусть способ указан для всех слов
длины, меньшей n, и пусть ω — слово длины n, ω = uv. Положим

ω∗ =






0, если ω ≡ 0,

u∗v∗, если u∗ � v∗,
δv∗u∗, где δ = 1, если v∗ и u∗ коммутируют, −1 иначе.

Тогда очевидно, что ω∗ правильное.
Каждый элемент a ∈ A, a =

∑
αiωi, может быть представлен в виде линей-

ной комбинации
∑

αiω
∗
i правильных слов.

Нуль алгебры A допускает лишь представления вида

0 =
∑

i

αiai1 . . . aini
[cidi + δdici]bi1 . . . bimi

,
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αi ∈ F , a, b, c, d— слова, скобки подразумеваются. Непосредственно видно, что
правильное выражение правой части, полученное после раскрытия квадратных
скобок и замены каждого из полученных слов соответствующим правильным
словом, даёт нуль тождественно. Так как для правильного слова ω выполнено
ω∗ = ω, то не существует двух различных правильных выражений для одно-
го и того же элемента, что равносильно линейной независимости правильных
слов.

Определение 4. Элемент a ∈ A назовём чётным, если все слова в записи a
в виде линейной комбинации правильных слов чётные, нечётным— если все
слова нечётные.

Частично упорядочим элементы A.

Определение 5. Пусть a1, a2 ∈ A. Будем считать a1 > a2, если максималь-
ный член a1 больше максимального члена a2 (в смысле упорядоченности пра-
вильных слов, без учёта коэффициентов из поля F при словах) или, при их
равенстве, второй (третий, четвёртый,. . . ) по величине член a1 больше соответ-
ствующего члена a2.

3. Свободность подалгебр

Теорема 1 (основная). Для любого набора чётных и нечётных элементов
подалгебра, порождённая ими, свободна.

Для доказательства теоремы нужно выделить множество свободных образу-
ющих. Пусть мы выбрали множество R′ и оно порождает подалгебру B ⊂ A.
Будем выделять подмножество R, которое тоже порождает B и не удовлетворяет
никакому нетривиальному соотношению.

Определение 6. Будем говорить, что множество

E = {e1, . . . , ek, ek+1 . . . , en} ⊂ A,

где e1, . . . , ek —чётные, ek+1, . . . , en —нечётные элементы, удовлетворяет нетри-
виальному соотношению f(e1, . . . , en), если f —не равный тождественно нулю
элемент свободной суперкоммутативной алгебры над тем же полем F с мно-
жеством свободных образующих {x1, . . . , xk, y1, . . . , yn−k} и при подстановке
{e1, . . . , ek} вместо {x1, . . . , xk} и {ek, . . . , en} вместо {y1, . . . , yn−k} элемент f
обращается в нуль в алгебре A.

В дальнейшем будем считать все соотношения (полиномы) правильными, то
есть приведёнными к определённому так же, как в A, правильному виду элемен-
тами своих алгебр. Будем кратко писать: множество E = {e1, . . . , en} удовле-
творяет нетривиальному соотношению f(e1, . . . , en), подразумевая разделение
{ei} на чётные и нечётные элементы, различать которые нам в дальнейшем
практически не понадобится.

Для дальнейших рассуждений потребуются следующие определения.
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Определение 7. Назовём множество Q ⊂ A α-неприводимым, если никакой
его элемент не принадлежит подалгебре, порождённой остальными элементами.

Определение 8. Назовём множество Q ⊂ A β-неприводимым, если каж-
дый член, входящий в состав любого элемента Q, не является произведением
старших членов остальных элементов Q.

Обозначим через 〈Q〉 подалгебру, порождённую Q.

Лемма 2. Можно выбрать α-неприводимое множество R ⊂ R′ так, что R
тоже порождает B.

Доказательство. Доказательство этого утверждения основывается на лем-
ме Цорна. Положим Q1 < Q2, если Q1 и Q2 α-неприводимые и Q1 ⊂ Q2.
Тогда любая цепь Q1 < Q2 < . . . имеет мажоранту Q =

⋃

i

Qi. Очевидно, что

множество Q α-неприводимое. Следовательно, в R′ существует хотя бы один
максимальный элемент, который мы и возьмём в качестве R.

Будем теперь доказывать, что R можно взять в качестве множества свобод-
ных образующих B, то есть что нет нетривиального соотношения на элемен-
ты R. Построим доказательство от противного.

Пусть множество E = {e1, . . . , en} ⊂ R удовлетворяет нетривиальному соот-
ношению f(x1, . . . , xn).

Лемма 3. Для любого элемента ωi не большей чем ei степени и та-
кой же чётности, порождённого {e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en}, множество {e1, . . . ,
ei + ωi, . . . , en} тоже удовлетворяет некоторому нетривиальному соотношению.

Доказательство. Выделим в f(x1, . . . , xn) часть, старшую относительно xi,
и обозначим её fi(x1, . . . , xn). Пусть ei + ωi = e′i. Запишем

f(x1, . . . , xn) = fi(x1, . . . , xn) + f ′
i(x1, . . . , xn),

тогда

f(e1, . . . , en) = fi(e1, . . . , en) + f ′
i(e1, . . . , en) =

= fi(e1, . . . , e
′
i − ωi, . . . , en) + f ′

i(e1, . . . , e
′
i − ωi, . . . , en) =

= fi(e1, . . . , e
′
i, . . . , en) + ϕ(e1, . . . , e

′
i, . . . , en) = f ′(e1, . . . , e

′
i, . . . , en).

При этом полином fi(x1, . . . , xn) нетривиален, ϕ(x1, . . . , xn) и fi(x1, . . . , xn) не
имеют членов одинаковой полистепени (из соображений старшинства по e′i),
а значит, f ′(x1, . . . , xn)—нетривиальный полином.

Теперь, основываясь на этой лемме, будем изменять множество E так, что-
бы оно продолжало удовлетворять нетривиальному соотношению и чтобы легче
было показать наличие противоречия.

Лемма 4. Существует β-неприводимое множество E′ = {e′1, . . . , e′n}, удовле-
творяющее некоторому нетривиальному соотношению f ′(x1, . . . , xn).
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Доказательство. Сначала добьёмся, чтобы множество старших частей эле-
ментов E было α-неприводимым: если старшая часть элемента ei порождается
старшими частями остальных элементов, то вычтем из ei соответствующее про-
изведение. При этом строго уменьшится суммарная степень всех элементов {ei}.
Значит, подобных шагов конечное число и на каком-то этапе множество старших
частей станет α-неприводимым.

Без ограничения общности будем считать, что ei > ej ⇐⇒ i > j, и пусть
для некоторого k, 1 � k < n, множество {ei}k

i=1 β-неприводимое. Покажем, что
тогда элемент ek+1 можно заменить на e′k+1 = ek+1 + ωk+1, где ωk+1 принад-
лежит подалгебре, порождённой {ei}k

i=1, так, что множество {e1, . . . , ek, e′k+1}
будет тоже β-неприводимым. Действительно, пусть в старшей части ek+1 есть
член, представимый в виде произведения старших членов {ei}k

i=1. Тогда вычтем
из ek+1 соответствующее произведение {ei}k

i=1. При этом согласно индуктив-
ному предположению в старшей части этого произведения не могут оказаться
члены, представимые в виде произведения старших членов {ei}k

i=1, а значит,
в старшей части e′k+1 уменьшится число членов, представимых в виде произ-
ведения старших членов элементов {ei}k

i=1. Это значит, что за конечное число
шагов мы сделаем множество {e1, . . . , ek, e′k+1} β-неприводимым.

Итак, будем считать, что в нашем распоряжении множество E = {ei}n
i=1, ко-

торое удовлетворяет некоторому записанному в правильной форме нетривиаль-
ному соотношению f(x1, . . . , xn) и (по лемме 4) такое, что каждый член, входя-
щий в состав любого ei, не является произведением старших членов остальных
элементов E. Покажем наличие противоречия.

Пусть e = αei1ei2 . . . eis
, α ∈ F , подразумеваются как-то расставленные скоб-

ки, — один из членов полинома f(x1, . . . , xn), который выбран среди членов, для

которых число n =
s∑

l=1

n(eil
) максимально, так, чтобы число s было максималь-

но. Покажем, что если слово ẽ = ẽi1 ẽi2 . . . ẽis
, где ẽik

— старший член элемен-
та eik

, привести к правильному виду, то не будет подобных ему членов среди
других правильных слов, которые получатся после приведения к правильному
виду выражения f(e1, . . . , en).

В самом деле, такое слово могло бы появиться только как некоторое произ-
ведение ˜̃m = ˜̃ej1

˜̃ej2 . . . ˜̃ejr
членов старших частей множества E. Если некоторый

член ˜̃ejk
не является старшим членом элемента ejk

, то (поскольку он не может
быть представлен как произведение старших членов других элементов E) из
подобия ẽ и ˜̃m следует, что ˜̃ejk

в произведении с некоторыми другими членами
˜̃ejt

может давать некоторый старший член ˜̃eig
, из этого следовало бы, что r > s,

что невозможно. Поэтому все ˜̃ejk
на самом деле являются старшими членами

соответствующих элементов. Значит, из равенства

αẽ − ˜̃m ≡ 0, α ∈ F,

следует
α1e − m ≡ 0, α1 ∈ F,
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где m = βej1ej2 . . . ejr
—член полинома f(x1, x2, . . . , xn), из которого мог быть

получен член ˜̃m. Но это противоречит правильности полинома f(x1, x2, . . . , xn),
в котором не может содержаться подобных членов. Полученное противоречие
завершает доказательство теоремы 1.

4. Порождающие группы автоморфизмов
алгебры A

Пусть A— свободная неассоциативная суперкоммутативная алгебра с ко-
нечным множеством свободных порождающих X = {x1, . . . , xn}. Пусть ϕ—
эндоморфизм A. Любой эндоморфизм можно однозначно описать по образам об-
разующих. И обратно, любое отображение образующих в однородные полиномы
соответствующей чётности задаёт эндоморфизм. Ниже мы опишем все автомор-
физмы A. Заметим, что любой эндоморфизм A однородный, то есть он сохраняет
чётность элементов A.

Теорема 2. Любой автоморфизм алгебры A можно разложить в конечную
композицию элементарных автоморфизмов вида











x1

...
xi

...
xn











→











x1

...
αxi + P ({xj : j �= i})

...
xn











,

где P ({xj : j �= i})—некоторый полином, чётность которого равна чётности xi,
0 �= α ∈ F .

Доказательство. Назовём степенью автоморфизма сумму степеней образов
образующих: l(ϕ) =

∑
l(ϕ(xi)). Если степень ϕ равна n, то ϕ имеет вид






x1

...
xn




 → Φ






x1

...
xn




 ,

здесь Φ—некоторая невырожденная матрица. Матрицы же элементарных авто-
морфизмов степени n имеют вид (αi �= 0)











1 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

...
α1 . . . αi . . . αn

...
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 1











.
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Множество таких матриц содержит матрицы вида E + αEij , где E — единичная
матрица, α �= −1, Eij имеет единицу на i-й строке в j-м столбце и нули на
всех остальных позициях. А это канонические порождающие для всех невыро-
жденных матриц над полем F . Таким образом, для автоморфизмов степени n
существует разложение в композицию элементарных.

Теперь рассмотрим автоморфизм ϕ степени больше n. Поскольку ϕ—авто-
морфизм, то существуют выражения Pi({ϕ(xi)}) = xi для каждого i. Поскольку
Pi —нетривиальные в алгебре A полиномы и степень ϕ больше n, то существу-
ет нетривиальный полином Pj({ϕ(xi)}) степени больше 1, равный тождественно
нулю. Здесь верхняя черта— знак взятия старшей части. Но из доказательства
теоремы о свободе подалгебр мы знаем, что отсюда следует, что некоторая стар-
шая часть элемента ϕ(xi) выражается через старшие части образов остальных
образующих. А значит, существует такой элементарный автоморфизм ϕ1, что
ϕ1 ◦ ϕ—автоморфизм меньшей чем ϕ степени.

Действуя дальше по редукции, мы получим

ϕm ◦ . . . ◦ ϕ1 ◦ ϕ = id.

Заметим, что автоморфизм, обратный элементарному, элементарен.
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