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Аннотация

В обзоре излагаются результаты по симметриям кристаллов и некоторые результа-
ты по построению математической теории квазикристаллов и их симметрий.

Abstract

V. A. Artamonov, Quasicrystals and their symmetries, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 10 (2004), no. 3, pp. 3—10.

This paper is a survey of results on symmetries of crystals and of some results on
a mathematical approach to the theory of quasicrystals and their symmetries.

Введение

Симметрии кристаллов играют важную роль в геометрической теории кри-
сталлов, помогая классифицировать возможные расположения атомов в мате-
риалах. Полная классификация групп симметрий кристаллов была завершена
в 30-х годах прошлого века. Но в 1984 годы был построен сплав Al0,86Mn0,14,
имеющий икосаэдральную симметрию, не допускаемую предложенной класси-
фикацией. Новые металлические сплавы, обладающие некристаллографической
симметрией, получили название квазикристаллов. В настоящем обзоре излага-
ется подход к классификации квазикристаллов, называемый «cut and project
method». Цель обзора— познакомить алгебраистов с новыми алгебраическими
объектами, возникающими в кристаллографии.

1. Симметрии кристаллов

В этом разделе напоминаются основные понятие и результаты по классифи-
кации групп симметрий кристаллов.

Пусть K —множество точек, занимаемых атомами в кристалле. Кристалл яв-
ляется твёрдым телом, расположенным в конечномерном евклидовом простран-
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стве E с метрикой ‖x − y‖ =
√

(x− y, x− y). Изометрией в E называется
отображение Φ: E → E, сохраняющее расстояние между любыми двумя точка-
ми, т. е. ‖Φ(x)−Φ(y)‖ = ‖x−y‖ для всех x, y ∈ E. Все изометрии пространства E
образуют группу IsoE относительно умножения отображений.

Теорема. Преобразование Φ евклидова пространства E является изометрией
в том и только в том случае, если существуют ортогональный линейный опера-
тор φ в E, называемый дифференциалом dΦ отображения Φ, и вектор a ∈ E,
такие что Φ(x) = φ(x) + a для всех x ∈ E. В частности, Φ биективно.

Так как K является твёрдым телом, то под группой симметрий SymK пони-
мается множество всех таких изометрий Φ пространства E, что Φ(K) = K.

Определение 1 ([1]). Подмножество K в евклидовом пространстве E назы-
вается кристаллическим, если группа его симметрий SymK обладает следую-
щими свойствами:

1) для любой точки A ∈ E существует такое положительное веществен-
ное число d(A), что если ‖Φ(A) − A‖ < d(A) для некоторой симметрии
Φ ∈ SymK, то Φ(A) = A;

2) существует такое положительное вещественное число D, что для лю-
бых двух точек A,B ∈ E найдётся такая симметрия Ψ ∈ SymK, что
‖Ψ(A) −B‖ < D.

Напомним, что подгруппа L аддитивной группы пространства E размерно-
сти n называется решёткой, если L как свободная абелева группа имеет базис,
состоящий из n векторов, независимых над R. Это означает, что E = R ⊗Z L и
L является дискретной подгруппой в E.

Теорема 1 (Шёнфлис, Бибербах). Пусть Γ = SymK — группа симмет-
рий кристаллического множества K ⊂ E и N = N(Γ)—подмножество всех
переносов, принадлежащих группе SymK. Тогда N � Γ и фактор-группа ∆ =
= SymK/N = d(SymK) конечна. Подгруппа A(Γ) в аддитивной группе про-
странства E, состоящая из всех векторов {f(0) ∈ E | f ∈ N}, является решёткой
в E, где 0—нулевой вектор.

Конечная подгруппа ∆ из предыдущей теоремы называется точечной груп-
пой.

Теорема 2. Пусть точечная группа ∆ является подгруппой в группе ортого-
нальных матриц O(2,R). Тогда ∆ является подгруппой в группе диэдра Dn, где
n = 4, 6.

Теорема 3. Единственными точечными подгруппами ∆ в специальной орто-
гональной группе SO(3,R) являются следующие группы:

1) подгруппа в группе диэдра Dn, где n = 4, 6;
2) группа вращений тетраэдра T � A4;
3) группа вращений октаэдра O � S4;
4) группа вращений икосаэдра I � A5.
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Обозначим через j центральную симметрию в трёхмерном пространстве,
т. е. j(x) = −x для любого вектора x. Предположим, что ∆—конечная под-
группа в ортогональной группе O(3,R), причём ∆ не содержится в SO(3,R).
Тогда G = ∆ ∩ SO(3,R) является подгруппой индекса 2 в ∆. Если j ∈ ∆, то
∆ = G× 〈j〉2.

Предположим, что j /∈ ∆ и ∆ \G = jM , где M —подмножество в SO(3,R).
Легко видеть, что GM = MG = M , M2 = G2 = G. В частности, H = G ∪M
является подгруппой в SO(3,R), а G—подгруппой индекса 3 в H. В этом случае
группа ∆ = G ∪ jM обозначается (H,G).

Из теоремы 3 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть ∆—конечная точечная подгруппа в группе O(3,R), при-
чём ∆ не лежит в SO(3,R). Тогда ∆—одна из следующих групп:

1) 〈a〉n × 〈j〉2, где n = 1, 2, 3;
2) Dn × 〈j〉2, где n = 2, 3, 4, 6;
3) T × 〈j〉2;
4) O × 〈j〉2;
5) I × 〈j〉2;
6) (〈a〉2n, 〈a2〉n), где n = 1, 2, 3;
7) (Dn, 〈a〉n), где n = 2, 3, 4, 6;
8) (D2n,Dn), где n = 2, 3;
9) (O, T ).

Всего 32 кристаллографических класса в 7 сингониях.

2. Квазикристаллы

В химии под квазикристаллом понимается металлический сплав, у которого
дифракционная картина обладает некристаллической симметрией. Построенный
в 1984 первый квазикристалл Al0,86Mn0,14 имеет икосаэдральную симметрию,
открытую ранее в математике Пенроузом [6]. В настоящем обзоре мы изложим
математический подход к построению квазикристаллов.

Квазикристалл Q расположен в «физическом» пространстве U размерности d,
причём U является подпространством в «гиперпространстве» E, которое явля-
ется евклидовым пространством размерности n > d. В частности, E имеет ор-
тогональное разложение E = U ⊕ U⊥, причём U,U⊥ 
= 0. Подпространство U⊥

называется фазовым. Если x ∈ E, то x = y+ z, где y ∈ U и z ∈ U⊥. Определим
соответствующую ортогональную проекцию P : E → U , полагая P(x) = y.

Предположим, что M —решётка в пространстве E с ортонормированным
базисом e1, . . . , en. Положим

P =
{ n∑

i=1

yiei | 0 � yi � 1
}

(1)

и K = (1 − P)P ⊂ U⊥.
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Определение 2. Квазикристаллом Q в U называется образ (U ⊕K)∩M =
= (U + P ) ∩M при ортогональной проекции P.

Без ограничения общности можно считать, что U⊥ ∩M = 0. Это эквива-
лентно тому, что P : E → U отображает M инъективно в U . Поэтому P задаёт
биекцию (U ⊕K) ∩M и Q.

Для каждого i = 1, . . . , n имеем ортогональное разложение

ei = ui + vi, 1 � i � n, (2)

где
ui = P(ei), 1 � i � n, (3)

и (1 − P)(ei) = vi для 1 � i � n. Несложно проверить, что U является линей-
ной оболочкой 〈u1, . . . , un〉 системы векторов u1, . . . , un и, аналогично, U⊥ =
= 〈v1, . . . , vn〉—линейная оболочка векторов v1, . . . , vn. Из разложения (2) сле-
дует, что 0 < ‖ui‖ � 1 для всех 1 � i � n.

Каждый элемент x ∈ Q имеет разложение

x =
n∑

i=1

xiui, xi ∈ Z. (4)

Поэтому Q является собственным подмножеством в свободной аддитивной абе-
левой подгруппе в U с базой (3).

Предложение 1. Вектор x из (4) принадлежит Q в том и только в том случае,
если

n∑
i=1

xivi =
n∑

i=1

yivi

для некоторых вещественных чисел 0 � yi � 1.

Предположим, что векторы v1, . . . , vr составляют базис пространства U⊥.
Тогда для каждого j > r получаем

vj = v1h1j + . . .+ vrhrj , hij ∈ R. (5)

Обозначим H матрицу
h1,r+1 . . . h1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
hr,r+1 . . . hr,n


 ∈ Mat(r × d,R). (6)

Напомним, что матрицей Грама системы векторов a1, . . . , am ∈ E называет-
ся квадратная матрица Gram(a1, . . . , am) размера m, в которой на месте (i, j)
строит скалярное произведение (ai | aj). Всюду в дальнейшем Ek обозначает
единичную матрицу размера k.

Предложение 2. Если векторы v1, . . . , vr составляют базис пространства U⊥

и H —матрица из (6), то

En − Gram(u1, . . . , un) =
(
Er
tH

)
[Er − Gram(u1, . . . , ur)]

(
Er H

)
. (7)
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Более того, для любого k = 1, . . . , r имеем

det[Ek − Gram(u1, . . . , uk)] > 0. (8)

Теорема 5. Квазикристалл Q однозначно определяется системой векто-
ров (3).

Определение 2 квазикристалла Q использует следующие данные: гиперпро-
странство E с ортогональным разложением E = U ⊕ U⊥, компакт K ⊂ U⊥

и решётку M в гиперпространстве E. Уточним теорему 5 и укажем способ
восстановления M и K. Для этого нам потребуется следующая теорема.

Теорема 6. Пусть евклидово пространство U является линейной оболочкой
системы векторов u1, . . . , un. Предположим, что существует такая матрица H
из (6), что выполнены условия (7), (8). Тогда существуют евклидово простран-
ство E, содержащее U , и векторы (2), составляющие ортонормированный базис
в E. Более того, векторы v1, . . . , vr составляют базис пространства U⊥.

Теорема 7. Пусть задан квазикристалл Q. Тогда найдётся такое положи-
тельное число ε, что ‖x− y‖ > ε для любых различных точек x, y ∈ Q.

Из теорем 7 и 6 и (2) вытекает следствие 1.

Следствие 1. Существует конечное число квазикристаллов Q, имеющих за-
данное пересечение с единичным шаром

S = {x ∈ U | ‖u‖ � 1}.
Перейдём к рассмотрению свойства локальной повторяемости квазикристал-

ла.

Теорема 8 (локальная метрическая повторяемость). Предположим, что
рассматриваются Q, K, U , E из определения 2 и задано конечное подмноже-
ство S в (U ×K)∩M , обладающее окрестностью, лежащей в U ×K. Тогда для
любого положительного вещественного числа T найдётся такой вектор x ∈ M ,
что ‖x‖ > T и S+x ∈ (U ⊕K)∩M . В частности, найдётся такой вектор x ∈M ,
что P(S) + P(x) ⊆ Q и длина ‖P(x)‖ может быть сколь угодно большой.

Предложение 3. Пусть задано подпространство L в E, содержащее U⊥ и
являющееся линейной оболочкой системы векторов L ∩M . Тогда L ∩ Q—ква-
зикристалл в L ∩ U .

Приведём несколько проблем, связанных с определением квазикристалла.

Проблема 1. Пусть D—компактное подмножество в U и F —конечное под-
множество в D. Найти необходимые и достаточные условия того, что существует
такой квазикристалл Q, что Q ∩D = F .

Напомним, что условия подобного вида затрагивались в теоремах 5 и 6 в слу-
чае, когда D = S— единичный шар.

Проблема 2. Пусть Q ⊂ U —квазикристалл. Найти «минимальный» компакт
D ⊂ U , такой что Q однозначно определяется Q ∩D.
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3. Симметрии квазикристаллов

Изучение симметрий квазикристаллов играет важную роль в теории квази-
кристаллов, помогая строить новые материалы с заданными свойствами. По-
скольку при ортогональной проекции P метрика не сохраняется, то расширим
понятие симметрии и рассмотрим аффинные преобразования гиперпростран-
ства E.

Определение 3. Подгруппа Γ в группе аффинных преобразований Aff(V )
вещественного векторного пространства V называется кристаллографической,
если

1) Γ вполне разрывна, т. е. для любого компакта D в V множество всех
γ ∈ Γ, для которых непусто пересечение γ(D) ∩D, конечно;

2) существует такой компакт K0 в V , что

V =
⋃
γ∈Γ

γ(K0).

Обобщая теорему 1, Ауслендер [7] выдвинул следующую гипотезу.

Гипотеза 1. Кристаллографическая подгруппа Γ в Aff(V ) почти разрешима,
т. е. в Γ имеется разрешимая нормальная подгруппа.

Обзор результатов по гипотезе 1 приведён в [4]. В этой же работе содержится
положительное решение проблемы в двумерном случае. Положительное реше-
ние в трёхмерном случае получено в [8]. В [5] анонсировано положительное
решение для случая размерности n � 6.

Введём группу симметрий квазикристалла Q. Пусть E = U⊕U⊥, K, P, Q та-
кие же, как и выше. Группой симметрий SymQ называется подгруппа в Aff E,
состоящая из всех аффинных преобразований пространства E, отображающих
(K × U) ∩M биективно на себя.

Теорема 9. Пусть Φ ∈ SymQ. Тогда «физическое» подпространство U инва-
риантно относительно дифференциала dΦ.

Проблема 3. Является ли группа SymQ кристаллографической?
В связи с теоремой 8 интересно рассмотреть аффинные преобразования про-

странства E, отображающие подмножества в (K × U) ∩M инъективно на под-
множества из (K × U) ∩M .

Определение 4. Моноид S называется инверсным, если для любого эле-
мента x ∈ S существует, и притом единственный, такой элемент x−1 ∈ S, что
xx−1x = x, x−1xx−1 = x−1.

Пусть X —непустое множество и S(X)—множество всех биективных отоб-
ражений A→ B, где A и B—подмножества в X, включая пустое подмножество.
Если φ : A → B и ψ : C → D—биективные отображения и B ∩ C непусто, то
биективно отображение

ψφ|φ−1(B∩C) : φ−1(B ∩ C) → ψ(B ∩ C).
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Если же B ∩C = ∅, то ψφ = 0, где 0— тождественное отображение {∅} в себя.
Если φ : A → B—биекция, то φ−1 : B → A—обратное отображение. Идемпо-
тентами в S(X) являются тождественные отображения 1A : A → A, где A—
произвольное непустое подмножество в X.

Теорема 10 (Вагнер, Престон). Любой инверсный моноид вложи́м в ин-
версный моноид S(X) для некоторого множества X.

Пусть E = U ⊕U⊥, K, P, Q, как и выше. Инверсным моноидом симметрий
SAff(Q) называется множество всех аффинных преобразований Φ в гиперпро-
странстве E, отображающих (инъективно) подмножества в (K × U) ∩M в та-
кие же подмножества. Тогда группа обратимых элементов в SAff(Q) совпадает
с группой SymQ, введённой выше.

Каждый элемент моноида SAff(Q) задаёт биекцию A→ B между подмноже-
ствами в Q. Поэтому SAff(Q) вкладывается в инверсный моноид S(Q).

Другой подход к определению группы симметрий Q и к определению квази-
кристалла изложен в [3].

Проблема 4. Классифицировать с точностью до изоморфизма инверсные по-
лугруппы вида SAff(Q).

Проблема 5. Классифицировать с точностью до изоморфизма группы сим-
метрий квазикристаллов и их конечные подгруппы.

Проблема 6. Выяснить, любая ли конечная группа вложима в группу сим-
метрий трёхмерного квазикристалла?

Теорема 11. Пусть a ∈ (U ⊕K) ∩M и некоторая окрестность точки a в E
содержится в U ⊕K. Пусть Φ—аффинное преобразование в E, причём

1) Φ(a) ∈ (U ⊕K) ∩M ;
2) некоторая окрестность Φ(a) в E также содержится в U ⊕K;
3) подпространство U инвариантно относительно дифференциала dΦ.

Тогда существует счётное множество таких элементов p ∈ (U ⊕ K) ∩M , что
Φ(p) ∈ (U ⊕K) ∩M .

В силу этой теоремы область определения почти любой симметрии из ин-
версного моноида симметрий квазикристалла счётна.
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