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Аннотация

В статье рассматривается топологический первичный квазирадикал µ(R)—пере-
сечение всех замкнутых первичных идеалов в топологическом кольце R. Приведённые
примеры показывают отличие µ(R) от ранее изучаемых топологических аналогов пер-
вичного радикала. Доказан ряд свойств µ(R), исследованы топологические первичные
квазирадикалы колец матриц и колец многочленов.

Abstract

B. Bazigaran, S. T. Glavatsky, A. V. Mikhalev, A topological prime quasiradical,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 10 (2004), no. 3, pp. 11—22.

In this paper, we consider a topological prime quasi-radical µ(R), which is the inter-
section of closed prime ideals in a topological ring R. Examples are given that show that
µ(R) is different from those topological analogs of the prime radical that have been stud-
ied earlier. The topological prime quasi-radicals of matrix rings and rings of polynomials
are investigated.

Введение

В [2] Арнаутов определил и рассмотрел топологический радикал Бэра L(R)
и множество M(R) и показал, что они, вообще говоря, не совпадают. В первом
параграфе мы определяем топологический первичный квазирадикал µ(R) как
пересечение всех замкнутых первичных идеалов и приводим примеры, которые
показывают, что L(R) �= µ(R) �= M(R). Во втором параграфе мы рассматри-
ваем обычное радикальное свойство µ(R) и свойство топологических m-систем
и получаем равносильное определение µ(R) как пересечения всех минималь-
ных замкнутых первичных идеалов. В третьем параграфе мы рассматриваем
кольцо матриц и доказываем, что (µ(R))n = µ(Rn). В четвёртом параграфе мы
рассматриваем кольцо многочленов и доказываем, что µ(R[X]) = (µ(R))[X] и
L(R)[X] ⊆ L(R[X]), а также приводим пример, который показывает, что для
некоторых колец L(R)[X] �= L(R[X]).
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§ 1. Определения и примеры

Определение 1. Пусть R— топологическое кольцо. Замкнутый идеал I в R
называется топологическим первичным идеалом, если из AB ⊆ I следует A ⊆ I
или B ⊆ I, где A и B— замкнутые левые идеалы в R.

Предложение 1. Если R— топологическое кольцо, A ⊆ R, B ⊆ R и

AB =
{ n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣ ai ∈ A, bi ∈ B

для каждого i, удовлетворяющего условию 1 � i � n

}
,

то [A]R[B]R ⊆ [AB]R, где [C]R— замыкание C в R.

Доказательство. Пусть x =
n∑
i=1

a′ib
′
i ∈ [A]R[B]R, где a′i ∈ [A]R, b′i ∈ [B′]R,

и U —произвольная окрестность x. Для любого i найдётся такая окрестность
U ′
i , что a

′
ib

′
i ∈ U ′

i , причём U ′
1 + . . . + U ′

n ⊆ U , и найдутся окрестности Vi, Wi,
такие что a′i ∈ Vi, b′i ∈ Wi, причём Vi ·Wi ⊆ U ′

i . Так как a
′
i ∈ [A]R и a′i ∈ Vi

для любого i, то найдётся ai ∈ A ∩ Vi. Аналогично, так как b′i ∈ [B]R, найдётся
bi ∈ B ∩Wi. Следовательно,

n∑
i=1

aibi ∈ V1W1 + . . .+ VnWn ⊆ U ′
1 + . . .+ U ′

n ⊆ U.

Так как
n∑
i=1

aibi ∈ AB, то x ∈ [AB]R.

Предложение 2. Пусть R— топологическое кольцо, A и B—левые идеалы
в R, а I — замкнутый идеал. Равносильны следующие условия:

1) если AB ⊆ I, то A ⊆ I или B ⊆ I;
2) если A и B— замкнутые идеалы и AB ⊆ I, то A ⊆ I или B ⊆ I.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) очевидна. Докажем 2) =⇒ 1).
Если A и B—левые идеалы и AB ⊆ I, то [A]R[B]R ⊆ [AB]R ⊆ [I]R = I, т. е.
A ⊆ [A]R ⊆ I или B ⊆ [B]R ⊆ I.

Следствие 1. I является топологическим первичным идеалом тогда и только
тогда, когда I — замкнутый первичный идеал.

Определение 2. Пусть R—произвольное топологическое кольцо,

µ(R) =
⋂

{P | P — замкнутый первичный идеал в R}.
Назовём последовательность b1, b2, b3, . . . элементов кольца R m′-последова-

тельностью (см. [2]), если bi+1 ∈ (bi)2. Назовём последовательность b1, b2, b3, . . .
элементов топологического кольца R исчезающей, если для любой окрестности
нуля V существует такое n, что bn ∈ V . Обозначим через M(R) множество всех



Топологический первичный квазирадикал 13

элементов b ∈ R, для которых любая m′-последовательность, начинающаяся с b,
является исчезающей.

Обозначим через R(R) замыкание суммы всех топологических нильпотент-
ных левых идеалов топологического кольца R (см. [2]). Для каждого ординала α
определим замкнутый идеал Rα(R) следующим образом. Положим R0(R) = 0.
Пусть Rα(R) определены для всех α < β. Если β предельный ординал, возьмём

Rα(R) =
[ ∑
α<β

Rα(R)
]
R
. Если же β = γ+1, то рассмотрим R̄ = R/Rγ(R) и в ка-

честве Rβ(R) возьмём прообраз идеала R(R̄) в R. Существует такой ординал τ ,
что Rτ (R) = Rτ+1(R), обозначим L(R) = Rτ (R).

Приведём примеры, которые показывают, что µ(R) �= L(R) и µ(R) �= M(R).
Пусть R— свободно порождённое кольцо с бесконечным числом образую-

щих a1, a2, a3, . . . и An обозначает множество всевозможных конечных сумм
слов вида bai1 . . . aincai1 . . . aind, где aij пробегают все ai и b, c, d—либо це-
лые числа, либо произвольные слова из R (см. [3, с. 1226]). Известно, что An
образует базис окрестностей нуля топологии на R. Пусть p—простое число и
Bp =

{∑
ai1 . . . ain | ∃j : aij = ap

}
, т. е. Bp состоит из конечных сумм, которые

имеют сомножитель ap. Очевидно, что Bp—идеал.

Предложение 3. Bp—первичный замкнутый идеал.

Доказательство. Если A и B— такие левые идеалы в R, что A � Bp и
B � Bp, то найдётся x =

∑
ai1 . . . ain ∈ A с таким слагаемым ai1 . . . aik , что

ais �= ap, 1 � s � k. Найдётся также y =
∑
aj1 . . . ajn ∈ B с таким слагаемым

aj1 . . . ajk , что ajs �= ap, 1 � s � l. Тогда xy /∈ Bp, т. е. AB � Bp, и Bp—
первичный идеал.

Пусть x =
∑
ai1 . . . ain —произвольный элемент из R/Bp. Тогда найдётся

по крайней мере одно слагаемое aj1 . . . ajm в x =
∑
ai1 . . . ain , такое что для

любого jk, 1 � k � m, выполнено ajk �= ap. Таким образом, все элементы
в x + Am содержат слагаемое, которое не обладает сомножителем ap. Поэтому
существует такая окрестность x+Am, что (x+Am)∩Bp = ∅, т. е. Bp замкнут.
Следовательно, µ(R) ⊆ ⋂

p
Bp = {0}, но M(R) = R [2, с. 1226], а это значит, что

µ(R) �= M(R).
Покажем, что µ(R) �= L(R). Пусть R и Bp определены как и ранее, опреде-

лим новый базис {A′
n} окрестностей нуля. Пусть

A′
m =

{∑
ai1 . . . ain

∣∣∣ ∃aij1 . . . aijm
: aij = a2, 1 � k � m

}
,

т. е. A′
m состоит из конечных сумм, в каждом слагаемом которых a2 появится

сомножителем по крайней мере m раз.
Ясно, что A′

n является идеалом, что A
′
m+1 ⊆ A′

m и {A′
m} является бази-

сом окрестностей нуля в R, где
⋂
m
A′
m = {0}. Заметим, что A′

m— топологиче-

ский нильпотентный идеал, так как для любой окрестности нуля C найдётся
A′
n, такой что A

′
n ⊆ C. Если n � m, то A′

m ⊆ A′
n ⊆ C, а если m < n, то

(A′
m)n ⊆ A′

n ⊆ C. Следовательно, L(R) �= 0.
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Покажем, что Bp замкнут. Пусть x =
∑
ai1 . . . ain ∈ R\Bp, тогда существует

по крайней мере одно слагаемое aj1 . . . ajn в x, такое что ajk �= ap для любого jk,
1 � k � m. Таким образом, все элементы в x+A′

m+1 имеют слагаемое, которое
не обладает сомножителем ap, и поэтому (x + A′

m+1) ∩ Bp = ∅, т. е. Bp—
замкнутый первичный идеал. Тогда µ(R) ⊆ ⋂

p
Bp = {0}, L(R) �= {0}. Отсюда

µ(R) �= L(R).

§ 2. Отношения включения

Предложение 4. Пусть I — замкнутый идеал в топологическом кольце R
и ω : R → R/I — естественная проекция. Если A— топологический первичный
идеал в R, такой что I ⊆ A, и B— топологический первичный идеал в R/I, то
ω(A) и ω−1(B)— топологические первичные идеалы.

Доказательство. Ясно, что ω(A) и ω−1(B)— замкнутые идеалы. Также яс-
но, что ω(A)—первичный идеал, т. е. ω(A)— топологический первичный идеал.
Пусть C и D— такие левые идеалы в R, что CD ⊆ ω−1(B), тогда (C+I)(D+I) ⊆
⊆ CD+ID+CI+I2 ⊆ CD+I ⊆ ω−1(B). Далее, ((C+I)/I)((D+I)/I) ⊆ B, зна-
чит, ((C+I)/I) ⊆ B или ((D+I)/I) ⊆ B, поэтому C ⊆ ω−1(B) или D ⊆ ω−1(B),
т. е. ω−1(B)— топологический первичный идеал.

Следствие 2. Если R— топологическое кольцо, то µ(R/µ(R)) = {0}.
Следствие 3. µ(R) является пересечением всех замкнутых идеалов I в R,

таких что µ(R/I) = {0}.
Предложение 5. Пусть I —идеал в кольце R и P —первичный идеал в R.

Тогда P ∩ I является первичным идеалом в кольце I.
Следствие 4. Пусть R— топологическое кольцо и I — замкнутый идеал в R,

и пусть R/I и I не имеют замкнутых первичных идеалов. Тогда R тоже не
имеет замкнутых первичных идеалов, т. е. если µ(I) = I и µ(R/I) = R/I, то
µ(R) = R.

Следствие 5. Пусть I —идеал в топологическом кольце R, тогда µ(I) ⊆
⊆ I ∩ µ(R).

Предложение 6. Пусть J —первичный идеал в кольце I и I —идеал в коль-
це R. Тогда J является идеалом в R.

Доказательство. Так как 〈J〉3R ⊆ J , то 〈J〉R ⊆ J , следовательно, J = 〈J〉R.

Следствие 6. µ(I) является идеалом в топологическом кольце R для каждого
идеала I.

Предложение 7. Для открытого идеала I топологического кольца R имеем
µ(I) = µ(R) ∩ I.
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Доказательство. Если I как кольцо имеет замкнутый первичный идеал J ,
известно, что I \ J является m-системой в I, а также в R (см. [1]), что
I \ J —открытое множество в R и что J — замкнутый идеал в R, для кото-
рого J ∩ (I \ J) = ∅. Следовательно, существует первичный идеал P , такой что
J ⊆ P , P ∩(I \J) = ∅ и P ∩I = J . Идеал P замкнутый, потому что в противном
случае P � [P ]R и [P ]R∩ (I \J) �= ∅, но так как I \J —открытое множество, то
P ∩ (I \ J) �= ∅, что неверно. Следовательно, существует замкнутый первичный
идеал P в R, такой что J = P ∩ I, т. е.

µ(I) ⊆
⋂

{P ∩ I | P — замкнутый первичный идеал в R} = µ(R) ∩ I.

Определение 3. Подмножество K топологического кольца R назовём то-
пологической m-системой в R, если K открыто и для любых двух элементов
a и b из R множество aRb содержит по крайней мере один элемент из K, т. е.
aRb ∩K �= ∅.

Ясно, что идеал I кольца R тогда и только тогда является топологическим
первичным идеалом этого кольца, когда R\ I является топологической m-систе-
мой.

Предложение 8. Всякая топологическая m-система K без нуля кольца R
содержится в топологической m-системе K∗, которая является максимальной
в классе топологических m-систем без нуля.

Доказательство. По лемме Цорна в классе m-систем, содержащих K и не
содержащих нуля, существует максимальная m-система K∗.

Предложение 9. Пусть в топологическом кольце R дана произвольная топо-
логическая m-система K без нуля. Тогда в кольце R существует топологический
первичный идеал I, который является максимальным в классе топологических
первичных идеалов, не пересекающихся с K.

Доказательство. Известно, что существует первичный идеал I, который яв-
ляется максимальным в классе первичных идеалов, не пересекающихся с K.
Идеал I замкнут, потому что в противном случае I � [I]R и [I]R ∩K �= ∅, но
так как K —открытое множество, то I ∩K �= ∅, что неверно.

Предложение 10. Топологический первичный идеал I кольца R тогда и толь-
ко тогда является минимальным топологическим первичным идеалом этого коль-
ца, когда R \ I является максимальной в классе топологических m-систем без
нуля.

Предложение 11. Каждый топологический первичный идеал I кольца R со-
держит минимальный топологический первичный идеал этого кольца.

Следствие 7. Пусть R—произвольное топологическое кольцо, тогда

µ(R) =
⋂

{P | P —минимальный топологический первичный идеал в R}.
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§ 3. Случай колец матриц

Предложение 12. Любое топологическое кольцо R можно вложить в каче-
стве открытого идеала в топологическое кольцо R′ с единицей так, что если
I — замкнутый первичный идеал в R, то его образ I ′ в R′ тоже замкнутый
первичный идеал и µ(R) = µ(R′).

Доказательство. Пусть R′ = {(n, a) | n ∈ Z и a ∈ R}. Определим умноже-
ние и сложение следующим образом:

(n1, a1)(n2, a2) = (n1n2, a1a2 + n1a2 + n2a1),
(n1, a1) + (n2, a2) = (n1 + n2, a1 + a2).

Определим базис окрестностей нуля в кольце R′:

B′
0 = {(0, a) | a ∈ V, где V —окрестность нуля в R}.

Очевидно, что R′ с этой топологией является топологическом кольцом, которое
содержит R в качестве открытого идеала. Следовательно, если I — замкнутый
первичный идеал в R, то его образ I ′ в R′ тоже замкнутый первичный идеал и
µ(R) = µ(R′). Согласно предложению 7 µ(R) = µ(R′)∩R. Так как кольцо R′/R
изоморфно кольцу целых чисел с дискретной топологией и так как µ(R′) есть
пересечение всех замкнутых идеалов I в R′, то µ(R′/I) = {0} и µ(R′) ⊆ R.
Следовательно, µ(R) = µ(R′) ∩R = µ(R′).

Пусть R— топологическое кольцо. Обозначим через Rn кольцо всех матриц
n-го порядка с топологией, которую порождает базис окрестностей нуля

B0 = {‖aij‖ | aij ∈ V, где V —окрестность нуля в R}.
Лемма 1. Пусть R— топологическое кольцо. Идеал A ⊆ R замкнут тогда и

только тогда, когда идеал An = {‖aij‖ | aij ∈ A} замкнут в Rn.
Доказательство. Пусть ‖aij‖ /∈ An, тогда хотя бы один из элементов aij

не принадлежит A. Значит, существует такая окрестность нуля V в R, что
(xij + V ) ∩A = ∅. Тогда (‖xij‖ + Vn) ∩An = ∅, где Vn = {‖aij‖ | aij ∈ V }, т. е.
An замкнут в Rn.

Пусть An замкнут в Rn, b ∈ R/A и

B =



b 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... · · · ...
0 0 . . . 0


 .

Тогда B /∈ An и существует такая окрестность нуля V в R, что (B+Vn)∩An = ∅.
Значит, (b+ V ) ∩A = ∅, т. е. A замкнут в R.

Лемма 2. Пусть R— топологическое кольцо с единицей. Идеал I первичный
в R тогда и только тогда, когда идеал In первичный в Rn.



Топологический первичный квазирадикал 17

Следствие 8. Пусть R— топологическое кольцо с единицей. Идеал I — за-
мкнутый первичный идеал в R тогда и только тогда, когда идеал In— замкнутый
первичный идеал в Rn.

Предложение 13. Для топологического кольца R имеет место равенство
(µ(R))n = µ(Rn).

Доказательство. Из следствия 8 вытекает, что

µ(R′
n) =

⋂
{In | I — замкнутый первичный идеал в R′}.

Таким образом, ‖aij‖ ∈ µ(R′
n) тогда и только тогда, когда для любого замкну-

того первичного идеала I ∈ R′ и любых i и j имеем aij ∈ I, т. е. aij ∈ µ(R′)
для любых i и j, иными словами, ‖aij‖ ∈ (µ(R′))n. Теперь из предложения 12
следует, что µ(Rn) = µ(R′

n) = (µ(R′))n = (µ(R))n.

Следствие 9. µ(R) = 0 тогда и только тогда, когда µ(Rn) = 0.

§ 4. Случай колец многочленов

Теперь рассматривается топологический первичный квазирадикал топологи-
ческого кольца многочленов R[X], где R—хаусдорфово топологическое коль-
цо с единицей и X —полное регулярное топологическое пространство (см.
[5, с. 392]). Если X —вполне регулярное пространство, то через FX обо-
значим свободную полугруппу с единицей, которую порождает множество X.
Пусть R—кольцо с единицей, тогда полугрупповое кольцо RFX называется
кольцом многочленов и обозначается через R[X]. Пусть R—хаусдорфово то-
пологическое кольцо с единицей, X —вполне регулярное пространство и ∆—
семейство всех непрерывных действительных функций на X, такое что для лю-
бого закрытого подмножества F в X и любого элемента x ∈ X \ F существует
ϕ ∈ ∆, такое что 1 − ϕ ∈ ∆, ϕ(x) = 1 и ϕ(y) = 0 для любого y ∈ F . Пусть
P0(X) = {γ | γ : X ∪ {0} → X ∪ {0} и γ(0) = 0, где 0 ∈ R}. Через γ̃ для любого
γ ∈ P0(X) обозначаем эндоморфизм на {0} ∪ FX , такой что

γ̃(xk11 · xk22 · . . . · xkn
n ) = (γ(x1))k1 · (γ(x2))k2 · . . . · (γ(xn))kn ,

и пусть Γ = {γ̃ | γ ∈ P0(X)} (см. [5]).
Пусть V ∈ B0(R), Φ{ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ ∆, n ∈ N, 0 < ε ∈ R, тогда через

U(V,Φ, n, ε) (см. [5]) обозначаем множество всех таких элементов u ∈ R[X],
что

u =
t∑

k=1

vk · zk +
s∑
i=1

fi · (xi − yi) · hi + g,

где

vk ∈ R, zk ∈ FX и deg zk < n для 1 � k � t;
xi, yi ∈ X и g, fi, hi ∈ R[X] для 1 � i � s.
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Кроме того, ∑
γ̃(zk)=z

vk ∈ V для любого γ̃ ∈ Γ и z ∈ FX , deg z < n,

s∑
i=1

|ϕ(xi) − ϕ(yi)| < ε для любого ϕ ∈ Φ,

причём g равно 0 или сумме одночленов из R[X] степени больше или равной n.
Будем отождествлять естественным образом кольцо R с подкольцом кольца

R[X].

Предложение 14. Пусть R— топологическое кольцо и A—левый идеал в R.

1. A замкнут в R тогда и только тогда, когда A[X] замкнут в R[X].
2. Если A плотен в R, то A[X] плотен в R[X].

Доказательство. Пусть A замкнут в R и f =
∑
k∈K

akzk ∈ R[X] \ A[X], при-

чём zk ∈ FX , ak ∈ R. Найдётся i ∈ K, такое что ai /∈ A. Пусть B0(R)—базис
окрестностей нуля в R, тогда существует такая окрестность нуля V ∈ B0(R),
что (ai + V ) ∩ A = ∅. Пусть deg zi = n, ϕ = {ϕj | ϕj : X → {j}, 1 � j � n}
и ε = 1/2. Тогда (aizi + U(V, ϕ, n + 1, ε)) ∩ A[X] = ∅, следовательно,
(f + U(V, ϕ, n + 1, ε)) ∩ A[X] = ∅, т. е. A[X] замкнут в R[X]. Так как A[X]
замкнут в R[X], то A = A[X] ∩R замкнут в R.

Пусть теперь f ∈ R[X] и U(V, ϕ, n, ε))—произвольная окрестность нуля

в R[X], и пусть f =
m∑
k=1

bkzk + h, причём для любого 1 � k � n выполнено

deg zk < n, и h =
∑
cαzα ∈ F [X], где deg zα � n. Тогда существует такая

окрестность нуля W ∈ B0(R), что

W + . . .+W︸ ︷︷ ︸
m

⊆ V.

Так как A плотен в R, то для любого k, 1 � k � m, найдётся такой элемент

ak ∈ A, что bk − ak ∈W . Пусть g =
m∑
k=1

akzk, тогда f − g =
m∑
k=1

(bk − ak)zk + h ∈
∈ U(V, ϕ, n, ε), a g ∈ A[X]. Отсюда A[X] плотен в R[X].

Предложение 15. Пусть R—кольцо и I —идеал в R. Если I —первичный
идеал в R, то I[X]—первичный идеал в R[X].

Доказательство. Пусть X = {x}, f(x)g(x) ∈ I[X] и f(x) /∈ I[X], где
f(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n, g(x) = b0 + b1x + . . . + bmx
m и f(x)g(x) =

= c0 + c1x + . . . + cm+nx
m+n. Пусть k = min{i ∈ N | ai /∈ I}. Тогда b0 ∈ I

(так как ck = (a0bk + a1bk−1 + . . .+ ak−1b1)+akb0), и если {b0, b1, . . . , bs−1} ⊆ I,
то
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(b0as+k + b1as+k−1 + . . .+ bs−1ak+1)︸ ︷︷ ︸
∈I

+ bsak +

+ (bs+1ak−1 + . . .+ bs+k−1a1 + bs+ka0)︸ ︷︷ ︸
∈I

= cs+k ∈ I,

т. е. bs ∈ I и, следовательно, g(x) ∈ I[x]. Теперь пусть AB ⊆ I[x], причём
A и B—левые идеалы в R[x] и A � I[x]. Тогда найдётся f(x) ∈ F \ I[x].
Так как A · B ⊆ AB ⊆ I[x], то f(x)g(x) ∈ I[x] для любого g(x) ∈ B, и из
доказанного следует, что B ⊆ I[x], т. е. I[x]—первичный идеал в R[x]. Повторяя
это рассуждение, получаем, что I[x1, x2]—первичный идеал в R[x1, x2] и что
I[x1, . . . , xn]—первичный идеал в R[x1, . . . , xn].

Пусть X —некоторое множество и f(x)g(x) ∈ I[X], причём f, g ∈ R[x], и
пусть {x1, . . . , xn}—множество всех элементов из X, которые появились в f и g.
Тогда fg ∈ I[x1, . . . , xn] и, следовательно, f ∈ I[x1, . . . , xn] ⊆ I[X], значит,
g ∈ I[x1, . . . , xn] ⊆ I[X]. Отсюда I[X]—первичный идеал в R.

Следствие 10. Если I — замкнутый первичный идеал в топологическом коль-
це R, то I[X]— замкнутый первичный идеал в R[X].

Предложение 16. Пусть R—кольцо, X = {xj | j ∈ J}—множество, j0 ∈ J и
π : R[X] → R—отображение, заданное следующим образом: для f =

∑
j∈J

ajzj ∈
∈ R[X], где zj ∈ FX , aj ∈ R, положим π(f) = aj0 , если deg zj0 = 0 и deg zj �= 0
для любого j �= j0.
1. Если I —первичный идеал в R, то π−1(I)—первичный идеал в R[X], а
π−1(I) ∩R = I.

2. Если P —первичный идеал в R[X], то P ∩R—первичный идеал в R.
3. Если R— топологическое кольцо, то π—непрерывный и открытый гомо-
морфизм.

Доказательство.
1. Пусть A и B—идеалы в R[X]. Если AB ⊆ π−1(I), то π(A)π(B) ⊆ I и,

следовательно, π(A) ⊆ I или π(B) ⊆ I, т. е. A ⊆ π−1(I) или B ⊆ π−1(I).
2. Пусть A и B—идеалы в R и AB ⊆ P ∩ R. Так как A[X]B[X] ⊆

⊆ (P ∩R)[X] ⊆ P , то A[X] ⊆ P или B[X] ⊆ P , а значит, A = A[X]∩R ⊆ P ∩R
или B = B[X] ∩R ⊆ P ∩R.

3. Пусть V ∈ B0(R), тогда U(V, ϕ, n, ε) ⊆ π−1(V ) и π(U(V, ϕ, n, ε)) = V для
любых ϕ, n, ε, т. е. π непрерывен и открыт.

Предложение 17. Пусть R— топологическое кольцо, тогда µ(R[X]) =
= (µ(R))[X].

Доказательство. Из предложения 16 следует, что если I — замкнутый
первичный идеал в R, то π−1(I)— замкнутый первичный идеал в R[X] и
π−1(I) ∩R = I, а если P — замкнутый первичный идеал в R[X], то P ∩R— за-
мкнутый первичный идеал в R. Поэтому µ(R[X]) ∩R = µ(R) и, следовательно,
(µ(R))[X] ⊆ µ(R[X]).
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Если P — замкнутый первичный идеал в R[X], то из следствия 10 следует,
что (P ∩R)[X]— замкнутый первичный идеал в R[X] и (P ∩R)[X] ⊆ P . Поэтому

µ(R[X]) =
⋂

{P | P — замкнутый первичный идеал в R[X]} =

=
⋂

{(P ∩R)[X] | P — замкнутый первичный идеал в R[X]} ⊆
⊆

⋂
{I[X] | I — замкнутый первичный идеал в R} = µ(R[X]).

Предложение 18. Пусть R— топологическое кольцо.
1. Если P — топологический нильпотентный идеал в R[X], то P ∩ R— топо-
логический нильпотентный идеал в R.

2. Если P — топологический нильпотентный идеал в R, то P [X]— топологи-
ческий нильпотентный идеал в R[X].

Доказательство.
1. Пусть U ′ ∈ B0(R), тогда найдётся такая окрестность нуля U =

= U(V, ϕ, n, ε) ∈ B0(R[X]), что U ′ = U ∩ R. Найдётся k ∈ N, такое что
P k ⊆ U , а (P ∩ R)k ⊆ P k, поэтому (P ∩ R)k ⊆ U . Так как (P ∩ R)k ⊆ R,
то (P ∩ R)k ⊆ U ∩ R = U ′, т. е. P ∩ R— топологический нильпотентный идеал
в R.

2. Для любого U = U(V, ϕ, n, ε) ∈ B0(R[X]) найдётся k ∈ N, такое что
P k ⊆ V . Для любого f =

∑
α∈A

aαzα ∈ (P [X])k и для любого α ∈ A выполнено

aα ∈ P k. Так как P k является идеалом и P k ⊆ V , то (P [X])k ⊆ U(V, ϕ, n, ε),
т. е. P [X]— топологический нильпотентный идеал в R[X].

Предложение 19. Пусть R— топологическое кольцо.
1. Если I —идеал в R, то R[X]/I[X] и (R/I)[X] топологически изоморфны.
2. Пусть J1 и J2—идеалы в R, J1 ⊆ J2, ϕ : R/J1 → R/J2, ϕ(r+J1) = r+J2.
Если Ī — топологический нильпотентный идеал в R/J1, то ϕ(Ī) тоже топо-
логический нильпотентный идеал в R/J2, и если ψi : R→ R/Ji, i = 1, 2, —
естественные гомоморфизмы, то ψ−1

1 (Ī) ⊆ ψ−1
2 (Ī).

Доказательство.
1. Пусть ψ : (R/I)[X] → R[X]/I[X], где ψ

( ∑
(rα + I)zα

)
=

∑
rαzα + I[X],

rα ∈ R, zα ∈ FX . Очевидно, ψ—корректно определённый изоморфизм. Также
ясно, что ψ(U(V + I, ϕ, n, ε)) = U(V, ϕ, n, ε) + I[X], где V ∈ B0(R). Поэтому ψ
непрерывен и открыт (см. [5, с. 75]) и, следовательно, ψ— гомеоморфизм.

2. Пусть Ī = I/J — топологический нильпотентный идеал в R/J1 и V + J2 ∈
∈ B0(R/J2), где V ∈ B0(R). Найдётся k ∈ N, такое что Īk = Ik + J1 ⊆ V1 + J1.
Тогда для любого x ∈ Ik найдётся такой элемент v ∈ V , что x − v ∈ J1 ⊆ J2.
Значит, ϕ(Ī)k = Ik + J2 ⊆ V + J2, т. е. ϕ(Ī)— топологический нильпотентный
идеал. Ясно, что ϕ−1

1 (Ī) ⊆ ϕ−1
2 ϕ(Ī).

Предложение 20. Пусть Ri, i = 1, 2, — кольца, f : R1 → R2— эпиморфизм.

Если Iα, α ∈ Ω, — идеалы в R2, то
∑
α∈Ω

f−1(Iα) = f−1
( ∑
α∈Ω

Iα

)
.



Топологический первичный квазирадикал 21

Доказательство. Так как J1 =
∑
α∈Ω

f−1(Iα) и J2 = f−1
( ∑
α∈Ω

Iα

)
являются

такими идеалами, что ker f ⊆ J1, ker f ⊆ J2 и f(J1) = f(J2) =
∑
α∈Ω

Iα, то
J1 = J2.

Предложение 21. Пусть R— топологическое кольцо, I —идеал в R,
ϕ : R → R/I — естественный эпиморфизм. Если A—идеал в R/I, то
ϕ−1([A]R/I) = [ϕ−1(A)]R.

Предложение 22. Если R— топологическое кольцо, то L(R)[X] ⊆ L(R[X]).

Доказательство. Требуется доказать, что L(R) ⊆ L(R[X]). Для этого дока-
жем, что для любого α справедливо Rα(R) ⊆ Rα(R[X]) (см. [2]). Если α = 0,
то по определению Rα(R) = Rα(R[X]) = 0. Пусть {Iα}Ω — семейство всех то-
пологических нильпотентных идеалов в R. По предложениям 18 и 19 Iα[X]—
топологический нильпотентный идеал в R[X] для любого α ∈ Ω и Iα ⊆ Iα[X],
поэтому

∑
α∈Ω

Iα ⊆ ∑
α∈Ω

Iα[X]. Ясно, что

R1(R) =
[ ∑
α∈Ω

Iα

]
R

⊆
[ ∑
α∈Ω

Iα[X]
]
R[X]

⊆ R1(R[X]),

т. е. R1(R) ⊆ R1(R[X]).
Теперь допустим, что Rα(R) ⊆ Rα(R[X]) для любого α < β. Если β—

предельный ординал, то
∑
α<β

Rα(R) ⊆ ∑
α<β

Rα(R[X]) и, значит,

Rβ(R) =
[ ∑
α<β

Rα(R)
]
R

⊆
[ ∑
α<β

Rα(R[X])
]
R[X]

= Rβ(R[X]).

Если β = α+ 1, то пусть Ī = I/Rα(R)— топологический нильпотентный идеал
в R/Rα(R). Тогда по предложениям 18 и 19 Ī[X]— топологический нильпо-
тентный идеал в (R/Rα(R))[X] ∼=ψ R[X]/Rα(R)[X], т. е. ψ(Ī[X])— топологиче-
ский нильпотентный идеал в R[X]/Rα(R)[X]. Так как Rα(R) ⊆ Rα(R[X]), то
J1 = Rα(R)[X] ⊆ Rα(R[X]) = J2.

Пусть ϕ : R[X]/Rα(R)[X] → R[X]/Rα(R[X]), ψ1 : R[X] → R[X]/J1,
ψ2 : R[X] → R[X]/J2 — естественные гомоморфизмы. Тогда I ⊆ ψ−1

1 ψ(Ī[X]) ⊆
⊆ ψ−1

2 ϕψ(Ī[X]), т. е. для любого топологического нильпотентного идеалa Ī
в R/Rα(R) существует такой топологический нильпотентный идеал ϕψ(Ī[X])
в R[X]/Rα(R[X]), что I —подмножество ψ−1

2 ϕψ(Ī[X]).
Пусть A1 —множество всех топологическиx нильпотентныx идеалов в

R/Rα(R) и A2 —множество всех топологических нильпотентных идеалов
в R[X]/Rα(R[X]), а ϕi— естественные гомоморфизмы ϕ1 : R → R/Rα(R) и
ϕ2 : R[X] → R[X]/Rα(R[X]). Тогда из предложения 20 следует, что

ϕ−1
1

( ∑
I∈A1

I

)
=

∑
I∈A1

ϕ−1
1 (I) ⊆

∑
I∈A2

ϕ−1
2 (I) = ϕ−1

2

( ∑
I∈A2

I

)
,
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а по предложению 21 имеем

Rα+1(R) = ϕ−1
1

([ ∑
I∈A1

I

]
R

)
=

[
ϕ−1

1

( ∑
I∈A1

I

)]
R

⊆

⊆
[
ϕ−1

2

( ∑
I∈A2

I

)]
R[X]

= ϕ−1
2

([ ∑
I∈A2

I

]
R[X]

)
= Rα+1(R[X]),

т. е. Rβ(R) ⊆ Rβ(R[X]).

Пример. Пусть R— топологическое кольцо, которое не имеет ненулевых то-
пологических нильпотентных идеалов. Ясно, что L(R) = {0} и L(R)[X] = {0}.
Пусть I = 〈X〉R[X] —идеал, порождённый в R[X] множеством X. Тогда для лю-
бого f =

∑
α∈Ω

aαzα ∈ In и любого α ∈ Ω выполнено deg zα � n. Следовательно,

для любого U(V, ϕ, n, ε) ∈ B0(R[X]) имеет место In ⊆ U(V, ϕ, n, ε), т. е. I —
топологический нильпотентный идеал, поэтому L(R[X]) �= {0}. Следовательно,
L(R[X]) � L(R)[X].
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