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Аннотация

В работе продолжено начатое А. А. Нечаевым, Д. А. Михайловым и автором
исследование согласованных с нормированием стандартных базисов идеалов кольца
полиномов R[X] = R[x1, . . . , xk] над коммутативным артиновым цепным кольцом R.
Введены новые, основанные на координатном разложении элементов из R, порядок
на одночленах и алгоритм редуцирования полинома полиномом; доказано, что всякий
идеал имеет единственный редуцированный, в смысле этого алгоритма, стандартный
базис. Решены некоторые классические вычислительные задачи: построение системы
представителей классов вычетов, нахождение порождающих модуля сизигий, вычис-
ление частных и пересечений идеалов, задача элиминации. Построен алгоритм про-
верки цикличности ЛРП-семейства LR(I), обобщающий ранее известные результаты
на случай многих переменных. Найдены новые условия, определяющие, когда дан-
ные диаграмма Ферре F и полная система F-унитарных полиномов образуют регистр
сдвига; на основании этих результатов построен алгоритм поднятия редуцированного
базиса Грёбнера унитарного идеала до стандартного базиса той же мощности.

Abstract

E. V. Gorbatov, Standard bases concordant with the norm and computations in
ideals and polylinear recurring sequences, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 10 (2004), no. 3, pp. 23—71.

Standard bases of ideals of the polynomial ring R[X] = R[x1, . . . , xk] over a com-
mutative Artinian chain ring R that are concordant with the norm on R have been
investigated by D. A. Mikhailov, A. A. Nechaev, and the author. In this paper we contin-
ue this investigation. We introduce a new order on terms and a new reduction algorithm,
using the coordinate decomposition of elements from R. We prove that any ideal has
a unique reduced (in terms of this algorithm) standard basis. We solve some classical
computational problems: the construction of a set of coset representatives, the finding of
a set of generators of the syzygy module, the evaluation of ideal quotients and intersec-
tions, and the elimination problem. We construct an algorithm testing the cyclicity of an
LRS-family LR(I), which is a generalization of known results to the multivariate case.
We present new conditions determining whether a Ferre diagram F and a full system of
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F-monic polynomials form a shift register. On the basis of these results, we construct an
algorithm for lifting a reduced Gröbner basis of a monic ideal to a standard basis with
the same cardinality.

Введение

Развитие прикладных аспектов современной алгебры в последние десятиле-
тия связано в значительной степени с построением основ теории полилинейных
рекуррентных последовательностей и теории линейных кодов над конечными
модулями и их приложениями. Возникающие при этом задачи вычислительного
характера чаще всего сводятся к необходимости оперирования с полиномиаль-
ными идеалами над конечными кольцами.

Для решения этих задач можно использовать технику стандартных бази-
сов полиномиальных идеалов, общая теория которых в настоящее время хоро-
шо развита [5, 12]. Однако попытки использовать стандартные базисы, которые
строятся по известным общим алгоритмам, показали, что эти базисы малоэф-
фективны. Дальнейшие исследования выявили, что для решения поставленных
задач нужно строить базисы идеалов по специально разработанным алгоритмам,
учитывающим специфику кольца коэффициентов R [2,7,9, 10].

В данной работе рассматривается случай, когда R—коммутативное конечно
цепное кольцо (наиболее востребованный с точки зрения практических при-
ложений). Алгоритмы построения стандартных базисов идеалов кольца R[X]
основаны на некотором линейном и согласованном с умножением упорядочении
мономов rxi1

1 . . . xik
k этого кольца. При этом упомянутые выше общие алгорит-

мы используют лишь порядки, однозначно определяемые набором показателей
i1, . . . , ik, и не учитывают специфику коэффициента r. Стандартные базисы,
которые строятся в данной работе, наоборот, основаны на упорядочениях мо-
номов, которые в первую очередь учитывают эту специфику: место идеала rR
в конечной цепи идеалов кольца R.

Идея использования таких порядков для построения стандартных базисов
с целью решения названных выше прикладных задач была впервые реализована
А. А. Нечаевым в [7] для кольца многочленов от одного переменного и затем
развивалась в [2,9, 10].

В классическом случае кольца полиномов над полем одной из важнейших
характеризаций стандартного базиса (базиса Грёбнера) является единствен-
ность нормальной формы полинома при редуцировании. Стандартные базисы
из [2,7,9,10] не обладают этим свойством. В данной работе введены новые, осно-
ванные на координатном разложении элементов из R (см. предложение 1.16),
порядок на одночленах и алгоритм редуцирования. Доказано (см. теорему 1.44),
что система полиномов χ является стандартным базисом, если и только если
всякий полином из R[X] обладает единственной нормальной формой при таком
редуцировании относительно χ. Данное утверждение позволило построить си-
стему представителей классов вычетов по модулю некоторого полиномиального



Стандартные базисы, согласованные с нормированием 25

идеала (см. предложение 2.1) и обобщить формулу для мощности фактор-коль-
ца из [17] (см. следствие 2.3). Доказано, что, как и в классическом случае,
всякий идеал имеет единственный редуцированный, в смысле этого алгоритма,
стандартный базис (см. теорему 1.61).

В данной работе построены алгоритмы, решающие классические вычисли-
тельные задачи в кольце полиномов R[X], такие как: нахождение порождаю-
щих модуля сизигий, вычисление частных и пересечений идеалов, задача эли-
минации (см. разделы 2.2 и 2.3). Эти алгоритмы позволили описать процедуру
проверки цикличности семейства линейных рекуррентных последовательностей
LR(I), что является обобщением результатов из [19] на случай многих перемен-
ных (см. раздел 3.1).

Найдены новые условия, определяющие, когда данные диаграмма Ферре F и
полная система F-унитарных полиномов χ образуют регистр сдвига (см. те-
орему 3.9). Эти условия даны в терминах коэффициентов полиномов из χ
и представляют, таким образом, решение одной из сформулированных в [18]
задач. С использованием этого результата, а также методов решения систем
нелинейных алгебраических уравнений над кольцами Галуа из [10], в работе
для случая, когда R—кольцо Галуа, построена эффективная процедура провер-
ки существования (и нахождения при положительном ответе) поднятия данного
базиса Грёбнера над R̄ = R/ rad(R) до стандартного базиса над R с сохранением
мощности (см. раздел 3.3).

1. Схемы симплификации и стандартные базисы

1.1. Порядки на полиномах

При построении теории стандартных базисов важную роль играют упорядо-
чения мономов, одночленов и полиномов. В данном разделе мы с общих позиций
изучаем эти порядки.

Ввиду неоднозначности терминологии, введём определения и обозначения
используемых понятий и объектов.

Мы работаем с множеством натуральных чисел N = {1, 2, 3, . . .}, множеством
натуральных чисел с нулём N0 = {0, 1, 2, . . .}, отрезками целых чисел m,n =
= {i ∈ Z | m � i � n}.

Мы говорим, что бинарное отношение � на M задаёт порядок на M или что
(M,�) является упорядоченным множеством, если это отношение рефлексив-
но, транзитивно и антисимметрично (в этом случае также употребляют термин
частично упорядоченное множество). Если любые два элемента из M сравни-
мы относительно порядка �, мы говорим, что (M,�)— линейно упорядоченное
множество, а порядок � называем линейным. Наконец, линейный порядок �,
удовлетворяющий условию минимальности (т. е. условию обрыва убывающих
цепочек), называем полным и при таком условии говорим, что (M,�)— вполне
упорядоченное множество.
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Зафиксируем множество переменных X = {x1, . . . , xk}, k � 1. Пусть [X] =
= [x1, . . . , xk]—полугруппа коммутативных мономов над X. Пусть также R—
некоторое коммутативное кольцо с единицей. Полугруппой одночленов назовём
подполугруппу

[R,X] = {au | a ∈ R, u ∈ [X]}
полугруппы (R[X], ·). Порядок � на [R,X] назовём разделяющим мономы, если
для любых a, b ∈ R \ 0 и u, v ∈ [X], u �= v,

au ≺ bv или bv ≺ au.

(Мы всегда полагаем, что вместе с порядком � заданы и порядки �, ≺, �,
при этом, например, a ≺ b ⇐⇒ (a � b) ∧ (a �= b).) При заданном разделяю-
щем мономы порядке � на [R,X] всякий ненулевой полином F ∈ R[X] можно
представить в виде

F = a1u1 + a2u2 + . . .+ anun, (1.1)

где ai ∈ R\0, мономы ui попарно различны и a1u1 � a2u2 � . . . � anun. В таком
случае ведущий член полинома F относительно порядка � определим как

lt�(F ) = a1u1.

Также считаем, что lt�(0) = 0.

Предложение 1.1. Пусть �—разделяющий мономы порядок на [R,X], тогда
эквивалентны следующие условия:

1) для любых F ∈ R[X] и U ∈ [R,X]

lt�(FU) = lt�(F )U ;

2) для любых элементов a, b, c ∈ R и мономов u, v, w ∈ [X]

au ≺ bv,

u �= v,

ac �= 0, bc �= 0

∣∣∣∣∣∣∣ =⇒ acuw ≺ bcvw (1.2)

и

au ≺ bv, bc = 0,
u �= v

a �= 0, b �= 0

∣∣∣∣∣∣∣ =⇒ ac = 0. (1.3)

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть в (1.2) выпол-
нены все посылки. Положим U = cw и F = au + bv, тогда согласно 1)
lt�(acuw + bcvw) = bcvw и, значит, поскольку порядок � разделяет мономы,
acuw ≺ bcvw.

Докажем (1.3). Пусть U = c и F = au + bv, тогда ввиду 1) справедливо
lt�(acu) = bcv = 0 и, значит, ac = 0.
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Проверим импликацию 2) =⇒ 1). Если F = 0 или U = bv = 0, то условие
из 1) очевидно выполнено. Пусть F �= 0 и U �= 0. Представим F в виде (1.1).
Если a1b = 0, то согласно (1.3) FU = 0, и утверждение доказано. Пусть a1b �= 0,
тогда ввиду (1.2) lt�(FU) = a1bu1v = lt�(F )U .

Разделяющий мономы порядок � на [R,X], удовлетворяющий равносильным
условиям 1) и 2) из предложения 1.1, назовём мультипликативным.

Представляет интерес описание класса колец R, для которых существует
мультипликативный порядок на [R,X]. С этой целью введём некоторые опреде-
ления.

Пусть R—коммутативное кольцо, определим на нём отношение �An, а имен-
но для любых a, b ∈ R положим1

a �An b ⇐⇒ An(b) ⊆ An(a).

Легко видеть, что отношение �An рефлексивно и транзитивно, то есть является
отношением предпорядка на R. Как и всякий предпорядок, отношение �An

индуцирует отношение эквивалентности ∼An и порядок <An на R:

a ∼An b ⇐⇒ (a �An b) ∧ (b �An a) ⇐⇒ An(b) = An(a),
a <An b ⇐⇒ (a �An b) ∧ (a �∼An b) ⇐⇒ An(b) � An(a).

Ясно, что 0 является наименьшим элементом, а всякий не делитель нуля—
максимальным элементом относительно порядка <An.

Определение 1.2. Пусть (U, ·)—полугруппа и �—порядок на U . Тройка
(U, ·,�) называется упорядоченной полугруппой, если

(a � b) =⇒ (ac � bc) ∧ (ca � cb)

для любых a, b, c ∈ U . Если �—линейный (полный) порядок на U , то говорят,
что (U, ·,�)— линейно (вполне) упорядоченная полугруппа.

Предложение 1.3. Пусть R—коммутативное кольцо, тогда:
1) если на [R,X] существует мультипликативный порядок, то предпоря-
док �An линеен, то есть для любых a, b ∈ R или a �An b, или b �An a,
иными словами, аннуляторы элементов из R образуют цепь в решётке
идеалов R;

2) если предпорядок �An линеен и для любых a, b, c ∈ R

(a <An b) ∧ (bc �= 0) =⇒ ac <An bc, (1.4)

то для всякого порядка � на [X], такого что ([X],�)—линейно упорядо-
ченная полугруппа, соотношение

au ≺ bv
def⇐⇒

{
a <An b или
a ∼An b, a �= 0иu ≺ v

(1.5)

определяет мультипликативный порядок на [R,X].
1Для χ ⊆ R идеал An(χ) = {s ∈ R | χs = 0} называется аннулятором χ.
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Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть на [R,X] имеется
некоторый мультипликативный порядок �. Возьмём любые a, b ∈ R \ 0 и рас-
смотрим одночлены a и bx1. Поскольку 1 �= x1 и порядок � разделяет мономы,
мы будем иметь или a ≺ bx1, или bx1 ≺ a. Согласно (1.3) или An(b) ⊆ An(a),
или An(a) ⊆ An(b). Если a или b равно 0, то утверждение очевидно, поскольку
An(0) = R.

Докажем второе утверждение. Очевидно, что формула (1.5) задаёт разделяю-
щий мономы порядок на [R,X]. Ясно также, что для этого порядка имеет место
условие (1.3). Проверим, что выполняется соотношение (1.2).

Пусть выполняются все посылки из (1.2). Если a <An b, то в силу (1.4)
ac <An bc. Если a ∼An b, то u ≺ v и ac ∼An bc. В любом случае acuw ≺ bcvw.

Пусть R—коммутативное артиново кольцо. Модуль QR называется квази-
фробениусовым модулем (QF-модулем), если для любых идеала I �R и подмо-
дуля K � QR

ρR(λQ(I)) = I и λQ(ρR(K)) = K.

Для каждого коммутативного артинова кольца существует единственный (с точ-
ностью до изоморфизма) QF-модуль QR [8, 11], причём (Q,+) ∼= (R,+). Коль-
цо R называется квазифробениусовым (QF-кольцом), если RR —QF-модуль.

Квазифробениусовы кольца и модули играют ключевую роль в теории кодов
и рекуррентных последовательностей.

Теорема 1.4. Для всякого коммутативного кольца R эквивалентны следую-
щие условия:
1) R—квазифробениусово кольцо, допускающее мультипликативный поря-
док на одночленах;

2) R—локальное артиново кольцо главных идеалов.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Согласно предложе-
нию 1.3 для любых a, b ∈ R или An(aR) ⊆ An(bR), или An(bR) ⊆ An(aR).
Кольцо R квазифробениусово, так что aR = An(An(aR)) и bR = An(An(bR)).
Значит, или aR ⊆ bR, или bR ⊆ aR, то есть главные идеалы из R образуют
цепь.

Кольцо R артиново, а значит, нётерово, и, следовательно, всякий его идеал
I �R конечно порождён:

I = a1R+ . . .+ amR.

Ясно, что I = asR, где asR—наибольший из главных идеалов a1R, . . . , amR.
Таким образом, R является артиновым цепным кольцом главных идеалов, откуда
легко следует 2).

Проверим импликацию 2) =⇒ 1). Пусть R—локальное артиново коль-
цо главных идеалов. Проверим, что для R выполняются условия из пункта 2)
предложения 1.3.

Структура идеалов кольца R такова:

R > πR > π2R > . . . > πn−1R > πnR = 0, (1.6)
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где n—индекс нильпотентности радикала Джекобсона J = rad(R) и π—либо
произвольный элемент из J \ J2 (при n > 1), либо 0 (при n = 1). Значит,
R—цепное кольцо и, следовательно, предпорядок �An линеен. Справедливость
условия (1.4) следует из (1.6) и того, что для любого a = απi, α ∈ R∗, i ∈ 0, n,

An(a) = πn−iR.

Следует отметить, что, как показывают приводимые ниже примеры, суще-
ствуют кольца, допускающие мультипликативный порядок на одночленах и не
удовлетворяющие условиям предыдущей теоремы.

Пример 1.5. Всякое коммутативное локальное кольцо R, для которого
[rad(R)]2 = 0, допускает мультипликативный порядок на одночленах. Действи-
тельно, если J = rad(R) = 0, то R—поле, и наше утверждение очевидно. Пусть
J �= 0, тогда для любого a ∈ R

An(a) =


R при a = 0,
J при a ∈ J \ 0,
0 при a ∈ R∗ = R \ J,

откуда следует, что для R выполняются условия из пункта 2) предложения 1.3.

Пример 1.6. Пусть P —поле, P [x1, . . . , xk]—кольцо полиномов и I =
= (x1, . . . , xk)m. Положим R = P [X]/I. Очевидно, что R—локальное артиново
кольцо и J = rad(R) = (θ1, . . . , θk), где θi = xi + I, i ∈ 1, k. Всякий элемент
a ∈ R однозначно представляется в виде

a =
∑

i1,...,ik∈N0,
i1+...+ik<m

αi1...ikθ
i1
1 . . . θik

k , (1.7)

где αi1...ik ∈ P . Для каждого элемента a �= 0 определим параметр

s(a) = min{i1 + . . .+ ik | αi1...ik �= 0}.
Таким образом, s(a)— это наименьшая из степеней мономов, входящих в пред-
ставление (1.7) элемента a. Положим также s(0) = m.

Легко проверить, что для любых a, b ∈ R

s(ab) = min{s(a) + s(b),m}. (1.8)

Из соотношения (1.8) следует, что для a ∈ R

An(a) = Jm−s(a)

(здесь мы полагаем, что J0 = R) и, следовательно,

a �An b ⇐⇒ s(a) � s(b).

Отсюда и из (1.8) следует, что для R выполняются условия из пункта 2) пред-
ложения 1.3.
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Всюду далее мы полагаем, что R—коммутативное артиново локальное коль-
цо главных идеалов со структурой идеалов (1.6).

При заданном линейном порядке � на [X] формула

au ≺ bv
def⇐⇒ u ≺ v и a, b �= 0

определяет разделяющий мономы порядок на [R,X]. Именно такое упорядочение
одночленов использовались в большинстве предыдущих работ при определении
ведущего члена полинома, редукций на полиномах и стандартных базисов иде-
алов (см. [12, 14, 15, 23]). Как следует из предложения 1.1, этот порядок при
n > 1 не является мультипликативным. Вместе с тем из теоремы 1.4 следует,
что мультипликативный порядок на [R,X] существует. Один из таких порядков
рассматривался в [7], а затем и в [9,10], что привело к построению стандартно-
го базиса (названного авторами канонической системой образующих (КСО)),
более эффективного при решении ряда прикладных задач (см. [7,9, 10]).

Основная цель этого раздела— определение и изучение порядков � и �Γ

на R[X], которые будут использованы в дальнейшем при построении кольцевых
схем симплификации G и GΓ.

Определим, как и в [7], нормы элемента r ∈ R, полинома F ∈ R[X] и
подмножества χ ⊂ R[X] равенствами

‖r‖ = max{i ∈ 0, n | r ∈ πiR},
‖F‖ = max{i ∈ 0, n | F ∈ πiR[X]},
‖χ‖ = max{i ∈ 0, n | χ ⊆ πiR[X]}.

(1.9)

Нормы (1.9) обладают следующими свойствами:

‖ab‖ = min(‖a‖ + ‖b‖, n),
‖a+ b‖ � min(‖a‖, ‖b‖) (1.10)

для любых a, b ∈ R. Аналогичные соотношения верны для полиномов из R[X].
Мультипликативный порядок на [R,X] может не удовлетворять условию об-

рыва убывающих цепочек, однако для сходимости многих описываемых ниже
алгоритмов это условие критично. Ввиду этого порядок на [R,X] мы будем
строить как продолжение (см. предложение 1.3) некоторого полного порядка
на [X].

Предложение 1.7 (см., например, [5]). Линейно упорядоченная полугруппа
([X], ·,�) является вполне упорядоченной полугруппой, если и только если 1 � u
для любого u ∈ [X]. В этом случае порядок � называется допустимым.

Определение 1.8. Полугруппой π-мономов назовём подполугруппу

[π,X] = [π, x1, . . . , xk] = {πau | a ∈ 0, n− 1; u ∈ [X]} ∪ {0}
полугруппы (R[X], ·). Формально:

[π,X] = 〈x0, x1, . . . , xk | xixj = xjxi, x
n
0xl = xn

0 ; i, j, l ∈ 0, k〉.



Стандартные базисы, согласованные с нормированием 31

Очевидно, что полугруппа [X] является подполугруппой полугруппы [π,X].
Пусть на [X] задан некоторый допустимый порядок �. Тогда на [π,X] можно
ввести два порядка �− и �+.

Определим �−:

πau �− πbv
def⇐⇒

{
a > b или

a = b и u � v,

∀U ∈ [π,X] 0 �− U,

(1.11)

где a, b ∈ 0, n− 1, u, v ∈ [X].
Симметрично определяется порядок �+:

πau �+ πbv
def⇐⇒

{
a < b или

a = b и u � v,

∀U ∈ [π,X] U �+ 0,

(1.12)

где a, b ∈ 0, n− 1, u, v ∈ [X].
Легко видеть, что каждый из порядков �− и �+ превращает [π,X] во вполне

упорядоченную полугруппу, в которой ([X], ·,�)—упорядоченная подполугруп-
па. Более того, как показывает следующее утверждение, других порядков c та-
ким свойством нет.

Предложение 1.9 ([2, предложение 3]). Пусть на [π,X] задан такой по-
рядок �, что ([π,X], ·,�)—вполне упорядоченная полугруппа и �—ограниче-
ние � на [X]. Тогда � совпадает с �− или �+.

Всякий линейный порядок � на [π,X] следующим образом продолжается до
разделяющего мономы порядка � на [R,X]: для любых U, V ∈ [π,X] и a, b ∈ R∗

aU ≺ bV
def⇐⇒ U ≺ V. (1.13)

С учётом предложений 1.1 и 1.9 легко доказать следующее утверждение.

Предложение 1.10. Пусть π �= 0 и �— такой порядок на [π,X], что
([π,X], ·,�)—вполне упорядоченная полугруппа. Тогда эквивалентны следую-
щие условия:

1) упорядочение на [R,X], определяемое соотношением (1.13), является муль-
типликативным;

2) (U � V, V W = 0) =⇒ (UW = 0) для любых U, V,W ∈ [π,X].

Ввиду предложения 1.10 мы принимаем следующее определение.

Определение 1.11. Допустимым порядком на [π,X] будем называть такой
порядок �, что
1) ([π,X], ·,�)—вполне упорядоченная полугруппа;
2) (U � V, V W = 0) =⇒ (UW = 0) для любых U, V,W ∈ [π,X].
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Для допустимого порядка � на [X] продолжение �− на [π,X] является
допустимым порядком, а продолжение �+ —нет. Ввиду этого естественным
продолжением порядка � на [π,X] будем называть порядок �− и, поскольку
в дальнейшем порядок �+ использоваться не будет, для обозначения рассмат-
риваемого продолжения будем употреблять прежний символ �.

Легко проверяется следующее утверждение.

Предложение 1.12. Всякий допустимый порядок � на [π,X] обладает сле-
дующими свойствами:

U � V =⇒ ‖U‖ � ‖V ‖, (1.14)

‖U‖ > ‖V ‖ =⇒ U ≺ V, (1.15)

U ≺ V, V W �= 0 =⇒ UW ≺ VW (1.16)

для любых π-мономов U, V,W ∈ [π,X].

Пусть F ∈ R[X] и u ∈ [X]. Элемент из R, являющийся коэффициентом при
мономе u в полиноме F , обозначим через Cf(F, u).

Носителем многочлена F ∈ R[x] называется множество

supp(F ) = {u ∈ [X] | Cf(F, u) �= 0}. (1.17)

Назовём π-носителем многочлена F ∈ R[x] множество

Supp(F ) = {U ∈ [π,X] | U = π‖Cf(F,u)‖u, u ∈ supp(F )}. (1.18)

Пусть на [π,X] задан некоторый допустимый порядок �. Пусть также дан
некоторый полином F ∈ R[X] \ 0. Тогда π-носитель Supp(F ) непуст и в нём
существует наибольший относительно порядка � π-моном V0 = πa0v0 ∈ [π,X].
В этой ситуации мы будем использовать следующую терминологию:

Lm(F ) = v0 —ведущий моном F,

Lc(F ) = Cf(F, v0) —ведущий коэффициент F,

Lt(F ) = Lc(F ) Lm(F ) —ведущий член F,

LM(F ) = π‖Lc(F )‖ Lm(F ) = V0 —ведущий π-моном F.

Положим также по определению Lc(0) = Lt(0) = LM(0) = 0 (значение Lm(0)
считаем неопределённым). Ясно, что функция Lt совпадает с lt� для мультипли-
кативного порядка � на [R,X], получающегося продолжением рассматриваемого
допустимого порядка по формуле (1.13).

Для произвольного подмножества χ ⊆ R[X] обозначим через Lm(χ) мно-
жество всех различных ведущих мономов полиномов из χ: Lm(χ) = {Lm(G) |
G ∈ χ}. Аналогичные обозначения используем и для остальных введённых выше
функций Lc, Lt, LM.

Замечание 1.13. Для любого полинома F верны равенства ‖F‖ = ‖Lc(F )‖ =
= ‖Lt(F )‖ = ‖LM(F )‖.

Из определения 1.11 и предложений 1.10, 1.12 легко вытекает следующее
утверждение.
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Предложение 1.14. Для любых полиномов F,G ∈ R[X] выполняются соот-
ношения

Lm(FG) = Lm(F ) Lm(G) при FG �= 0,
LM(FG) = LM(F ) LM(G).

Если к тому же F или G является одночленом, то

Lc(FG) = Lc(F ) Lc(G),
Lt(FG) = Lt(F ) Lt(G).

Как показывает следующий пример, во второй паре равенств из предложе-
ния 1.14 в общем случае нельзя обойтись без сформулированных дополнитель-
ных условий на F и G, так как за счёт приведения подобных членов значение
ведущего коэффициента может измениться.

Пример 1.15. Рассмотрим кольцо полиномов Z8[x1, x2]. Положим π = 2 и за-
фиксируем некоторый допустимый порядок на [2, x1, x2]. Полиномы F = x1+2x2

и G = x2 + 2x1 таковы, что Lc(FG) = Lc(5x1x2 + 2x2
1 + 2x2

2) = 5 �= 1 · 1 =
= Lc(F ) Lc(G).

Предложение 1.16. Пусть Γ— семейство представителей классов выче-
тов R по πR. Тогда для любого a ∈ R существует единственный вектор
(a0, a1, . . . , an−1) ∈ Γn, такой что

a = a0 + πa1 + . . .+ πn−1an−1. (1.19)

Доказательство. Существование указанного вектора очевидно, проверим
единственность. Пусть a = b0 + πb1 + . . . + πn−1bn−1, где bi ∈ Γ, i ∈ 0, n− 1.
Очевидно, что b0 = a0. Пусть уже доказано, что b0 = a0, . . . , bi = ai, i ∈ 0, n− 2,
тогда πi+1bi+1 + . . . + πn−1bn−1 = πi+1ai+1 + . . . + πn−1an−1. Отсюда следует,
что bi+1 − ai+1 ∈ πR, и, значит, bi+1 = ai+1.

В условиях предложения 1.16 мы пишем ai = γΓ
i (a), i ∈ 0, n− 1. Если из кон-

текста ясно, какое семейство представителей классов вычетов рассматривается,
мы пишем γi(a) вместо γΓ

i (a).
Зафиксируем некоторое семейство представителей классов вычетов Γ ⊆ R

(0 ∈ Γ) для R/πR. Координатным π-носителем многочлена F ∈ R[X] назовём
множество

SuppΓ(F ) = {πiu | u ∈ supp(F ), i ∈ 0, n− 1, γi(Cf(F, u)) �= 0}. (1.20)

Пусть M —некоторое непустое множество и Mfin —множество всех конеч-
ных подмножеств M :

Mfin = {X ⊆M | |X| < ℵ0}. (1.21)

Предположим, что на M задан некоторый линейный порядок �. Он ин-
дуцирует линейный порядок � на Mfin. А именно, пусть A = {a1, . . . , am}
и B = {b1, . . . , bn}—непустые множества из Mfin, причём a1 � . . . � am и
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b1 � . . . � bn, положим

A � B
def⇐⇒

{
m � n и ai = bi, i ∈ 1,m, или

∃k � min{m,n} a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1, ak ≺ bk.
(1.22)

Также для любого C ∈ Mfin по определению полагаем ∅ � C. Иными словами,
построенный на Mfin порядок � сводится к лексикографическому сравнению
слов, получающихся из множеств выписыванием их элементов по убыванию.

Предложение 1.17 (см., например, [2]). Упорядоченное множество (Mfin,�)
является вполне упорядоченным тогда и только тогда, когда (M,�)—вполне
упорядоченное множество.

Пусть на [X] задан некоторый допустимый порядок �. Его естественное
продолжение на [π,X] индуцирует порядок � на [π,X]fin. Для любого полинома
F ∈ R[X] носители Supp(F ) и SuppΓ(F ) являются элементами [π,X]fin, и мы
по определению полагаем

F ≺ G
def⇐⇒ Supp(F ) ≺ Supp(G),

F ≺Γ G
def⇐⇒ SuppΓ(F ) ≺ SuppΓ(G).

(1.23)

При этом F � G
def⇐⇒ (F ≺ G) ∨ (F = G) и аналогично для �Γ.

Замечание 1.18. Отметим, что построенные порядки � и �Γ в общем случае
не будут линейными. Например, в кольце Z9[x] полиномы x и 2x несравнимы
(при единственном допустимом порядке � на [x] и Γ = {0, 1, 2}).

В качестве непосредственного следствия предложения 1.17 получаем следу-
ющее утверждение.

Предложение 1.19. Пусть заданы допустимый порядок � на [X] и семейство
представителей классов вычетов Γ ⊆ R. Тогда отношения � и �Γ, определяемые
формулой (1.23), являются отношениями частичного порядка на R[X], удовле-
творяющими условию минимальности.

Итак, двигаясь по цепочке

[X], [π,X], [π,X]fin, R[X],

мы продолжили допустимый порядок � на [X] до порядков � и �Γ на R[X].
Отметим также, что упорядочение одночленов, получаемое ограничением поряд-
ка � на [R,X], рассматривалось ранее в [7,9, 10].

В дальнейшем, когда задан некоторый допустимый порядок на [X], порядки
на [π,X], [π,X]fin и R[X] также предполагаются заданными.

1.2. Схемы симплификации

При построении стандартного базиса полиномиального идеала мы суще-
ственно используем язык схем симплификации из [6].
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Определение 1.20. Пусть (M,�)—непустое упорядоченное множество
с условием минимальности и S ⊆MM . Тройка S = (M,�, S) называется схемой
симплификации на M , если выполнено условие

∀m ∈M ∀s ∈ S s(m) � m. (1.24)

При этом порядок � называется порядком сложности. Элементы из S на-
зываются (одношаговыми) симплификаторами или (элементарными) редук-
циями.

Определение 1.21. Пусть S = (M,�, S)— схема симплификации. Говорят,
что m ∈ M — нормальный, или редуцированный, элемент (относительно S),
если s(m) = m для любого s ∈ S, в противном случае элемент m называют
редуцируемым. Совокупность всех нормальных элементов обозначается NS.

Отметим, что NS �= ∅, поскольку � удовлетворяет условию минимальности
и NS содержит все минимальные элементы множества M .

Обозначим через Ŝ подполугруппу в полугруппе MM (с композицией функ-
ций в качестве умножения), порождённую S ∪ {1M}, то есть

Ŝ = |S, 1M 〉 = {s1 ◦ . . . ◦ sn | (n ∈ N) ∧ (∀i ∈ 1, n si ∈ S)} ∪ {1M}. (1.25)

Элементы из Ŝ назовём редукциями или симплификаторами (неодношаговы-
ми).

Определение 1.22. Пусть S = (M,�, S)— схема симплификации. Множе-
ство нормальных форм элемента m ∈M определяется равенством

NorS(m) = Ŝ(m) ∩NS. (1.26)

Любой элемент из NorS(m) называется нормальной формой m. Так как по-
рядок � удовлетворяет условию минимальности, множество нормальных форм
любого элемента m ∈M непусто. Для произвольного подмножества L ⊆M мы
также определяем

NorS(L) =
⋃
l∈L

NorS(l). (1.27)

Например, NorS(M) = NS —множество всех нормальных элементов.
Определение 1.23. Пусть S = (M,�, S)— схема симплификации. Если

|NorS(m)| = 1, то говорят, что m ∈ M обладает канонической формой.
В этом случае элемент CanS(m) ∈ M , определяемый из равенства NorS(m) =
= {CanS(m)}, называется канонической формой m.

Множество всех элементов из M , обладающих канонической формой, обо-
значается CS.

Если CS = M , то говорят, что S— схема симплификации с канонизацией.
Очевидно, что NS ⊆ CS и CanS(CS) = NS. Поэтому мы можем рассматри-

вать CanS как отображение из CS в CS.
Для краткости, когда из контекста ясно, какая схема симплификации рас-

сматривается, мы будем писать N , Nor, Can и C вместо NS, NorS, CanS и CS

соответственно.
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Лемма 1.24 (см., например, [2]). Пусть S = (M,�, S)— схема симплифи-
кации. Тогда для любых элементов m1, . . . ,mt изM существует симплификатор
σ ∈ Ŝ, такой что σ(mi) ∈ Nor(mi) для всех i ∈ 1, t.

Определение 1.25. Пусть R—кольцо и MR —правый R-модуль. Схема сим-
плификации S = (MR,�, S) называется R-линейной, если S ⊆ End(MR).

Предложение 1.26 (см., например, [2]). Пусть S = (MR,�, S)—R-ли-
нейная схема симплификации. Тогда C = CS и N = NS —подмодули в MR.
Отображение Can: C → C является проектором, то есть Can ∈ End(CR) и
Can2 = Can (и, стало быть, C = Im(Can) ⊕ Ker(Can) = N ⊕ Ker(Can)).

В заключение этого раздела мы рассмотрим общее определение стандартного
базиса, которое понадобится нам в дальнейшем.

Определение 1.27. Пусть R—кольцо и M = MR —правый модуль. Схему
симплификации S = (M,�, S) на MR будем называть консервативной, если
определено отображение сечения1

δ : P (M) → P (S),
δ : M ⊇ χ �→ Sχ ⊆ S,

такое что для любых элемента x ∈M и симплификатора s ∈ Sχ

x− sx ∈ χR.

Аналогично определяем консервативные схемы симплификации на левых моду-
лях и на бимодулях.

Сечением консервативной схемы симплификации S = (M,�, S) относи-
тельно χ ⊆ M назовём схему симплификации Sχ = (M,�, Sχ). Ясно, что
сечение Sχ является консервативной схемой симплификации с отображением
сечения

δχ : P (M) → P (Sχ), δχ(ψ) = δ(ψ) ∩ Sχ.

Предложение 1.28. Пусть S—консервативная схема симплификации на
MR, A—подмодуль в MR и χ ⊆ A, тогда эквивалентны следующие условия:
1) NorSχ

(a) � 0 для любого a ∈ A;
2) NorSχ

(a) = 0 для любого a ∈ A.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть a ∈ A и x ∈
∈ NorSχ

(a). Тогда согласно определению консервативной схемы симплифика-
ции x − a ∈ χR и, значит, x ∈ A. Элемент x нормален относительно Sχ, и,
следовательно, NorSχ

(x) = {x}. Наконец, 1) влечёт x = 0.
Импликация 2) =⇒ 1) очевидна.

Определение 1.29. В условиях предложения 1.28 множество χ, удовлетворя-
ющее эквивалентным условиям 1), 2), назовём S-стандартным базисом под-
модуля A. Множество χ ⊆M будем называть S-стандартной системой, если
χ—S-стандартный базис для χR � MR.

1Здесь P (M) = {X | X ⊆ M}—множество всех подмножеств M .
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Очевидно, что если χ является S-стандартным базисом подмодуля A � MR,
то A = χR.

Определению 1.29 удовлетворяют все известные автору стандартные базисы
подмодулей модуля R[x1, . . . , xk]d, в частности (при d = 1) стандартные базисы
полиномиальных идеалов (см. [5,7,9, 10, 12, 14, 15,23]).

Скажем, что консервативная схема симплификации T = (M,�′, T ) подчи-
нена S, если всякая T-стандартная система является S-стандартной системой.
Очевидно, что T подчинена S тогда и только тогда, когда всякий T-стандартный
базис произвольного подмодуля A � MR будет S-стандартным базисом A.

Схемы симплификации T и S назовём эквивалентными, если T подчине-
на S и S подчинена T.

Предложение 1.30. Пусть S = (M,�, S) и T = (M,�′, T )—консервативные
схемы симплификации на MR. Тогда если

∀χ ⊆M ∀x ∈M NorTχ(x) � 0 =⇒ NorSχ
(x) � 0, (1.28)

то схема симплификации T подчинена S.
Если к тому же 0—нормальный элемент относительно S и T, то усло-

вие (1.28) равносильно

∀χ ⊆M ∀x ∈M T̂χx � 0 =⇒ Ŝχx � 0. (1.29)

Доказательство. Первая часть предложения очевидна. Вторая часть следу-
ет из того, что если 0 ∈ NS, то 0 ∈ NSχ

для любого χ ⊆M и, значит,

NorSχ
(x) � 0 ⇐⇒ Ŝχx � 0.

Из предложения 1.28 следует, что предложение 1.30 остаётся справедливым,
если в условии (1.28) каждый символ «�» заменить на «=».

Следствие 1.31. Пусть S = (M,�, S) и T = (M,�′, T )—консервативные
схемы симплификации на MR, такие что 0 ∈ NS и 0 ∈ NT. Тогда если

∀χ ⊆M ∀x ∈M Tχx ⊆ Ŝχx,

то схема симплификации T подчинена S.

1.3. Схемы симплификации на полиномах

Мы построим консервативные схемы симплификации G = (R[X],�, S) и
GΓ = (R[X],�Γ, SΓ) на R[X]. Основным множеством для обеих схем симпли-
фикации является алгебра полиномов R[X] = R[x1, . . . , xk] от k коммутирую-
щих переменных над кольцом R. Порядки сложности � и �Γ были определены
в разделе 1.1. Построим последние элементы наших схем симплификации—
семейства редукций S и SΓ.

Зафиксируем некоторый допустимый порядок � на полугруппе мономов [X]
и семейство представителей классов вычетов Γ ⊆ R (0 ∈ Γ) для R/πR.
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Пусть даны полином G ∈ R[X] \ 0 с ведущим коэффициентом a = Lc(G) и
моном u ∈ [X]. Определим редукцию rG,u : R[X] → R[X]. Для любого F ∈ R[X]
если c = Cf(F, uLm(G)), то

rG,u(F ) =

{
F, если ‖c‖ < ‖a‖,
F − buG, если ‖c‖ � ‖a‖, c = ba.

(1.30)

Отметим, что данное определение не зависит от выбора элемента b. Дей-
ствительно, для другого элемента b′ ∈ R, такого что c = b′a, будем иметь
(b− b′) Lc(G) = (b− b′)a = 0 =⇒ (b− b′)G = 0 =⇒ F − buG = F − b′uG.

Для любого монома u ∈ [X] полагаем r0,u = 1R[X].
Заметим, что rG,u(F ) = F , в точности если ‖c‖ < ‖a‖ или c = 0 (в последнем

случае buG = 0).
Определение 1.32. Полином F ∈ R[X] \ 0 назовём π-унитарным, если

Lc(F ) = π‖F‖.

Для любого полинома F ∈ R[X] существуют элемент a ∈ R∗ и такой π-уни-
тарный полином F̊ , что F = aF̊ . Как показано в [2], полином F̊ определяется
по F однозначно.

Пусть даны полином F ∈ R[X] и π-моном V = πiv ∈ [π,X] \ 0. Нам будет
удобно пользоваться следующим обозначением:

CfΓ(F, V ) = γΓ
i (Cf(F, v)).

Также для любого F ∈ R[X] полагаем CfΓ(F, 0) = 0. Ясно, что SuppΓ(F ) =
= {V ∈ [π,X] | CfΓ(F, V ) �= 0} и

F =
∑

V ∈SuppΓ(F )

CfΓ(F, V )V.

Пусть даны полином G ∈ R[X] и π-моном U ∈ [π,X]. Определим редукцию
rΓG, U : R[X] → R[X]. Для любого F ∈ R[X]

rΓG, U (F ) = F − CfΓ(F,U LM(G)) · UG̊. (1.31)

Очевидно, что rΓG,U (F ) = F , в точности если CfΓ(F,U LM(G)) = 0.
Следует отметить, что используемая в (1.31) идея построения редукций,

апеллирующих к разложению (1.19), была реализована ранее в [14] для ко-
лец Галуа (при другом понятии ведущего члена полинома).

Предложение 1.33. Пусть даны полином G ∈ R[X], моном u ∈ [X] и π-мо-
ном U ∈ [π,X]. Тогда для любого полинома F ∈ R[X]

1) rG,u(F ) � F и rΓG,U (F ) �Γ F ;

2) ‖F‖ � ‖rG,u(F )‖ и ‖F‖ � ‖rΓG,U (F )‖.
Доказательство. Первое неравенство из пункта 1) было доказано в [2, пред-

ложение 7]. Докажем второе неравенство.
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Если c = CfΓ(F,U LM(G)) = 0, то rG,u(F ) = F и наше утверждение верно.
Остаётся рассмотреть ситуацию, когда c �= 0.

Пусть cV = CfΓ(F, V ) и dV = CfΓ(G,V ), V ∈ [π,X]. Мы имеем

F =
∑

V �U LM(G)

cV V + cU LM(G) +
∑

V ≺U LM(G)

cV V

и
cUG̊ = cU LM(G) +

∑
V ≺U LM(G)

dV V.

Значит,
rΓG,u(F ) =

∑
V �U LM(G)

cV V +
∑

V ≺U LM(G)

(cV − dV )V. (1.32)

В силу (1.10) все элементы координатного π-носителя второй суммы из (1.32)
младше U LM(G). Тогда SuppΓ(rΓG,U (F )) ≺ SuppΓ(F ) и, значит, rΓG,U (F ) ≺Γ F .

Пункт 2) есть прямое следствие пункта 1).

Положим
S = {rG,u | G ∈ R[X], u ∈ [X]},
SΓ = {rΓG,U | G ∈ R[X], U ∈ [π,X]}. (1.33)

Для χ ⊆ R[X] отображения сечения определим равенствами

Sχ = {rG,u | G ∈ χ, u ∈ [X]},
SΓ

χ = {rΓG,U | G ∈ χ, U ∈ [π,X]}. (1.34)

В силу предложений 1.19 и 1.33 G = (R[X],�, S) и GΓ = (R[X],�Γ, SΓ)
являются консервативными схемами симплификации.

Более того, имеет место следующее утверждение.

Предложение 1.34. Схемы симплификации G и GΓ эквивалентны.

Доказательство. Докажем сначала следующую лемму.

Лемма 1.35. Для любых χ ⊆ R[X] и F ∈ R[X]

SχF ⊆ ŜΓ
χF.

(Здесь множество редукций ŜΓ
χ определяется формулой (1.25).)

Доказательство. Пусть G ∈ χ и u ∈ [X]. В обозначениях (1.30) если G = 0,
или ‖c‖ < ‖a‖, или c = 0, то rG,u(F ) = F ∈ ŜΓ

χF . Остаётся рассмотреть случай,
когда G �= 0, ‖c‖ � ‖a‖ и c �= 0.

Пусть j = ‖c‖ и i = ‖a‖. Имеем
c = πjcj + πj+1cj+1 + . . .+ πn−1cn−1, cα ∈ Γ, α ∈ j, n− 1.

Так как rG,u(F ) = F − (cj + πcj+1 + . . .+ πn−1−jcn−1)πj−iuG̊, то

rG,u(F ) = rΓG,πn−1−iu . . . r
Γ
G,πj+1−iur

Γ
G,πj−iu(F )

и, следовательно, rG,u(F ) ∈ ŜΓ
χF .
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Вернёмся к доказательству предложения 1.34. Так как 0 ∈ NG и 0 ∈ NGΓ ,
то ввиду следствия 1.31 из леммы 1.35 следует, что схема симплификации G
подчинена GΓ.

Обратно, покажем, что схема симплификации GΓ подчинена G. Для это-
го согласно замечанию после предложения 1.30 достаточно доказать, что для
любых χ ⊆ R[X] и F ∈ R[X]

NorGΓ
χ
(F ) = 0 =⇒ NorGχ(F ) = 0. (1.35)

Пусть NorGΓ
χ
(F ) = 0 и H ∈ NorGχ(F ). Тогда H ∈ ŜχF и ввиду леммы 1.35

H ∈ ŜΓ
χF . Значит, NorGΓ

χ
(H) ⊆ NorGΓ

χ
(F ) = 0 и, следовательно, NorGΓ

χ
(H) = 0.

Если χ = ∅, то H = 0. Если χ �= ∅, то существует такой полином G ∈ χ,
что LM(G) делит LM(H), и, значит, H = 0 (поскольку полином H нормален
относительно Gχ). Итак, NorGχ(F ) = 0 и импликация (1.35) доказана.

Несмотря на то, что G и GΓ эквивалентны, следующее легко доказываемое
предложение показывает, что соответствующие множества нормальных полино-
мов в общем случае различны.

Предложение 1.36. Пусть даны система χ ⊆ R[X] и полином F ∈ R[X],
тогда справедливы следующие утверждения:

1) F ∈ NGχ ⇐⇒ Supp(F ) ⊆ [π,X] \ LM(χ)[π,X];
2) F ∈ NGΓ

χ
⇐⇒ SuppΓ(F ) ⊆ [π,X] \ LM(χ)[π,X].

Пример 1.37. Пусть R = Z4 и Γ = {0, 1}. Рассмотрим кольцо полиномов
Z4[x]. Пусть χ = {2}. Полином 3x нормален относительно Gχ и редуцируем
относительно GΓ

χ, так как r
Γ
2,x(3x) = 3x− 2x = x �= 3x.

Схемы симплификации G и GΓ в общем случае не R-линейны (см. опреде-
ление 1.25), тем не менее имеет место следующее утверждение.

Предложение 1.38 ([2]). Для любых полинома G ∈ R[X] \ 0 и монома
u ∈ [X]

rG,u ∈ EndR(π‖G‖R[X]). (1.36)

Из утверждения 1.38 вытекает, что тройка (πdR[X],�, Sχ), где d�max{‖G‖ |
G ∈ χ}, является R-линейной схемой симплификации.

Замечание 1.39. Если ‖G‖ = 0, то Lc(G) ∈ R∗ и мы можем описать редук-
цию одной формулой:

rG,u(F ) = F − Cf(F, uLm(G)) Lc(G)−1uG. (1.37)

Отсюда непосредственно видно, что rG,u ∈ EndR(R[X]).
Если ‖G‖ �= 0, то rG,u, вообще говоря, не является линейным отображением.

Тем не менее для любого элемента a ∈ R∗ имеет место соотношение

rG,u(aF ) = arG,u(F ). (1.38)
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1.4. Стандартные базисы и S-полиномы

В этом разделе по аналогии с известными результатами для полиномов над
полями (см., например, [5, 12]) вводится понятие S-полинома и на его осно-
ве строятся стандартные базисы полиномиального идеала по его произвольной
системе образующих.

Зафиксируем некоторый допустимый порядок � на полугруппе мономов [X]
и семейство представителей классов вычетов Γ ⊆ R (0 ∈ Γ) для R/πR.

Определение 1.40. Будем говорить, что полином F ∈ R[X] обладает пред-
ставлением относительно системы полиномов χ ⊆ R[X], если

F =
m∑

i=1

aiuiGi, (1.39)

где ai ∈ R, ui ∈ [X] и Gi ∈ χ. Параметром представления (1.39) назовём
π-моном

W = max
�

{LM(aiuiGi) | i ∈ 1,m}. (1.40)

При m = 0 полагаем W = 0.

Предложение 1.41 ([2]). Если полином F ∈ R[X] обладает представлени-
ем (1.39) с параметром W , то

LM(F ) �W. (1.41)

Определение 1.42. Представление (1.39) называется H-представлением
(относительно χ), если LM(F ) = W , где W —параметр этого представления.

Рассмотрим естественное отношение делимости | на полугруппе [X]. Оче-
видно, что ([X], ·, |)—упорядоченная полугруппа, изоморфная упорядоченной
полугруппе (Nk

0 ,+,�), где + означает покомпонентное сложение, а порядок �
получается из обычного порядка на N0 по формуле

(a1, . . . , ak) � (b1, . . . , bk) def⇐⇒ a1 � b1, . . . , ak � bk. (1.42)

Мы можем также рассматривать отношение | на [π,X]. Для любых двух
π-мономов U, V ∈ [π,X] существует их точная верхняя грань (НОК(U, V )) и
точная нижняя грань (НОД(U, V )), таким образом ([π,X], |)—решётка. Отме-
тим также, что U | V =⇒ ‖U‖ � ‖V ‖.

Пусть F,G ∈ R[X] \ 0 и LM(F ) = πau, LM(G) = πbv, где a, b ∈ 0, n− 1
и u, v ∈ [X]. Пусть w = НОД(u, v) ∈ [X] и c = max{a, b}. Существуют такие
мономы u′, v′ ∈ [X], что u = wu′ и v = wv′. S-полиномом от F и G назовём
полином

S(F,G) = πc−av′F̊ − πc−bu′G̊. (1.43)

Равенство (1.43) можно рассматривать как представление полинома S(F,G) от-
носительно системы χ = {F̊ , G̊}. Параметром этого представления будет π-мо-
ном πcu′v′w, он называется начальным параметром S-полинома S(F,G).

Для удобства полагаем S(F, 0) = S(0, G) = 0 для любых полиномов F,G ∈
∈ R[X], причём параметр в этом случае считается равным 0.
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Отметим, что для любых полиномов F,G ∈ R[X] начальный параметр S-по-
линома равен НОК(LM(F ),LM(G)).

Определение 1.43. Систему полиномов χ ⊆ R[X] назовём π-однородной,
если все полиномы из χ имеют одну и ту же норму.

Любую систему χ ⊆ R[X] можно представить в виде объединения π-одно-
родных подсистем:

χ = χ0 ∪ χ1 ∪ . . . ∪ χt. (1.44)

Положим αs = ‖χs‖, s ∈ 0, t. Используя разложение (1.44), всегда будем
считать, что

0 � α0 < α1 < . . . < αt < n. (1.45)

B R[X] найдутся такие системы полиномов ψs, s ∈ 0, t, что

παsψs = χs, s ∈ 0, t. (1.46)

Также для удобства записи положим χt+1 = ψt+1 = ∅ и αt+1 = ‖χt+1‖ = n.
Следующая теорема является аналогом леммы о композиции (см., напри-

мер, [5, 12]) из теории базисов Грёбнера над полями.

Теорема 1.44. Пусть χ—непустая система полиномов из идеала I кольца
R[X], представленная в виде объединения π-однородных подсистем (1.44) со
свойством (1.45), пусть также выбраны системы полиномов ψs, s ∈ 0, t+ 1, такие
что выполняется условие (1.46). Тогда эквивалентны следующие утверждения:
1) χ—G-стандартный базис идеала I;

1Γ) χ—GΓ-стандартный базис идеала I;
2) LM(I) = LM(χ)[π,X]—идеал полугруппы [π,X], порождённый LM(χ);
3) для любого F ∈ I существует G ∈ χ, такой что LM(G) | LM(F );
4) любой полином F ∈ I обладает H-представлением относительно χ;
5) I = (χ) и NorGχ(S(G1, G2)) = 0 для любых G1, G2 ∈ χ;

5Γ) то же, что и 5), только для GΓ;
6) I = (χ) и NorGχ(S(G1, G2)) � 0 для любых G1, G2 ∈ χ;

6Γ) то же, что и 6), только для GΓ;
7) I = (χ) и для любых G1, G2 ∈ χ либо S(G1, G2) = 0, либо S-полином

S(G1, G2) обладает представлением с параметром, меньшим его начально-
го параметра;

8) I = (χ) и для любого j ∈ 0, t и любого F ∈ παjR[X] справедливо

N1, N2 ∈ NorGχ0∪...∪χj (F ) =⇒
=⇒ N1 −N2 ∈ (παj+1ψ0 ∪ . . . ∪ παj+1ψj ∪ χj+1 ∪ . . . ∪ χt);

9) I = (χ) и GΓ
χ — схема симплификации с канонизацией.

Доказательство. Эквивалентность условий 1), 2), 3), 4), 5), 6), 7) и 8) была
установлена ранее в [2]. Тем не менее для полноты изложения мы приведём
здесь всё доказательство.
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Эквивалентность 1) ⇐⇒ 1Γ) следует из предложения 1.34.
Эквивалентность 2) ⇐⇒ 3) очевидна.
Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Пусть F ∈ I и H ∈ NorGχ(F ), тогда

H = 0. Иначе ввиду пункта 4) полином H ∈ I был бы редуцируем.
Проверим импликацию 1) =⇒ 4). Если F = 0, то утверждение верно триви-

альным образом. Пусть F �= 0. Согласно 1) существует такая последовательность
редукций r1, . . . , rm ∈ Sχ (m � 1), что

F = F0
r1�−→ F1

r2�−→ . . .
rm�−→ Fm = 0, F0 � F1 � . . . � Fm. (1.47)

Пусть ri = rGi,ui , где Gi ∈ χ, ui ∈ [X] при i ∈ 1,m. Имеем F − a1u1G1 − . . . −
− amumGm = Fm = 0, что даёт нам представление (1.39) F относительно χ.
Остаётся доказать, что параметр этого представления будет равен LM(F ).

Так как для любого i ∈ 1,m справедливо ri(Fi−1) �= Fi−1, то для лю-
бого i ∈ 1,m выполнено LM(aiuiGi) � LM(Fi−1). В силу (1.47) имеем
LM(F0) � LM(F1) � . . . � LM(Fm−1).

Значит, для любого i ∈ 1,m

LM(aiuiGi) � LM(F ).

Поэтому параметрW представления (1.39) не превосходит LM(F ) (относительно
порядка �). Учитывая предложение 1.41, получаем W = LM(F ).

Докажем импликацию 4) =⇒ 3). Пусть F ∈ I. Если F = 0, то LM(F ) = 0
делится на LM(G) для любого G ∈ χ. Считаем, что F �= 0. Согласно 5) F обла-
дает H-представлением вида (1.39). По определению H-представления имеем

LM(F ) = max{LM(aiuiGi) | i ∈ 1,m} = LM(ai0ui0Gi0) = LM(ai0ui0) LM(Gi0),

и, значит, LM(Gi0) | LM(F ).
Импликации 1) =⇒ 5) и 1Γ) =⇒ 5Γ) следуют из предложения 1.28.
Импликации 5) =⇒ 6) и 5Γ) =⇒ 6Γ) очевидны.
Импликации 6) =⇒ 7) и 6Γ) =⇒ 7) доказываются аналогично импликации

1) =⇒ 5).
Докажем иммликацию 7) =⇒ 4). Допустим, условие 4) не выполнено. Тогда

существует полином F ∈ I \0, не имеющий H-представления. Тем не менее вви-
ду того, что I = (χ), полином F имеет представление относительно системы χ.
Из всех возможных представлений (1.39) полинома F выберем имеющие наи-
меньший параметр W ∈ [π,X], а из отобранных возьмём такое представление,
что мощность множества

T = {i ∈ 1,m | LM(aiuiGi) = W} (1.48)

минимальна. Так как F не обладает H-представлением, то LM(F ) ≺ W и, зна-
чит, |T | � 2. Меняя, если необходимо, нумерацию, можно считать, что 1, 2 ∈ T .
Имеем W = LM(a1u1G1) = LM(a2u2G2), поэтому LM(G1) | W и LM(G2) | W .
Значит, W = UW0, где W0 = НОК(LM(G1),LM(G2)) и U ∈ [π,X]. Существуют
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π-мономы V1, V2 ∈ [π,X], такие что W0 = V1 LM(G1), W0 = V2 LM(G2). Соглас-
но пункту 8) S-полином S(G1, G2) = V1G̊1 − V2G̊2 обладает представлением

V1G̊1 − V2G̊2 =
m∑

i=1

a′iu
′
iGi (1.49)

с параметром, меньшим исходного параметра W0 (добавляя в случае необходи-
мости нулевые слагаемые, можно считать, что множества индексов в представ-
лениях (1.39) и (1.49) совпадают), то есть

W0 � max{LM(a′iu
′
iGi) | i ∈ 1,m}. (1.50)

По предположению существуют такие элементы r1 ∈ R∗ и r2 ∈ R∗, что
Lt(a1u1G1) = r1W и G̊2 = r2G2. Тогда Lt(a1u1G1) = r1UV1 LM(G̊1) и a1u1G1 =
= r1UV1G̊1. Домножив левую и правую части равенства (1.49) на r1U , получаем

a1u1G1 − r1r2UV2G2 =
m∑

i=1

r1a
′
iUu

′
iGi. (1.51)

Из формул (1.39) и (1.51) следует, что

F = r1a
′
1Uu

′
1G1 +(a2u2 +r1r2UV2 +r1a

′
2Uu

′
2)G2 +

m∑
i=3

(aiui +r1a
′
iUu

′
i)Gi. (1.52)

Эта равенство есть представление полинома F , причём, как следует из соот-
ношения (1.50) и выбора разложения (1.39), или параметр этого представления
меньше W , или мощность множества T ′, определяемого аналогично множе-
ству T , будет меньше мощности T . В любом случае приходим к противоречию
с минимальностью величин W и |T |.

Проверим импликации 3) =⇒ 8) и 4) =⇒ 8). Пусть ‖F‖ � αj и N1, N2 ∈
∈ NorGχ0∪...∪χj (F ). Положим H = N1 −N2 ∈ I. Ввиду предложения 1.33 имеем
‖N1‖, ‖N2‖ � αj , а значит, и ‖H‖ � αj . Покажем, что ‖H‖ � αj+1. Допустим
противное: ‖H‖ < αj+1. Согласно пункту 4) существует такой полином G ∈ χ,
что LM(G) | LM(H). Так как ‖LM(H)‖ = ‖H‖ < αj+1, то G ∈ χ0 ∪ . . . ∪ χj .
По крайней мере один из коэффициентов Cf(N1,Lm(H)) и Cf(N1,Lm(H)) не
равен 0. Пусть Cf(N1,Lm(H)) �= 0. Так как ‖Cf(N1,Lm(H))‖ � αj , то по-
лином N1 можно редуцировать с помощью полинома G, что противоречит его
нормальности. Итак, ‖H‖ � αj+1. Покажем, что

H ∈ (παj+1ψ0 ∪ . . . ∪ παj+1ψj ∪ χj+1 ∪ . . . ∪ χt). (1.53)

Если H = 0, то это очевидно. Пусть H �= 0, тогда согласно пункту 5) полином H
обладает H-представлением

H =
m∑

i=1

aiuiGi. (1.54)

Так как LM(H) = max{LM(aiuiGi) | i ∈ 1,m}, то для любого i ∈ 1,m

‖LM(aiuiGi)‖ � ‖LM(H)‖ � αj+1. (1.55)
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Значит, для любого i ∈ 1,m справедливо ‖ai‖ � αj+1 − ‖Gi‖, что доказывает
включение (1.53).

Убедимся, что 8) =⇒ 1). Пусть F ∈ I, тогда, так как I = (χ), будем иметь

F =
t∑

j=0

mj∑
s=1

a(j)
s u(j)

s G(j)
s , (1.56)

где G(j)
s ∈ χj для любого s ∈ 1,mj . Согласно лемме 1.24 существует композиция

одношаговых редукций ρ0 ∈ Ŝχ0 , такая что для любого s ∈ 1,m0

ρ0(a(0)
s u(0)

s G(0)
s ) ∈ NorGχ0

(a(0)
s u(0)

s G(0)
s ). (1.57)

Так как 0 ∈ NorGχ0
(a(0)

s u
(0)
s G

(0)
s ) для любого s ∈ 1,m0, то согласно пункту 9)

имеем
ρ0(a(0)

s u(0)
s G(0)

s ) ∈ (πα1ψ0 ∪ χ1 ∪ . . . ∪ χt) (1.58)

для любого s ∈ 1,m0. С другой стороны,

ρ0(a(j)
s u(j)

s G(j)
s ) ≡ a(j)

s u(j)
s G(j)

s (mod πα1ψ0) (1.59)

для любых j ∈ 1, t, s ∈ 1,mj . Учитывая предложение 1.38, из соотношений
(1.56), (1.58) и (1.59) получаем

ρ0(F ) =
t∑

j=0

mj∑
s=1

ρ0(a(j)
s u(j)

s G(j)
s ) ∈ (πα1ψ0 ∪ χ1 ∪ . . . ∪ χt). (1.60)

Рассуждая аналогично, находим такую редукцию ρ1 ∈ Ŝχ0∪χ1 , что

ρ1ρ0(F ) ∈ (πα2ψ0 ∪ πα2ψ1 ∪ χ2 ∪ . . . ∪ χt). (1.61)

В итоге мы получим серию редукций ρ0, ρ1, . . . , ρt ∈ Ŝχ, для которой
ρt . . . ρ1ρ0(F ) = 0. Значит, условие из пункта 1) выполнено.

Докажем импликацию 3) =⇒ 9). Пусть F ∈ R[X] и N1, N2 ∈ NorGΓ
χ
(F ).

Допустим, что H = N1 − N2 �= 0, тогда LM(H) = πiu �= 0. Поскольку H ∈ I,
то согласно 3) существует полином G ∈ χ, такой что LM(G) | LM(H). Имеем
LM(G) = πjv, где j � i и v | u. Так как N1 и N2 нормальны относительно GΓ

χ,
то

Cf(Nα, u) = aα
0 + aα

1 π + . . .+ aα
j−1π

j−1,

где α ∈ {1, 2} и aα
β ∈ Γ, β ∈ 0, j − 1. Поскольку Cf(N1, u) − Cf(N2, u) = Lc(H)

и ‖Lc(H)‖ = i � j, то согласно предложению 1.16 a1
β = a2

β для β ∈ 0, j − 1.
Значит, Cf(N1, u) = Cf(N2, u) и, следовательно, Lc(H) = 0, что противоречит
нашему предположению. Полученное противоречие доказывает, что N1 = N2 и,
следовательно, GΓ — схема симплификации с канонизацией.

Проверим импликацию 9) =⇒ 5Γ). Пусть полиномы G1, G2 ∈ χ таковы, что
существует H ∈ NorGΓ

χ
(S(G1, G2)), H �= 0. Согласно определению S-полинома

S(G1, G2) = UG̊1 − V G̊2, где U, V ∈ [π,X] и U LM(G1) = V LM(G2). Пусть
V = πiv и U = πju, тогда rG1,u(UG̊1) = 0 и rG2,v(UG̊1) = S(G1, G2).
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Из этих формул и леммы 1.35 следует, что 0, S(G1, G2) ∈ ŜΓ
χ · UG̊1. Значит,

0,H ∈ NorGΓ
χ
(UG̊1) и, следовательно, схема симплификации GΓ

χ не обладает
свойством канонизации.

Теорема 1.44 показывает, что классы G-стандартных базисов и GΓ-стандарт-
ных базисов совпадают. Поэтому в дальнейшем мы будем употреблять термины
«стандартный базис» и «стандартная система» без указания схемы симплифи-
кации.

Тем не менее, чтобы отличить рассматриваемые здесь стандартные базисы
от базисов из [12, 14, 15,23] (см. замечание после теоремы 1.4), мы говорим, что
G- и GΓ-стандартные базисы согласованы с нормой (1.9) кольца R.

Замечание 1.45. Ни в определении 1.29, ни в теореме 1.44 не предполага-
ется конечность множества χ. Например, любой идеал I является тривиальным
примером собственного стандартного базиса.

Отметим, что согласно определению 1.29 система χ = ∅ является стандарт-
ным базисом только для нулевого идеала.

Стандартный базис χ произвольного идеала I может содержать 0. Тем не
менее система χ \ 0 также является стандартным базисом I.

Условия 6) и 7) теоремы 1.44 позволяют построить эффективную проце-
дуру, определяющую, является ли некоторое конечное множество полиномов
χ ⊂ R[X] стандартной системой. Более того, алгоритм 1.46, формально повто-
ряющий известный алгоритм для полей, вычисляет стандартный базис идеала,
заданного конечной системой образующих.

Алгоритм 1.46 ([2]). Вычисление стандартного базиса.

INPUT: φ = {F1, . . . , Fs} ⊂ R[X]

OUTPUT: χ = {G1, . . . , Gt}— стандартный базис идеала (φ)

INITIALIZATION: χ := φ, G = {(Fi, Fj) | 1 � i < j � s}
WHILE G �= ∅ DO

Выбираем произвольно (F,G) ∈ G
G := G \ {(F, G)}
Вычисляем любой элемент H ∈ NorGχ(S(F,G))

IF H �= 0 THEN

G := G ∪ {(U,H) | U ∈ χ}
χ := χ ∪ {H}

END IF

END WHILE

RETURN χ
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Предложение 1.47. Любой идеал кольца R[X] обладает конечным стандарт-
ным базисом.

Доказательство. Так как кольцо R[X] нётерово, любой его идеал имеет
конечную систему образующих. Применяя к этой системе образующих алго-
ритм 1.46, получаем конечный стандартный базис исходного идеала.

Замечание 1.48. Роль полугруппы (моноида) [π,X] в наших рассмотрениях
аналогична роли основного моноида Γ, используемого при построении граду-
ированных структур из [13, 20, 24]. Вместе с тем полугруппа [π,X] не явля-
ется полугруппой с сокращением, тогда как моноид Γ, согласно определению
градуированной структуры, должен обладать этим свойством. Таким образом,
предлагаемая здесь конструкция не покрывается теорией градуированных струк-
тур.

1.5. Минимальные и редуцированные стандартные базисы

Зафиксируем некоторый допустимый порядок � на полугруппе мономов [X]
и семейство представителей классов вычетов Γ ⊆ R (0, 1 ∈ Γ) для R/πR.

Определение 1.49. Пусть S = (M,�, S)—консервативная схема симпли-
фикации на MR (см. определение 1.27). Элемент m ∈ M назовём S-самореду-
цированным или S-самонормальным, если для любой редукции s ∈ S{m} или
sm = m, или sm = 0. В противном случае будем говорить, что m является
S-саморедуцируемым.

Согласно определению 1.27 S{0} либо пусто, либо содержит только тожде-
ственное отображение. Таким образом, 0 является S-саморедуцированным для
любой схемы симплификации S.

Предложение 1.50. Для π-унитарного полинома G ∈ R[X] эквивалентны
следующие условия:

1) G G-самонормален;
2) G GΓ-самонормален;
3) Supp(G) ∩ LM(G)[π,X] ⊆ {LM(G)}.

Доказательство. Если G = 0, то все три условия выполняются (условие из
пункта 3) принимает вид ∅ ⊆ {0}). Пусть теперь G �= 0.

Проверим импликацию 1) =⇒ 3). Допустим, что существует π-моном U �=
�= LM(G), такой что U ∈ Supp(G)∩LM(G)[π,X]. Имеем U = πav LM(G), причём
v ∈ [X] \ {1} и a � 1, поскольку LM(G)—наибольший элемент в Supp(G).
Значит, rG,v(G) /∈ {0, G}, что противоречит условию 1).

Импликация 2) =⇒ 3) доказывается аналогично импликации 1) =⇒ 3).
Импликации 3) =⇒ 1) и 3) =⇒ 2) очевидны.

π-унитарные полиномы, удовлетворяющие условиям 1)—3) предложения 1.50,
будем называть самонормальными (без указания схемы симплификации).
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Предложение 1.51. Имеют место следующие утверждения.

1. Пусть полином G ∈ R[X] G-саморедуцируем (GΓ-саморедуцируем) и
r ∈ S{G} (r ∈ SΓ

{G}) — такая редукция, что r(G) /∈ {0, G}. Тогда r(G) = HG

для некоторого H ∈ R[X]∗.
2. Для любого полинома G ∈ R[X] существуют самонормальный полином
F ∈ R[X] и обратимый полином H ∈ R[X]∗, такие что GH = F .

Доказательство.
1. Пусть r = rG,u, u ∈ [X]. Так как r(G) /∈ {0, G}, то u �= 1 и

‖Cf(G, uLm(G))‖ � ‖Lc(G)‖. Элемент b ∈ R, такой что Cf(G, uLm(G)) =
= bLc(G), не может быть обратимым (иначе LM(G) не будет наибольшим
элементом в Supp(G)). Значит, b ∈ πR, 1 − bu ∈ R[X]∗, что и доказывает
наше утверждение, так как r(G) = rG,u(G) = G− buG = (1 − bu)G.

Рассмотрим теперь случай схемы симплификации GΓ. Пусть r = rΓG,U ,

U ∈ [π,X]. Так как r(G) /∈ {0, G}, то U �= 1 и CfΓ(G,U LM(G)) �= 0. Так
как LM(G)—наибольший элемент в SuppΓ(G), то ‖U‖ � 1 и, следовательно,
1 − CfΓ(G,U LM(G))U ∈ R[X]∗.

2. Пусть G есть G-саморедуцируемый полином, тогда существует такая ре-
дукция rG,u, что rG,u(G) /∈ {0, G}. Будем производить эти редукции до по-
лучения G-самонормального полинома A. Данный процесс завершится за ко-
нечное число шагов, поскольку порядок � из схемы симплификации G (см.
раздел 1.2) удовлетворяет условию обрыва убывающих цепочек, а редукции при-
водят к уменьшению полинома относительно этого порядка. Согласно первому
утверждению мы будем иметь A = BG, где B ∈ R[X]∗. Пусть Å = aA, a ∈ R∗,
тогда согласно предложению 1.50 полиномы F = aA и H = aB удовлетворяют
требованиям предложения.

В частном случае, когда G—полином от одной переменной, пункт 2 предло-
жения 1.51 совпадает с известной теоремой Крулля (см. [16] или [7]).

Пример 1.52. В кольце Z4[x1, x2] полином G = x1x2 + 1 + 2x1x
2
2 является

G-саморедуцируемым, так как rG,x2(G) = G − 2x2G = x1x2 + 1 + 2x2 �= G.
Полученный полином rG,x2(G) = x1x2 + 1 + 2x2 = (1 − 2x2)G самонормален.

Определение 1.53. Пусть S = (M,�, S)—консервативная схема симплифи-
кации на MR. Систему элементов χ ⊆M назовём S-редуцированной, если для
любого элемента m ∈ χ выполнены следующие условия:

1) m является S-самонормальным;
2) m нормален относительно схемы симплификации Sχ\{m}.

В противном случае будем говорить, что система χ является S-редуцируемой.
Замечание 1.54. Пусть конечная система ψ ⊂ R[X] G-редуцируема (GΓ-ре-

дуцируема), тогда существует полином G ∈ ψ, который или G-саморедуцируем
(GΓ-саморедуцируем), или G-редуцируем (GΓ-редуцируем) относительно систе-
мы χ\{G}. Заменив полином G в системе ψ на результат его редуцирования, мы
получим новую систему ψ′. Предложение 1.51 показывает, что ψ′R[X] = ψR[X].
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Применив некоторое число раз подобную процедуру, мы получим такую ре-
дуцированную систему χ, что χR[X] = ψR[X]. Этот процесс завершится за
конечное число шагов, поскольку порядок � из схемы симплификации G (см.
раздел 1.2) удовлетворяет условию обрыва убывающих цепочек, а редукции при-
водят к уменьшению полинома относительно этого порядка.

Алгоритм 1.55 реализует описанную выше процедуру редуцирования систем
полиномов.

Алгоритм 1.55 ([2]). Редуцирование систем полиномов.

INPUT: ψ = {F1, . . . , Fs} ⊂ R[X]

OUTPUT: χ = {G1, . . . , Gt}—G-редуцированная (GΓ-редуцированная)

система полиномов, такая что (χ) = (ψ)

INITIALIZATION: χ := ψ

START:

FOR EACH G ∈ χ

IF G G-саморедуцируем (GΓ-саморедуцируем) THEN

Выбираем редукцию r ∈ S{G} (r ∈ SΓ
{G}),

такую что r(G) /∈ {0, G}
χ := χ \ {G}, χ := χ ∪ {r(G)}
GOTO START

END IF

IF G G-редуцируем (GΓ-редуцируем) относительно χ \ {G} THEN
Выбираем H ∈ NorGχ\{G}(G) (H ∈ NorGΓ

χ\{G}
(G))

χ := χ \ {G}, χ := χ ∪ {H}
GOTO START

END IF

END FOR

RETURN χ

В дальнейшем нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 1.56. Пусть ψ ⊂ R[X]—конечная система полиномов c попар-
но различными ведущими π-мономами и множество LM(ψ) является антицепью
относительно порядка делимости. Если χ есть результат приведения ψ к G-реду-
цированному (GΓ-редуцированному) виду с помощью алгоритма 1.55, то тогда
|ψ| = |χ| и LM(ψ) = LM(χ).

Доказательство. При саморедуцировании мы заменяем полином G на
r(G) = HG, H ∈ R[X]∗ (предложение 1.51, 1)). Следовательно, LM(r(G)) =
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= LM(H) LM(G) = LM(G). При редуцировании G относительно χ \ {G} ве-
дущий π-моном LM(G) не затрагивается, поскольку LM(ψ) является антице-
пью.

Определение 1.57. Пусть S = (M,�, S)—консервативная схема симплифи-
кации на MR. S-стандартный базис χ подмодуля A � MR назовём минималь-
ным, если никакая собственная часть χ не является S-стандартным базисом A.

S-стандартный базис χ подмодуля A � MR назовём S-редуцированным,
если множество χ является S-редуцированной (см. определение 1.53) системой
и 0 /∈ χ.

Поскольку согласно теореме 1.44 классы G- и GΓ-стандартных базисов сов-
падают, понятие минимального базиса идеала не зависит от выбора схемы сим-
плификации G или GΓ. Поэтому в дальнейшем мы будем употреблять термин
минимальный стандартный базис без указания схемы симплификации.

Пусть (M,�)—упорядоченное множество. Совокупность минимальных эле-
ментов M относительно � будем обозначать min(M,�). Ясно, что для любого
упорядоченного множества (M,�) совокупность min(M,�) будет антицепью.

Определение 1.58. Множеством обструкций идеала I � R[X] называется
совокупность π-мономов

O(I) = min(LM(I), |). (1.62)

Отметим, что множество обструкций неявно зависит от выбора допустимого
порядка на [X], так как от этого выбора зависит LM(I).

Предложение 1.59 ([2]).
1. Упорядоченное множество ([π,X], |) конечно свободно (то есть оно содер-
жит лишь конечные антицепи).

2. Полугруппа [π,X] нётерова (то есть любой её полугрупповой идеал конеч-
но порождён).

Так как отношение делимости удовлетворяет условию минимальности, то
O(I) всегда непусто. Более того, O(I)—антицепь в ([π,X], |), и, следовательно,
согласно предложению 1.59 O(I) всегда конечно.

Лемма 1.60. Пусть I —идеал в R[X] и χ— стандартный базис идеала I.
Тогда GΓ

I и GΓ
χ — схемы симплификации с канонизацией и

CanGΓ
I

= CanGΓ
χ
. (1.63)

Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы 1.44 и того, что
множества I и χ являются стандартными базисами I.

Докажем равенство (1.63). Пусть F ∈ R[X], тогда согласно предложению 1.36
полиномы CanGΓ

I
(F ) и CanGΓ

χ
(F ) нормальны относительно GΓ

χ. Используя те же
рассуждения, что и при доказательстве импликации 4) =⇒ 9) из теоремы 1.44,
находим, что CanGΓ

I
(F ) = CanGΓ

χ
(F ).

Лемма 1.60 показывает, что отображение CanGΓ
χ
не зависит от выбора стан-

дартного базиса χ идеала I.
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Теорема 1.61. Пусть I —ненулевой идеал в R[X], тогда имеют место следу-
ющие утверждения.

1. Система χ ⊆ I является стандартным базисом I, если и только если
O(I) ⊆ LM(χ).

2. Стандартный базис χ идеала I минимален в том и только том случае,
когда |χ| = |O(I)|.

3. Любой G-редуцированный стандартный базис является минимальным.
4. Любой GΓ-редуцированный стандартный базис является G-редуцирован-
ным.

5. Идеал I обладает единственным GΓ-редуцированным стандартным бази-
сом, состоящим из π-унитарных полиномов.

Доказательство. Утверждения 1—3 доказаны в [2, теорема 3]. Утвержде-
ние 4 следует из леммы 1.35.

Докажем утверждение 5. Из произвольного стандартного базиса χ идеала I
(например, можно положить χ = I) получим минимальный стандартный базис,
выбрав из χ для каждого U ∈ O(I) ровно по одному полиному с ведущим π-мо-
номом, равным U (см. 1 и 2). Применив к найденному базису алгоритм 1.55,
получим GΓ-редуцированный стандартный базис идеала I. Заменяя в этом ба-
зисе каждый полином G на G̊, получим искомый базис.

Докажем единственность. Пусть χ и ψ—GΓ-редуцированные стандартные
базисы идеала I, состоящие из π-унитарных полиномов. Пусть полиномы F ∈ χ
и G ∈ φ таковы, что LM(F ) = LM(G) = U . Имеют место следующие представ-
ления: F = U − F0 и G = U −G0. Согласно лемме 1.60 имеем

F0 = CanGΓ
χ
(U) = CanGΓ

ψ
(U) = G0,

и, следовательно, F = G.

Следующее предложение показывает, насколько однозначно определены па-
раметры минимальных и G-редуцированных стандартных базисов. Отметим, что
аналогичные утверждения были доказаны ранее для канонической системы об-
разующих (см. [7,9, 10]).

Предложение 1.62 ([2]). Пусть χ = χ0 ∪ . . . ∪ χt и φ = φ0 ∪ . . . ∪ φs —
минимальные стандартные базисы идеала I, представленные в виде (1.44) со
свойством (1.45). Тогда t = s, |χi| = |φi| и ‖χi‖ = ‖φi‖ = αi, i ∈ 0, t.

Если, кроме того, стандартные базисы χ и φ являются G-редуцированными,
то χi ≡ φi(I ∩ παi+1R[X]), i ∈ 0, t.

Пример 1.63. Отметим, что, в отличие от GΓ-редуцированного стандартно-
го базиса, G-редуцированный стандартный базис определяется, вообще говоря,
неоднозначно. Например, для R[X] = Z4[x1] системы полиномов {x2

1 + x1, 2x1}
и {x2

1 + 3x1, 2x1} являются редуцированными стандартными базисами одного и
того же идеала и только первая из них есть GΓ-редуцированный стандартный
базис (при Γ = {0, 1}).
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2. Стандартные базисы и вычисления в идеалах

2.1. Основные свойства стандартных базисов

Зафиксируем некоторый допустимый порядок � на полугруппе мономов [X]
и семейство представителей классов вычетов Γ ⊆ R (0 ∈ Γ).

Пусть даны идеал I � R[X], порождённый системой полиномов ψ =
= {F1, . . . , Fl}, и полином F ∈ R[X]. Рассматриваемые стандартные базисы
позволяют определить, лежит полином F в идеале I или нет (проблема вхо-
ждения), и, если лежит, найти полиномы H1, . . . , Hl ∈ R[X], такие что

F = H1F1 + . . .+HlFl. (2.1)

А именно, пусть χ = {G1, . . . , Gm}— стандартный базис идеала I = ψR[X].
С помощью последовательного редуцирования вычислим какой-нибудь полином
L ∈ NorGχ(F ). Тогда согласно определению 1.29

F ∈ I ⇐⇒ L = 0.

Пусть L = 0, тогда F = K1G1 + . . . +KmGm, при этом полиномы Ki, i ∈ 1,m,
могут быть получены в процессе редуцирования F . Существует матрица Tl×m

с коэффициентами из R[X], такая что

(G1, . . . , Gm) = (F1, . . . , Fl)T.

Матрица T может быть построена при вычислении стандартного базиса χ, для
этого на каждом шаге алгоритма 1.46 нужно сохранять соответствующую ин-
формацию о редукциях.

Вектор
(H1, . . . , Hl) = (K1, . . . ,Km)T t

представляет собой искомый набор коэффициентов в разложении (2.1) (здесь
символ t означает взятие транспонированной матрицы).

Пусть идеалы I и J заданы конечными системами порождающих. Ясно, что
алгоритм, решающий проблему вхождения, позволяет также определять, выпол-
няются ли соотношения I ⊆ J и I = J .

Отметим, что все описанные выше задачи могут быть решены с помощью
стандартных базисов из [12, 14,23].

Следующей важной задачей является определение системы представителей
классов вычетов R[X] по идеалу I. Мы рассмотрим более общий случай.

Предложение 2.1. Пусть даны идеалы I, J �R[X], такие что I ⊆ J , и пусть
GU , U ∈ LM(J) \ LM(I), — система полиномов из J , таких что Lt(GU ) = U .
Тогда множество полиномов вида ∑

U∈LM(J)\LM(I)

aUGU (2.2)

(где лишь конечное число коэффициентов aU ∈ Γ отлично от 0) образует систе-
му представителей классов вычетов J по I.
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Доказательство. Пусть H —некоторый ненулевой полином из J , такой
что SuppΓ(H) ⊆ [π,X] \ LM(I). Тогда LM(H) ∈ LM(J) \ LM(I). Пусть a =
= CfΓ(H,LM(H)) ∈ Γ, положим

H̃ = CanGΓ
I
(H − aGLM(H)).

Ясно, что полином H̃ лежит в J , SuppΓ(H) ⊆ [π,X]\LM(I) и LM(H̃) ≺ LM(H).
Пусть теперь F ∈ J , положим F0 = CanGΓ

I
(F ). Предположим, что поли-

ном Fi, i � 0, уже построен. Если Fi = 0, заканчиваем построение, иначе
полагаем Fi+1 = F̃i. Этот процесс обязательно оборвётся, поскольку

LM(F0) � LM(F1) � . . . .

Значит, найдётся такой номер m ∈ N0, что F0, . . . , Fm−1 не равны 0, а Fm ра-
вен 0. Имеем

0 = Fm
I≡ Fm−1 − CfΓ(Fm−1,LM(Fm−1))GLM(Fm−1)

I≡ . . .
I≡

I≡ F0 −
m−1∑
i=0

CfΓ(Fi,LM(Fi))GLM(Fi)

(символ
I≡ означает равенство по модулю идеала I), и, следовательно,

F
I≡

m−1∑
i=0

CfΓ(Fi,LM(Fi))GLM(Fi).

Докажем теперь, что при различных aU полиномы (2.2) попарно несравнимы
по модулю I. Допустим

l∑
i=1

aiGUi

I≡
l∑

i=1

biGUi , (2.3)

где U1 ≺ . . . ≺ Ul — π-мономы из LM(J) \ LM(I) и ai, bi ∈ Γ, i ∈ 1, l. Если
al−bl ∈ R∗, то ведущий π-моном разности левой и правой части сравнения (2.3)
будет равен LM(GUl) = Ul, что невозможно, поскольку Ul /∈ LM(I). Значит,
al − bl ∈ πR и, следовательно, al = bl. Рассуждая аналогично, докажем, что
ai = bi, i ∈ 1, l.

Из доказательства предложения 2.1 видно, что для полинома F ∈ J предста-
витель класса вычетов F + I вида (2.2) может быть эффективно вычислен.

Из предложения 2.1 легко получить следующие три следствия.

Следствие 2.2. Для идеала I �R[X] множество полиномов вида∑
U∈[π,X]\LM(I)

aUU

(где лишь конечное число коэффициентов aU ∈ Γ отлично от 0) образует систе-
му представителей классов вычетов R[X] по I.
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Следствие 2.3. Пусть поле вычетов R̄ конечно и идеалы I, J � R[X] та-
ковы, что I ⊆ J . Тогда модуль J/I конечен, если и только если множество
LM(J) \ LM(I) конечно, причём в этом случае

|J/I| = |R̄||LM(J)\LM(I)|. (2.4)

Отметим, что при J = R[X] и унитарном I формула (2.4) была получена
ранее в [17].

Следствие 2.4. Пусть даны идеалы I, J�R[X], такие что I ⊆ J и πJ ⊆ I. То-
гда полиномы GU , выбираемые так же, как и в предложении 2.1, образуют базис
(J/I)R̄ (с естественной структурой R̄-пространства). И значит, в частности,

dim(J/I)R̄ = |LM(J) \ LM(I)|.
Заметим, что ввиду пункта 3) теоремы 1.44 параметр |LM(J) \ LM(I)|, фи-

гурирующий в предыдущих двух следствиях, может быть эффективно вычислен
исходя из стандартных базисов идеалов I и J .

В следующем предложении устанавливаются свойства стандартных базисов,
аналогичные свойствам канонической системы образующих из [10] (см. [10,
теорема 4.11]).

Предложение 2.5 ([2]). Пусть χ = χ0 ∪ . . . ∪ χt — стандартный базис идеа-
ла I, представленный в виде (1.44) со свойством (1.45). Выберем системы по-
линомов ψs, s ∈ 0, t+ 1, так, чтобы выполнялось условие (1.46). Пусть также
задано число a ∈ 0, n и j0 = min{j ∈ 0, t+ 1 | a � αj}. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) χ0 ∪ . . . ∪ χj0−1 ∪ {πa}— стандартный базис идеала I + πaR[X];
2) ψ0 ∪ . . . ∪ ψj0−1 ∪ παj0−aψj0 ∪ . . . ∪ παt−aψt ∪ {πn−a}— стандартный базис

идеала (I : πa);
3) πaψ0∪ . . .∪πaψj0−1∪χj0 ∪ . . .∪χt — стандартный базис идеала I ∩πaR[X].

2.2. Модуль сизигий и вычисления в идеалах

В этом разделе мы доказываем теорему о порождающих модуля сизигий
системы полиномов из R[X] и с её помощью решаем ряд алгоритмических задач
об идеалах в R[X].

Здесь и в дальнейшем элементы свободного R[X]-модуля R[X]d, d ∈ N, мы
записываем как строки длины d. Система векторов

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ed = (0, 0, . . . , 1)

образует базис R[X]dR[X].

Определение 2.6. Модулем сизигий системы полиномов F1, . . . , Fl ∈ R[X]
называется множество

Syz(F1, . . . , Fl) = {(H1, . . . , Hl) ∈ R[X]l | F1H1 + . . .+ FlHl = 0}. (2.5)
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Очевидно, что Syz(F1, . . . , Fl) является R[X]-подмодулем в R[X]l.
Пусть G1, . . . , Gm ∈ R[X] образуют стандартную систему π-унитарных по-

линомов. Тогда согласно теореме 1.44 для любых i, j ∈ 1,m, i �= j, S-полином
S(Gi, Gj) = VijGi − UijGj обладает H-представлением относительно системы
полиномов χ = {G1, . . . , Gm}, а именно

VijGi − UijGj =
m∑

α=1

( mα∑
k=1

ak
ijαu

k
ijα

)
Gα,

где ak
ijα ∈ R, uk

ijα ∈ [X] и LM(ak
ijαu

k
ijαGα) � LM(S(Gi, Gj)). Вектор

sij = Vijei − Uijej −
m∑

α=1

( mα∑
k=1

ak
ijαu

k
ijα

)
eα ∈ R[X]m (2.6)

назовём S-сизигией.
Пусть также

pk = πn−‖Gk‖ek ∈ R[X]m. (2.7)

Вектор pk, k∈1,m, назовём π-сизигией. Очевидно, что sij ,pk∈Syz(G1, . . . , Gm).

Теорема 2.7. Пусть G1, . . . , Gm ∈ R[X] образуют стандартную систему
π-унитарных полиномов. Тогда модуль сизигий Syz(G1, . . . , Gm) порождается
системой векторов {sij | i, j ∈ 1,m, i �= j} ∪ {pk | k ∈ 1,m}.

Доказательство. Пусть N —R[X]-подмодуль в R[X]m, порождённый S-си-
зигиями и π-сизигиями. Ясно, что N ⊆ Syz(G1, . . . , Gm). Предположим, что
N �= Syz(G1, . . . , Gm). Выберем сизигии r = (R1, . . . , Rm) ∈ Syz(G1, . . . , Gm)\N ,
такие что π-моном max{LM(RiGi) | i ∈ 1,m} имеет наименьшее возможное зна-
чение W , а из отобранных возьмём такую сизигию, что мощность множества

T = {i ∈ 1,m | LM(RiGi) = W} (2.8)

минимальна. Так как N содержит π-сизигии, то W �= 0 и, значит, |T | � 2. Пусть
i, j ∈ T , i �= j. Имеем W = LM(RiGi) = LM(RjGj), поэтому LM(Gi) | W и
LM(Gj) |W . Значит, W = UW0, где W0 = НОК(LM(Gi),LM(Gj)) и U ∈ [π,X].

Существует такой элемент b ∈ R∗, что Lt(RiGi) = bW . Очевидно, что си-
зигия r′ = r − bUsij принадлежит Syz(G1, . . . , Gm) \ N . Параметры W ′ и T ′

этой сизигии, определяемые аналогично W и T , таковы, что или W ′ ≺ W , или
W ′ = W и |T ′| < |T |. В любом случае приходим к противоречию с минималь-
ностью величин W и |T |.

Пусть теперь ψ = {F1, . . . , Fl} ⊂ R[X]—произвольная система полиномов,
и пусть G1, . . . , Gm — стандартный базис идеала ψR[X], состоящий из π-уни-
тарных полиномов. Существуют такие матрицы Tl×m и Sm×l с коэффициентами
из R[X], что

(F1, . . . , Fl) = (G1, . . . , Gm)S и (G1, . . . , Gm) = (F1, . . . , Fl)T.



56 Е. В. Горбатов

Предложение 2.8 ([12]). Модуль сизигий Syz(F1, . . . , Fl) порождается
столбцами матрицы El − TS и векторами вида Tst

ij , Tpt
k, i, j, k ∈ 1,m, i �= j,

где El — единичная матрица размера l × l, а sij и pk —S-сизигии и π-сизигии
для G1, . . . , Gm.

Отметим, что матрица S из предложения 2.8 может быть найдена при редуци-
ровании полиномов Fi относительно стандартного базиса {G1, . . . , Gm}. Матри-
ца T может быть построена при вычислении стандартного базиса {G1, . . . , Gm},
для этого на каждом шаге нужно сохранять соответствующую информацию
о редукциях.

Как и в классическом случае над полями, сизигии позволяют решать многие
вычислительные задачи в идеалах.

Пусть I и J —идеалы в R[X], и пусть F1, . . . , Fl и G1, . . . , Gm — системы
порождающих для I и J соответственно. Пусть модуль сизигий

Syz(F1, . . . , Fl, G1, . . . , Gm)

порождается системой векторов {Hα = (H1
α, . . . , H

l+m
α ) | α ∈ 1, s}, тогда идеал

I ∩ J будет порождаться системой полиномов

F1H
1
α + . . .+ FlH

l
α, α ∈ 1, s.

Частным идеалов I и J называется идеал

I : J = {H ∈ R[X] | JH ⊆ I}.
Имеет место равенство

I : J =
m⋂

i=1

(I : GiR[X]).

Таким образом, задача построения системы порождающих идеала I : J сводится
к нахождению порождающих идеалов вида I : GR[X].

Рассмотрим модуль сизигий Syz(F1, . . . , Fl, G). Пусть он порождается систе-
мой векторов {Hα = (H1

α, . . . ,H
l+1
α ) | α ∈ 1, s}. Тогда идеал I : GR[X] порожда-

ется полиномами
H l+1

α , α ∈ 1, s.

2.3. Элиминация

Пусть даны два множества переменных X = {x1, . . . , xk} и Y = {y1, . . . , yl}.
Пусть также дан идеал I�R[X,Y ] = R[x1, . . . , xk; y1, . . . , yl]. Задача элиминации
состоит в нахождении множества порождающих идеала IX = I ∩ R[X] � R[X]
исходя из множества порождающих идеала I.

Продолжим естественным образом канонический эпиморфизм ν : R → R̄ до
эпиморфизма ν : R[X,Y ]d → R̄[X,Y ]d.

Имеет место следующее очевидное утверждение.



Стандартные базисы, согласованные с нормированием 57

Предложение 2.9. Пусть в свободном R[X,Y ]-модуле R[X,Y ]d задан неко-
торый подмодуль K, и пусть g1, . . . , gl — система векторов из R̄[X]d, порожда-
ющая R̄[X]-модуль K̄ ∩ R̄[X]d. Тогда если векторы G1, . . . ,Gl из R[X]d таковы,
что

Ḡi = gi, i ∈ 1, l,

то R[X]-модуль (K + πR[X,Y ]d) ∩R[X] порождается системой векторов

G1, . . . ,Gl, πe1, . . . , πed.

Предложение 2.9 показывает, что множество R[X]-порождающих модуля
(K + πR[X,Y ]) ∩ R[X] может быть эффективно построено исходя из системы
R[X,Y ]-порождающих модуля K с помощью классических методов элиминации
для полей (см., например, [12]).

Пусть идеал I �R[X,Y ] задан семейством порождающих ψ = {F1, . . . , Fl} ⊆
⊆ R[X,Y ]. Мы последовательно построим семейства χi, i ∈ 0, n, полиномов из
R[X], такие что

(I + πiR[X,Y ]) ∩R[X] = χiR[X], i ∈ 0, n. (2.9)

Ясно, что χ = χn будет искомой системой порождающих идеала IX = I ∩R[X].
Полагаем χ0 = {1} (мы считаем π0 = 1). Пусть система χi = {Gi

1, . . . , G
i
mi

},
i ∈ 0, n− 1, уже найдена, построим систему χi+1.

Рассмотрим модуль сизигий Syz(Gi
1, . . . , G

i
mi
, F1, . . . , Fl, π

i+1) и вычислим
(см. раздел 2.2) его систему R[X,Y ]-порождающих

Hα = (Hα
1 , . . . , H

α
mi+l+1), α ∈ 1, si.

Пусть Ki —проекция указанного модуля сизигий на первые mi координат. Ясно,
что R[X,Y ]-модуль Ki будет порождаться системой векторов {(H1, . . . , Hmi

) |
α ∈ 1, si}. Используя предложение 2.9 и методы элиминации для полей, постро-
им семейство R[X]-порождающих

Dα = (Dα
1 , . . . , D

α
mi

), α ∈ 1, ti,

модуля (Ki + πR[X,Y ]d) ∩R[X].

Предложение 2.10. Во введённых выше обозначениях семейство полиномов

χi+1 = {Gi
1D

α
1 + . . .+Gi

mi
Dα

mi
| α ∈ 1, ti } ⊆ R[X]

удовлетворяет условию (2.9).

Доказательство. Существуют векторы Lα = (Lα
1 , . . . , L

α
mi

) ∈ Ki и T α =
= (Tα

1 , . . . , T
α
mi

) ∈ R[X,Y ]mi , такие что

Dα = Lα + πT α, α ∈ 1, ti,

и, следовательно,
mi∑
j=1

Gi
jD

α
j =

mi∑
j=1

Gi
jL

α
j +

mi∑
j=1

πGi
jT

α
j .
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Значит, согласно определению Ki и ввиду соотношения (2.9) для χi семей-
ство χi+1 содержится в (I + πi+1R[X,Y ]) ∩R[X].

Наоборот, пусть F ∈ (I + πi+1R[X,Y ]) ∩ R[X]. Тогда F ∈ χiR[X] и, следо-
вательно, существуют полиномы A1, . . . , Ami

∈ R[X] и B1, . . . , Bl+1 ∈ R[X,Y ],
такие что

F = Gi
1A1 + . . .+Ami

Gi
mi

= F1B1 + . . .+ FlBl + πi+1Bl+1.

Значит, согласно определению модуля Ki вектор (A1, . . . , Ami
) принадлежит

(Ki + πR[X,Y ]d) ∩R[X], откуда следует, что F ∈ χi+1R[X].

С помощью элиминации, как и в классическом случае, можно решить некото-
рые вычислительные задачи в идеалах. Например, пусть даны идеалы Iα�R[X],
α ∈ 1, l. Введём новые переменные Y = {y1, . . . , yl} и рассмотрим идеал K
в R[X,Y ], порождённый множеством полиномов

{1 − y1 − . . .− yl} ∪ y1I1 ∪ . . . ∪ ylIl.

Тогда
I1 ∩ . . . ∩ Il = K ∩R[X].

Вместе с тем следует ожидать, что методы вычисления с помощью сизигий (см.
раздел 2.2), как и в классическом случае полиномиальных идеалов над поля-
ми, предпочтительнее, с вычислительной точки зрения, методов, основанных на
элиминации.

3. Приложения стандартных базисов

3.1. Критерий цикличности ЛРП-семейства

Пусть B—кольцо и MB —правый B-модуль. Любая функция

µ : Nk
0 →M

называется k-последовательностью над модулем MB . Мы пишем µ = µ(z), где
z = (z1, . . . , zk)—набор переменных над N0. Множество M 〈k〉 всех k-последо-
вательностей над M является B-модулем относительно обычных операций над
функциями.

Модуль M 〈k〉 превращается в правый B[X] = B[x1, . . . , xk]-модуль, если для
полинома1 F =

∑
s
fsx

s и последовательности µ ∈M 〈k〉 положить

(µF )(z) =
∑

s

µ(z + s)fs. (3.1)

Идеал I �B[X] называется унитарным, если существуют унитарные поли-
номы F1(x), . . . , Fk(x) ∈ B[x] (от одной переменной), такие что

F1(x1), . . . , Fk(xk) ∈ I.

1Для s = (s1, . . . , sk) ∈ N
k
0 пишем xs = xs1

1 . . . x
sk
k .
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Рассмотрим аннулятор подмножества M ⊆M 〈k〉 в кольце B[X]:

ρB[X](M) = {F ∈ B[X] | MF = 0}.
Последовательность µ ∈ M 〈k〉 называется k-линейной рекуррентной после-
довательностью (k-ЛРП) над модулем MB , если аннулятор I = ρB[X](µ)—
унитарный идеал. В этом случае полиномы (3.1) называются элементарными
характеристическими полиномами k-линейной рекуррентной последователь-
ности µ.

Предложение 3.1 ([17]). Пусть кольцо B коммутативно, тогда имеют место
следующие утверждения:

1) множество LM 〈k〉
B всех k-ЛРП над MB является подмодулем M

〈k〉
B[X];

2) для любого подмножества χ ⊆ B[X] семейство LM (χ) = λM〈k〉(χ) =
= {µ ∈M 〈k〉 | µχ = 0}—подмодуль вM 〈k〉

B[X] и, более того, LM (χ) ⊆ LM 〈k〉
B

тогда и только тогда, когда χB[X]—унитарный идеал в B[X].

Если I —унитарный идеал в B[X], то множество LM (I) называется
k-ЛРП-семейством над MB.

Теорема 3.2 ([3, 8, 17, 21, 22]). Пусть B—коммутативное артиново кольцо
и QB —QF-модуль. Тогда для любого унитарного идеала I � B[X] ЛРП-се-
мейство LQ(I) является QF-модулем над коммутативным артиновым кольцом
S = B[X]/I и эквивалентны следующие условия:

1) I = ρB[X](µ) для некоторой рекурренты µ ∈ LQ〈k〉
B ;

2) LQ(I)—циклический B[X]-модуль;
3) S—квазифробениусово кольцо;
4) (B[X]/

√
I)B̄

∼= [(I :
√
I)/I]B̄ .

Пусть R, как и прежде, есть коммутативное артиново локальное кольцо
главных идеалов. Кольцо R квазифробениусово, ввиду этого из теоремы 3.2
вытекает такое следствие.

Следствие 3.3. Для унитарного идеала I � R[X] ЛРП-семейство LR(I) яв-
ляется циклическим R[X]-модулем, если и только если

dimR̄(R[X]/
√
I) = dimR̄(I :

√
I)/I. (3.2)

Отметим, что критерий (3.2) для случая одной переменой (k = 1) был полу-
чен ранее в [19]. Теорема 3.2 представляет обобщение критерия из [19], причём
её доказательство намного короче, так как использует хорошо известные свой-
ства QF-колец.

Методы, основанные на стандартных базисах (см. разделы 1, 2), позволяют
вычислить левую и правую части равенства (3.2), что даёт алгоритм, проверя-
ющий, является ли ЛРП-семейство LR(I) циклическим R[X]-модулем. Чтобы
сформулировать этот алгоритм, нам потребуется следующее утверждение.
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Предложение 3.4. Пусть I —идеал в R[X] и g1, . . . , gm — семейство поро-

ждающих идеала
√
Ī в R̄[X]. Тогда если полиномы G1, . . . , Gm из R[X] таковы,

что
Ḡ1 = g1, i ∈ 1,m,

то идеал
√
I �R[X] порождается семейством полиномов

G1, . . . , Gm, π.

Доказательство. Так как π ∈ √
I, то

√
I =

√
I + πR[X] и, значит, для

полинома F ∈ R[X]

F ∈
√
I ⇐⇒ F̄ ∈

√
Ī ,

откуда и следует наше утверждение.

Предложение 3.4 показывает, что множество порождающих радикала
√
I

может быть эффективно построено исходя из системы порождающих идеала I
с помощью соответствующего алгоритма для полей.

Предложения 2.4, 3.4, 3.3, алгоритмы из пункта 2.2 и алгоритм 1.46 позво-
ляют сформулировать алгоритм 3.5.

Алгоритм 3.5. Проверка цикличности ЛРП-семейства.

INPUT: φ = {F1, . . . , Fs} ⊂ R[X]— система порождающих
унитарного идеала I �R[X]

OUTPUT: TRUE, если ЛРП-семейство LR(I) является циклическим
R[X]-модулем, и FALSE в противном случае

С помощью алгоритмов для полей находим систему порождающих
g1, . . . , gm идеала

√
Ī

Строим полиномы G1, . . . , Gm, такие что Ḡi = gi, i ∈ 1,m

ψ := {G1, . . . , Gm, π}
Исходя из систем полиномов φ и ψ с помощью алгоритма

из пункта 2.2 находим систему порождающих χ идеала I :
√
I

С помощью алгоритма 1.46 находим стандартные базисы φ′, χ′ и ψ′

для идеалов I = φR[X], I :
√
I = χR[X] и

√
I = ψR[X] соответственно

IF |[π,X] \ LM(ψ′)[π,X]| == |LM(χ′)[π,X] \ LM(φ′)[π,X]| THEN
RETURN TRUE

END IF

RETURN FALSE

Отметим, что для случая одной переменной (k = 1) алгоритм проверки цик-
личности ЛРП-семейства был построен ранее в [19].
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3.2. Линейные регистры сдвига

В этом разделе решается сформулированная в [18] задача о построении кри-
терия перестановочности сопутствующих эндоморфизмов в терминах полной си-
стемы F-унитарных полиномов.

Произвольное конечное подмножество F ⊂ Nk
0 называется полиэдром. По-

лиэдр F называется диаграммой Ферре, если для любых i, j ∈ Nk
0

(i ∈ F , j � i) =⇒ (j ∈ F),

где порядок � на Nk
0 определяется формулой (1.42).

Пусть B—кольцо и MB —правый B-модуль. Для полиэдра F через MF

обозначим B-модуль всех функций δ : F → M . Ясно, что модуль MF
B изомор-

фен модулю M
|F|
B . Диаграммой значений k-последовательности µ ∈ M 〈k〉 на

полиэдре F называется ограничение µ|F ∈MF .
Пусть F —полиэдр и χ— система полиномов из B[X] = B[x1, . . . , xk]. Если

гомоморфизм абелевых групп

σF : LM (χ) →MF , σ(µ) = µ|F , (3.3)

является мономорфизмом, то говорят, что семейство LM (χ) рекурсивно конечно
представлено и F — определяющий полиэдр для χ и LM (χ).

Определение 3.6. Пусть F —диаграмма Ферре и χ— система полиномов
из B[X]. Пара (χ,F) называется k-линейным регистром сдвига или F-линей-
ным регистром сдвига над модулем MB (кратко k-ЛРС или F-ЛРС), если и
только если гомоморфизм (3.3) является изоморфизмом. При этом ЛРП-семей-
ство LM (χ) называется множеством рекуррент, порождённых регистром сдвига
(χ,F).

Пусть 1s — s-я строка единичной матрицы размера k. Внутренностью, вну-
тренней границей, внешней границей диаграммы Ферре F ⊂ Nk

0 в направле-
нии 1s, s ∈ 1, k, назовём множества

Fs = {r ∈ F | r + 1s ∈ F},
∂sF = F \ Fs,

∆sF = ∂sF + 1s

соответственно (см. рис. 1).

Объединение ∆F =
k⋃

s=1
∆sF называется внешней границей диаграммы Фер-

ре F . Полином H ∈ B[X] называется F-унитарным, если для некоторого
r ∈ ∆F

H = xr −
∑
i∈F

hix
i (3.4)

(см. сноску на с. 58).
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Fs

1 2

1 2

1 2

(1) − ∂sF
(2) − ∆sF

�1s

Рис. 1. Диаграмма Ферре

Множество Φ ⊂ B[X] из |∆F| полиномов называется полной системой F-уни-
тарных полиномов, если для каждого r ∈ ∆F эта система содержит единствен-
ный полином вида (3.4), то есть если Φ имеет вид

Φ =
{
Hr = xr −

∑
i∈F

hr,ix
i

∣∣∣∣ r ∈ ∆F
}
. (3.5)

С каждой полной системой F-унитарных полиномов (3.5) ассоциирован на-
бор из k эндоморфизмов φ1, . . . , φk модуля B′M (B′ = End(MB)—кольцо эндо-
морфизмов, действующих на M слева). Для любых δ ∈MF и j ∈ F полагаем

φs(δ)(j) =

δ(j + 1s), если j ∈ Fs,∑
i∈F

hj+1s,iδ(i), если j ∈ ∂sF . (3.6)

Эндоморфизмы φ1, . . . , φk называются сопутствующими эндоморфизмами си-
стемы полиномов (3.5).

Кольцо B′′ = End(B′M) называется кольцом биэндоморфизмов модуля MB

(см., например, [11]). Действие эндоморфизмов из B′′ на элементы из M мы
записываем как правые умножения, так чтоM превращается в бимодуль B′MB′′ .
Для всякого b ∈ B отображение

b(r) : M � m �→ mb ∈M

является элементом из B′′, и соотношение

β : B → B′′, β(b) = b(r),

задаёт кольцевой гомоморфизм. Ядро Ker(β) совпадает с аннулятором ρB(M),
так что β является вложением, если и только если модуль MB точен.

Теорема 3.7 ([18]). Для любого F-линейного регистра сдвига (χ,F) надMB

существует F-линейный регистр сдвига (Φ,F) над MB′′ , такой что Φ—полная
система F-унитарных полиномов из кольца B′′[X] и LM (χ) = LM (Φ).

F-линейный регистр сдвига (χ,F) называется каноническим F-линейным
регистром сдвига, если χ—полная система F-унитарных полиномов. Теоре-
ма 3.7 показывает, что множество рекуррент, порождённых любым регистром
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сдвига, порождается некоторым каноническим регистром сдвига (возможно, над
бо́льшим кольцом). Ввиду этого представляет интерес задача отыскания усло-
вий на систему F-унитарных полиномов Φ, дающих критерий того, что (Φ,F)
есть k-линейный регистр сдвига.

Теорема 3.8 ([18]). Пусть F —диаграмма Ферре и Φ—полная система
F-унитарных полиномов из B[X] вида (3.5). Тогда пара (Φ,F) является k-ли-
нейным регистром сдвига, если и только если сопутствующие эндоморфизмы
φ1, . . . , φk попарно перестановочны.

Мы дадим критерий перестановочности сопутствующих эндоморфизмов,
апеллирующий к коэффициентам полиномов из Φ, решив тем самым одну из
поставленных в [18] задач.

Теорема 3.9. Пусть F —диаграмма Ферре, Φ—полная система F-унитар-
ных полиномов из B[X] вида (3.5) и ρ = ρB(M)—аннулятор модуля M в B.
Тогда сопутствующие эндоморфизмы φ1, . . . , φk попарно перестановочны, если и
только если для любых s, t ∈ 1, k, s �= t, выполняются следующие условия: для
j ∈ ∂sF ∩ Ft

Hj+1s+1s

ρ≡ Hj+1sxt +
∑

k∈∂tF
hj+1s,kHk+1t (3.7)

и для j ∈ ∂sF ∩ ∂tF

Hj+1sxt +
∑

k∈∂tF
hj+1s,kHk+1t

ρ≡ Hj+1txs +
∑

k∈∂sF
hj+1t,kHk+1s . (3.8)

Доказательство. Для любых α ∈M и i ∈ F определим функцию αi ∈MF ,
а именно для любого j ∈ F положим

αi(j) =

{
α, если j = i,

0, если j �= i.

Ясно, что эндоморфизмы φs и φt коммутируют в том и только том случае, когда
для любых α ∈M и i, j ∈ F

(φsφt(αi))(j) = (φtφs(αi))(j). (3.9)

Распишем подробно левую часть равенства (3.9):

(φsφt(αi))(j) = [φs(φtαi)](j) =

(φtαi)(j + 1s) при j ∈ Fs,∑
k∈F

hj+1s,k(φtαi)(k) при j ∈ ∂sF .

Используя выражение вида (3.6) для φtαi, находим, что элемент (φsφt(αi))(j)
равен
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αi(j + 1s + 1t) при j + 1s + 1t ∈ F ,
α · hj+1s+1t,i при j ∈ Fs, j + 1s + 1t /∈ F ,
α ·

(
hj+1s,i−1t +

∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i

)
при j ∈ ∂sF , i � 1t,

α · ∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i при j ∈ ∂sF , i �� 1t.

Заметим, что в приведённом выше представлении третья и четвёртая строчки
могут быть объединены в одну, если дополнительно определить, что hr,i = 0
при наличии отрицательных координат в векторе i ∈ Zk

0 . В дальнейшем мы
придерживаемся этого соглашения.

В соответствии с равенством

F = (Fs ∩ Ft) � (∂sF ∩ Ft) � (Fs ∩ ∂tF) � (∂sF ∩ ∂tF)

рассмотрим четыре логически возможных случая.
1. j ∈ Fs ∩ Ft. Если j + 1s + 1t ∈ F , то левая и правая части (3.9) равны

αi(j + 1s + 1t). Если j + 1s + 1t /∈ F , то обе части (3.9) равны α · hj+1s+1t,i.
Значит, при j ∈ Fs ∩ Ft равенство (3.9) выполняется всегда.

2. j ∈ ∂sF ∩ Ft. В этом случае j + 1s + 1t /∈ F и, значит, равенство (3.9)
равносильно соотношению

α ·
(
hj+1s,i−1t +

∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i

)
= α · hj+1s+1t,i.

3. j ∈ Fs ∩ ∂tF . Этот случай аналогичен предыдущему.
4. j ∈ ∂sF ∩ ∂tF . В этом случае равенство (3.9) эквивалентно соотношению

α ·
(
hj+1s,i−1t +

∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i

)
= α ·

(
hj+1t,i−1s +

∑
k∈∂sF

hj+1t,khk+1s,i

)
.

Домножая левую и правую части равенства из пункта 2 на xi и суммируя по
i ∈ F , получим соотношение∑

i∈F
hj+1s,i−1tx

i +
∑
i∈F

( ∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i

)
xi ρ≡

∑
i∈F

hj+1s+1t,ix
i (3.10)

(ввиду произвольности α ∈ M в соотношениях из пунктов 2—4 можно уда-

лить α, заменив знак равенства на
ρ≡). Имеем

∑
i∈F

hj+1s,i−1tx
i =

( ∑
i∈Ft

hj+1s,ix
i

)
xt =

= xj+1s+1t −Hj+1sxt −
∑

i∈∂tF
hj+1s,ix

i+1t
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и ∑
i∈F

( ∑
k∈∂tF

hj+1s,khk+1t,i

)
xi =

∑
k∈∂tF

(
hj+1s,k

∑
i∈F

hk+1t,ix
i

)
=

=
∑

k∈∂tF
hj+1s,k(xk+1t −Hk+1t),

откуда вытекает, что условие (3.10) равносильно соотношению (3.7). Рассуждая
аналогично, находим, что условие из пункта 4 эквивалентно соотношению (3.8).

Пусть S—произвольное кольцо с единицей и MS , NS —правые S-модули.
Известно (см., например, [4, 11]), что множество HomS(M,N) превращается
в абелеву группу, если для любых α, β ∈ HomS(M,N) положить

(α+ β)(m) = α(m) + β(m), m ∈M.

Более того, если теперь T — ещё одно кольцо с единицей и на M задана струк-
тура T -S-бимодуля TMS , то HomS(M,N) с помощью определения

(αt)(m) = α(tm), α ∈ HomS(M,N), m ∈M, t ∈ T,

превращается в правый T -модуль.
Пусть теперь B—кольцо с единицей иMB —правый B-модуль. Кольцо поли-

номов B[X] можно рассматривать как B[X]-B-бимодуль, так что в соответствии
со сказанным выше множество HomB(B[X],MB) естественным образом наделя-
ется структурой правого B[X]-модуля. Аналогично, для любого двустороннего
идеала I HomB(B[X]/I,MB) можно рассматривать как правый B[X]-модуль.
Более того, имеет место следующее утверждение.

Предложение 3.10. Пусть B—кольцо с единицей иMB —правый B-модуль,
тогда справедливы следующие утверждения.

1. Отображение
Λ: HomB(B[X],MB) � φ �→ µ ∈M 〈k〉,

задаваемое равенством

µ(z) = φ(xz), z ∈ Nk
0 ,

является изоморфизмом правых B[X]-модулей.
2. Для любого правого (двустороннего) идеала I из B[X] отображение

ΛI : HomB(B[X]/I,MB) � φ �→ µ ∈ LM (I), (3.11)

задаваемое равенством

µ(z) = φ(xz + I), z ∈ Nk
0 ,

является изоморфизмом абелевых групп (правых B[X]-модулей).
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Доказательство. То, что отображение Λ является изоморфизмом абеле-
вых групп, следует из того, что B[X] является свободным правым B-моду-
лем c базисом [X] = {xz | z ∈ Nk

0}. Пусть F =
∑
s
fsx

s —полином из B[X]
и φ ∈ HomB(B[X],MB), тогда

[Λ(φF )](z) = (φF )(xz) = φ(Fxz) = φ

(∑
s

fsx
s+z

)
=

=
∑

s

φ(xs+z)fs =
∑

s

[Λ(φ)](s + z)fs = [Λ(φ)F ](z).

Значит, Λ является B[X]-изоморфизмом.
Утверждение пункта 2 следует из 1 и из следующего легко проверяемого

соотношения:
Λ(φ) ∈ LM (I) ⇐⇒ I ⊆ Kerφ

для любого φ ∈ HomB(B[X],MB).

Напомним (см. также [4,11]), что модуль CB называется кообразующим в ка-
тегории правых B-модулей MB , если для любого модуля MB имеет место ра-
венство

Ker(M,C) =
⋂

φ∈HomB(M,C)

Kerφ = 0.

Лемма 3.11. Пусть NB —модуль и X = (xα | α ∈ A)— семейство элементов
из N . Пусть CB —кообразующий вMB . Тогда NB является свободным модулем
с базисом X в том и только том случае, когда гомоморфизм абелевых групп

Ψ: HomB(N,C) → CA,

определяемый соотношением

[Ψ(φ)](α) = φ(xα),

является изоморфизмом.

Доказательство. Если X —базис NB , то Ψ является изоморфизмом по
определению свободного модуля.

Обратно, пусть Ψ—изоморфизм. Допустим, что существует элемент a ∈ F ,
не принадлежащий подмодулю K модуля NB , порождённому X. Тогда элемент
a + K ∈ N/K не равен 0 и, значит, поскольку CB —кообразующий, найдётся
такой гомоморфизм ψ : N/K → C, что ψ(a + K) �= 0. Пусть ν : N → N/K —
естественный эпиморфизм, тогда гомоморфизм φ = ψν ∈ HomB(N,C) таков, что
φ(K) = 0 и φ(a) �= 0. Имеем Ψ(φ) = 0 и, следовательно, в силу предположения,
ψ = 0—пришли к противоречию. Значит, N = K.

Осталось доказать, что X — свободная система. Допустим, напротив, что
существуют набор b1, . . . , bn, n � 1, ненулевых элементов из B и попарно раз-
личные индексы α1, . . . , αn ∈ A, такие что

xα1b1 + . . .+ xα1b1 = 0. (3.12)
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Рассмотрим какой-нибудь свободный B-модуль F (например, можно положить
F = Bn) с базисом e1, . . . , en. Элемент y = e1b1 + . . . + enbn ∈ F не равен 0,
и, значит, найдётся гомоморфизм χ : F → C, такой что χ(y) �= 0. Положим
ci = χ(ei) для i ∈ 1, n, тогда

c1b1 + . . .+ cnbn �= 0. (3.13)

По предположению найдётся такой гомоморфизм φ : N → C, что φ(xαi) = ci,
i ∈ 1, n, что невозможно ввиду (3.12) и (3.13).

Теорема 3.12. Пусть B—произвольное кольцо, I —правый идеал в B[X],
F ⊆ Nk

0 —диаграмма Ферре и CB —кообразующий в MB . Тогда эквивалентны
следующие условия:

1) B[X]/I — свободный правый B-модуль с базисом (xz + I | z ∈ F);
2) пара (I,F) является регистром сдвига над любым модулем из MB ;
3) пара (I,F) является регистром сдвига над CB .

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). ПустьMB —произволь-
ный правый B-модуль. Рассмотрим гомоморфизм абелевых групп ΨM = σFΛI

(см. (3.3) и (3.11))
ΨM : HomB(B[X]/I,MB) →MF .

Отображение ΨM ставит в соответствие гомоморфизму φ набор его значений на
{xz + I | z ∈ F}. Следовательно, ввиду 1) Ψ является изоморфизмом. Согласно
предложению 3.10 ΛI —изоморфизм, и, следовательно, σF —изоморфизм.

Импликация 2) =⇒ 3) очевидна.
Убедимся, что справедлива импликация 3) =⇒ 1). Если (I,F)—регистр

сдвига над CB , то σF —изоморфизм, и, следовательно, ΦC также является изо-
морфизмом. Утверждение следует теперь из леммы 3.11.

Отметим, что эквивалентность (1) ⇐⇒ (3) для случая, когда B—ком-
мутативное артиново кольцо, CB —квазифробениусов модуль и I —унитарный
идеал, была получена ранее в [9].

Лемма 3.13 ([18]). Пусть кольцо B нётерово справа, тогда правый идеал I
из B[X] унитарен в том и только том случае, когда B[X]/I является конечно
порождённым правым B-модулем.

Из теоремы 3.12 и леммы 3.13 легко выводится такое следствие.

Следствие 3.14. Пусть выполняются условия теоремы 3.12 и кольцо B нёте-
рово справа. Тогда если пара (I,F) является регистром сдвига над CB , то I —
унитарный идеал.

3.3. Цилиндрические идеалы и поднятия

Теорема 3.15 ([2]). Для произвольного идеала I �R[X] эквивалентны сле-
дующие условия:
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1) I выделяется прямым слагаемым в R[X]R;
2) I является свободным R-модулем;
3) R[X]/I является свободным R-модулем;
4) πI = I ∩ πR[X];
5) I = 0 или I обладает π-однородным стандартным базисом нормы 0.

Идеалы, для которых выполняются эквивалентные условия теоремы 3.15,
были названы в [2] цилиндрическими.

Отметим, что в работе [9] для случая унитарного идеала I было доказано,
что каноническая система образующих идеала является π-однородной системой
нормы 0 в том и только том случае, когда R[X]/I — свободный R-модуль [9,
теорема 4.15], то есть фактически была доказана эквивалентность 3) ⇐⇒ 5)
из теоремы 3.15.

Пусть I � R[X]—унитарный идеал и χ ⊆ I —редуцированная π-однород-
ная система полиномов нормы 0, такая что χ̄—редуцированный базис Грёбнера
идеала Ī, то есть в определениях работы [9] χ—круллева система. В [9] было
доказано, что из свободности R-модуля R[X]/I следует, что Gχ — схема сим-
плификации с канонизацией. Там же был поставлен вопрос об обращении этой
импликации. Мы утверждаем, что ответ на этот вопрос положителен. Действи-
тельно, χ— стандартный базис идеала I (теорема 1.44), являющийся π-одно-
родной системой нормы 0. Следовательно, по теореме 3.15 R[X]/I — свободный
R-модуль.

Определение 3.16. Будем говорить, что базис Грёбнера ψ ⊆ R̄[X] подни-
мается (в R[X]), если существует π-однородная система χ ⊆ R[X] нормы 0,
являющаяся стандартным базисом, такая что χ̄ = ψ и Ḡ1 �= Ḡ2 для различных
G1, G2 ∈ χ. При этом систему χ будем называть поднятием системы ψ.

Теорема 3.17 ([2]). Для любого ненулевого идеала J � R̄[X] эквивалентны
следующие условия:
1) любой базис Грёбнера идеала J поднимается;
2) существует базис Грёбнера идеала J , который поднимается;
3) существует цилиндрический идеал I �R[X], такой что Ī = J .

Для любого унитарного идеала I � R[X] существует диаграмма Ферре
F ⊆ Nk

0 , такая что
[X] \ LM(I) = {xi | i ∈ F}.

Говорят, что F = F(I)— опорная диаграмма Ферре идеала I.
Следующая теорема устанавливает связь между k-линейными регистрами

сдвига над RR и цилиндрическими идеалами.

Теорема 3.18 ([9, 6.6]). Пусть I �R[X]—унитарный идеал с опорной диа-
граммой Ферре F . Тогда пара (I,F) является k-линейным регистром сдвига
над RR, если и только если идеал I цилиндрический.

Пусть
Lα(yr,i) = 0, α ∈ 1,m, — (3.14)
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система уравнений относительно переменных yr,i, r ∈ ∆F , i ∈ F , такая что
условия (3.7) и (3.8) выполняются в том и только том случае, когда набор коэф-
фициентов hr,i, r ∈ ∆F , i ∈ F , является её корнем. Такую систему уравнений
можно получить, записав соотношения (3.7) и (3.8) как условия на коэффици-
енты.

Пусть J —унитарный идеал в R̄[X] с опорной диаграммой Ферре F и ψ—
редуцированный базис Грёбнера для J . Рассмотрим систему полиномов

φ = {fr = xr − CanGψ (xr) | r ∈ ∆F}.
Ясно, что ψ ⊆ φ и φ—полная система F-унитарных полиномов из R̄[X].

Согласно теореме 3.18 пара (φ,F) является k-линейным регистром сдвига
над R̄R̄, и, значит, набор коэффициентов

(fr,i | r ∈ ∆F , i ∈ F) (3.15)

полиномов из φ является корнем (3.14).

Предложение 3.19. Во введённых выше обозначениях базис Грёбнера ψ иде-
ала J поднимается тогда и только тогда, когда существует вектор

(hr,i ∈ R | r ∈ ∆F , i ∈ F), (3.16)

являющийся корнем (3.14), такой что

h̄r,i = fr,i, r ∈ ∆F , i ∈ F .
Иными словами, базис Грёбнера ψ поднимается тогда и только тогда, когда
поднимается корень (3.15) системы уравнений (3.14).

Доказательство. Пусть базис Грёбнера ψ поднимается, тогда согласно опре-
делению существует π-однородная система χ ⊆ R[X] нормы 0, являющаяся
стандартным базисом, такая что χ̄ = ψ и |χ| = |ψ|. Применяя алгоритм 1.55
к χ, найдём G-редуцированный стандартный базис χ′ для идеала χR[X]. Легко
видеть, что χ̄′ = χ̄. По теореме 3.18 пара (χ′,F) образует k-линейный регистр
сдвига, и, следовательно, согласно теореме 3.9 вектор, образованный коэффици-
ентами полиномов из χ′, будет поднятием корня (3.15) системы уравнений (3.14).

Обратно, пусть корень (3.15) системы уравнений (3.14) поднимается до кор-
ня (3.16). Согласно теореме 3.9 полная система F-унитарных полиномов

Φ =
{
Hr = xr −

∑
i∈F

hr,ix
i

∣∣∣∣ r ∈ ∆F
}
,

построенная по вектору (3.16), вместе с F образует k-линейный регистр сдвига.
Значит, по теореме 3.18 идеал I = ΦR[X] цилиндрический. Наше утверждение
следует теперь из теоремы 3.17 и равенства Ī = Φ̄R̄[X] = ψR̄[X] = J .

В [10] для случая колец Галуа построен алгоритм подъёма корней для про-
извольных систем полиномиальных уравнений. Применяя этот алгоритм к си-
стеме (3.14) и корню (3.15), получаем эффективную процедуру проверки суще-
ствования, и нахождения в случае существования, поднятия базиса Грёбнера ψ.
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