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Аннотация

В работе даётся описание функций, интегрируемых по Риману, с помощью нового
класса равномерных функций. Это описание позволяет прояснить «счётную» природу
отношения между пространством функций, интегрируемых по Риману, и простран-
ством непрерывных функций. Изложение ведётся для произвольного топологического
пространства T с ограниченной радоновской мерой µ, носитель которой совпадает с T .

Abstract

V. K. Zakharov, A. A. Seredinskii, A new characterization of Riemann-integrable
functions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 10 (2004), no. 3, pp. 73—83.

In this paper, we describe Riemann-integrable functions with the help of a new class
of uniform functions. This description allows us to uncover the “countable” nature of the
relation between the space of Riemann-integrable functions and the space of continuous
functions. The argumentation is performed for any given topological space T with limited
Radon measure µ the support of which coincides with T .

Введение

В 1904 году Лебегом [4] и независимо от него Витали [5] была дана знамени-
тая характеризация функций, интегрируемых по Риману: ограниченная функ-
ция f : [a, b] → R является интегрируемой по Риману тогда и только тогда,
когда множество точек разрыва функции f имеет меру нуль. Несмотря на
кажущуюся простоту описания функций, интегрируемых по Риману, отношение
между пространством этих функций и подпространством непрерывных функций
оказалось весьма загадочным.
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В данной работе даётся другое описание функций, интегрируемых по Ри-
ману, с помощью нового класса равномерных функций, введённых в [2, 3, 6]
(следствие 3 теоремы 3). Это описание позволяет прояснить «счётную» природу
отношения между указанными выше пространствами (предложение 2). Изло-
жение ведётся для произвольного топологического пространства T с ограни-
ченной радоновской мерой µ, носитель которой совпадает с T . Однако такое
обобщение нисколько не усложняет доказательства по сравнению с классиче-
ским случаем отрезка [a, b] с мерой Лебега λ, порождённой длиной интервалов
l(|x, y|) ≡ y−x. Результаты являются новыми и для классического случая. Авто-
ры выражают благодарность Б. С. Кашину, Т. П. Лукашенко и В. А. Скворцову
за плодотворное обсуждение.

1. Основные понятия

Пусть (T,G)— тихоновское топологическое пространство и µ—положитель-
ная ограниченная радоновская мера на T , то есть σ-аддитивная функция
µ : B → [0, a] ⊂ R, определённая на σ-алгебре B всех борелевских множеств про-
странства T , такая что µB = sup{µK | K ⊂ B и K —компактное множество}
для любого B ∈ B. Через LN µ обозначим σ-идеал всех µ-пренебрежимых мно-
жеств из T . Кроме того, будем считать, что T является носителем меры µ, то
есть µG �= 0 для любого открытого множества G.

Рассмотрим множество ∆ всех конечных разбиений κ ≡ (Qk ∈ G ∪ LN µ |
k ∈ K) множества T , состоящих из открытых множеств и µ-пренебрежимых
множеств. Скажем, что разбиение λ ≡ (Rl ∈ G ∪ LN µ | l ∈ L) является более
тонким, чем разбиение κ (λ � κ), если для любого k ∈ K существует такое
L′ ⊆ L, что Qk =

⋃
(Rl ∈ G ∪ LN µ | l ∈ L′).

Относительно этого порядка ∆ является направленным вверх. Для каждого
разбиения κ ∈ ∆ рассмотрим нижнюю s(f, κ) ≡ ∑

(inf(f(t) | t ∈ Qk)µQk |
k ∈ K) и верхнюю S(f, κ) ≡ ∑

(sup(f(t) | t ∈ Qk)µQk | k ∈ K) суммы Дар-
бу ограниченной функции f : T → R. Ясно, что (s(f, κ) | κ ∈ ∆) возрастает,
(S(f, κ) | κ ∈ ∆) убывает и s(f, κ) � S(f, κ).

Ограниченная функция f называется µ-интегрируемой по Риману, если

sup(s(f, κ) | κ ∈ ∆) = inf(S(f, κ) | κ ∈ ∆).

То, что данное определение является обобщением обычного определения для
отрезка [a, b] с мерой Лебега λ, порождённой длиной интервалов l(|x, y|) ≡ y−x,
будет следовать из теоремы 2, следствия 1 теоремы 3 и характеризации Лебе-
га—Витали (см. следствие 2 теоремы 3).

Множество всех ограниченных µ-интегрируемых по Риману функций
f : T → R обозначим через RIµ. Это множество является линейным решёточным
пространством. Рассмотрим его фактор-множество Rµ ≡ RIµ/LN µ. Оно тоже
является линейным решёточным пространством. Класс эквивалентности функ-
ции f ∈ RIµ относительно идеала LN µ будем обозначать через f̄ mod LN µ.
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Множество всех непрерывных ограниченных функций на пространстве
(T,G) обозначим через C. Рассмотрим отображение u : C → Rµ, такое что
uc ≡ c̄ mod LN µ. Функционально-факторное расширение u : C �→ Rµ называ-
ется расширением Римана линейного решёточного пространства C.

2. Описание функций, µ-интегрируемых по Риману

Множество конуль-множеств coz f ≡ {t ∈ T | f(t) �= 0} всех непрерывных
функций f на (T,G) обозначим через G0.

σ-идеал LN µ является слишком большим для семейства RIµ, поэтому пона-
добится ввести более подходящий идеал множеств.

Далее будем считать меру µ продолженной на семейство LMµ всех мно-
жеств, µ-измеримых по Лебегу. µ-измеримое множество X будем называть мно-
жеством полной меры, если T \ X ∈ LN µ.

Семейство {U ∈ G0 | T \ U ∈ LN µ} всех конуль-множеств полной меры
обозначим через U0

µ. Оно порождает идеал множеств Rµ ≡ {R ⊂ T | ∃U ∈ U0
µ

(R ⊂ T \ U)}. Этот идеал является тощим, то есть непустые открытые мно-
жества ему не принадлежат. Этот идеал не является σ-идеалом. Ясно, что
Nµ ⊂ LN µ.

Множество X из T назовём Sµ-множеством, если X = G∪R для некоторых
множеств G ∈ G0 и R ∈ Nµ. Семейство всех Sµ-множеств из T обозначим
SPµ. Оно является решёткой относительно объединений и пересечений, а также
содержит края ∅ и T .

Для того чтобы описать функции, µ-интегрируемые по Риману, нам потре-
буется не пространство измеримых функций, а совсем другое функциональное
пространство, которое мы введём ниже.

Пусть S —произвольное семейство множеств на множестве T . Напомним,
что функция f : T → R называется S-измеримой, если f−1[G] ∈ S для любого
открытого множества G из R. Множество всех таких функций на T обозна-
чим через M(T,S). Эти функции были введены Лебегом в начале 20-го века.
Множество M(T,S) является линейным решёточным пространством, если S
является σ-аддитивным мультипликативным ансамблем с краями ∅ и T . Это
условие на S является очень стесняющим. Поэтому в [2,3,6] было введено дру-
гое семейство функций на T . Функцию f : T → R назовём S-равномерной, если
для любого ε > 0 существует конечное покрытие σ ≡ (Si ∈ S | i ∈ I) множе-
ства T , такое что колебание ω(f, Si) ≡ sup(|f(s)− f(t)| | s, t ∈ Si) функции f на
каждом множестве Si меньше ε. Семейство всех S-равномерных функций на T
обозначим через U(T,S). Оно является линейным решёточным пространством,
если S является мультипликативным ансамблем с краями ∅ и T . Ясно, что
Mb(T,S) ⊂ U(T,S).

Имея решёточное семейство SPµ всех Sµ-множеств на T , мы можем рассмот-
реть линейное решёточное пространство U(T,SPµ) всех равномерных функций
относительно этого семейства.
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Лемма 1. Пусть f ∈ M(T,LMµ) и |f | � z1. Тогда множество X ≡ {f−1(y) |
y ∈ [−z, z] и f−1(y) /∈ LNµ} счётное.

Доказательство. По условию µM � a для любого M ∈ LMµ и некоторого
a ∈ R+. Возьмём Xn ≡ {X ∈ X | µX > 1/n}. Тогда X =

⋃
(Xn | n ∈ N).

Предположим, что хотя бы одно Xn бесконечно. Тогда существует инъективное
отображение u : ω → Xn. Пусть Xi ≡ u(i) ∈ Xn и L =

⋃
(Xi ∈ Xn | i ∈ ([a]+2)n).

Если i �= j, то Xi �= Xj , и, значит, Xi ∩ Xj = ∅. Поэтому в силу аддитивности
меры µ мы получаем µL =

∑
(µXi | i ∈ ([a]+2)n) � (1/n)([a]+2)n = [a]+2 > a.

С другой стороны, µL � a. Значит, все Xn конечны, а X счётное.

Следствие. В условиях предыдущей леммы множество Y ≡ {y ∈ [−z, z] |
f−1(y) /∈ LN µ} счётное.

Лемма 2. Рассмотрим функцию f : T → R, для которой |f | � z1. Тогда
равносильны следующие утверждения:

1) f ∈ U(T,SPµ);
2) для любого ε > 0 существуют конуль-множество полной меры U ∈ U0

µ и
его конечное покрытие (Gk ∈ G0 | k ∈ K), такие что ω(f,Gk) < ε.

Доказательство. Импликация 1) =⇒ 2) очевидна.
Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Для каждого n ∈ N разобьём интервал, со-

держащий множество значений функции f , точками xni так, чтобы xni+1−xni <
< 1/4n. Рассмотрим множества Qni ≡ f−1

[
]xni−1, xni+1[

]
, Hni ≡

⋃{Gnk ∈ G0 |
Gnk ∩ Qni �= ∅} и Rni ≡ (T \ Un) ∩ Qni. Тогда Sµ-множество Xni ≡ Hni ∪ Rni

образует искомое покрытие T и ω(f,Xni) < 1/n.

Теорема 1. U(T,SPµ) ⊂ RIµ.

Доказательство. Рассмотрим множества

Y ≡ f−1
[
]x, y[

]
и Yn ≡ f−1

[
]x + 1/n, y − 1/n[

]
.

Тогда Y =
⋃

Xn, где Xn ≡ ⋃{Xnk ∈ SPµ | Xnk ∩ Yn �= ∅} и
(Xnk ∈ SPµ | k ∈ Kn)—конечные покрытия T , такие что ω(f,Xnk) < 1/n.
Следовательно, Y = G ∪ I для некоторых непересекающихся G ∈ G и I ∈ LN µ.
Это означает, что Y ∈ LMµ. Поэтому f−1(x) ∈ LMµ для любого x ∈ R. Пусть
f принимает значения в интервале [−z, z]. По следствию леммы 1 множество
Y ≡ {y ∈ [−z, z] | f−1(y) /∈ LN µ} является счётным. Поэтому для каждого n
найдётся конечная последовательность

yn0 ≡ −(z + 1) < . . . < yni < . . . < ynp ≡ z + 1,

такая что yni − yni−1 < 1/n и yni /∈ Y. Действительно, предположим, что для
некоторого n ∈ N не существует такого набора yni. Это означает, что существует
такой интервал [a, b] ⊂ [−(z + 1), z + 1], что f−1(y) /∈ LN µ для любого y ∈ [a, b].
Отсюда [a, b] ⊂ Y, что противоречит счётности множества Y. Рассмотрим разби-
ение T , состоящие из множеств Xni ≡ f−1

[
]yni−1, yni[

]
и Jni ≡ f−1(yni) ∈ LN µ.

Как установлено выше, Xni разбивается на множества Gni ∈ G и Ini ∈ LN µ.
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Разбиение (Gni ∈ G, Ini ∈ LN µ, Jni ∈ LN µ | i ∈ I) обозначим через κn. Имеем
S(f, κ) − s(f, κ) < µT/n. Значит, f ∈ RIµ.

Поскольку идеал Nµ не является σ-идеалом, нам потребуется несколько иное
определение эквивалентности функций относительно этого идеала.

Функции f и g на T называются эквивалентными относительно идеала
Nµ, если {t ∈ T | |f(t) − g(t)| � ε} ∈ Nµ для любого ε > 0. Обозначим это
отношение эквивалентности так: f ∼ g mod Nµ.

Следствие. Пусть f, g ∈ U(T,SPµ). Тогда равносильны следующие утвер-
ждения:

1) f ∼ g mod LN µ;
2) f ∼ g mod Nµ.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Рассмотрим функцию
h ≡ f−g ∈ U(T,SPµ). Пусть |h(t)| < 1/n для любого t /∈ In ∈ LN µ. По лемме 2
существуют Un ∈ U0

µ и (Gnk ∈ G0 | k ∈ Kn), такие что ω(h,Gnk) < 1/n. Пусть
t ∈ Un. Тогда t ∈ Gnk для некоторого k. Возьмём некоторую точку s ∈ Gnk \ In.
Так как |h(s)| < 1/n, то |h(t)| < 2/n, следовательно, f ∼ g mod Nµ. Импликация
2) =⇒ 1) очевидна.

Это означает, что f̄ mod LN µ = f̄ mod Nµ.

Лемма 3. Рассмотрим функцию f : T → R, такую что |f | � z1, и множество
G ∈ G0, такое что f |G ∈ C(G). Тогда f−1

[
]x, y[

] ∈ G0 для любого интервала
]x, y[.

Доказательство. Пусть G = coz c для некоторой функции c ∈ C и h ∈ C(G).
Определим функцию g ∈ C, положив g(t) ≡ h(t)c(t) для любого t ∈ G и g(t) ≡ 0
для t /∈ G. Тогда coz g = coz h ∈ G0. Положим h(t) ≡ ((f(t)−x)∨0)∧((y−f(t))∨0).
Тогда f−1

[
]x, y[

]
= coz g ∈ G0.

Предложение 1. Пусть f : T → R —ограниченная функция. Тогда равно-
сильны следующие утверждения:

1) f ∈ U(T,SPµ);
2) для любого n ∈ N существуют конуль-множество Un ∈ U0

µ полной меры и
функция fn : T → R, такие что fn | Un ∈ C(Un) и |f(t) − fn(t)| < 1/n для
любого t ∈ Un.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Рассмотрим для функ-
ции f множества Un ∈ U0

µ и покрытия (Gnk ∈ G0 | k ∈ Kn) из леммы 2. Для
них выполняется ω(f,Gnk) < 1/n. Зафиксируем число n. Пусть Gnk = coz fk

для некоторой функции fk ∈ C, такой что 0 < fk � 1/2. Рассмотрим для i � 3
множества Cki ≡ f−1

k

[
]1/(i + 1), 1/(i − 1)[

]
и Dki ≡ f−1

k

[
]1/(i + 2), 1/(i − 2)[

]
.

Рассмотрим функции fki ≡ ((fk − 1/(i + 2)) ∨ 0) ∧ ((1/(i − 2) − fk) ∨ 0).
Иначе говоря, fki(t) = 0, если fk(t) � 1/(i + 2); fki(t) = fk(t) − 1/(i + 2), если
fk(t) > 1/(i+2) и fk(t)−1/(i+2) � 1/(i−2)−fk(t)); fki(t) = (1/(i−2)−fk(t)),
если fk(t) < (1/(i−2) и fk(t)−1/(i+2) > 1/(i−2)−fk(t)); наконец, fki(t) = 0,
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если fk(t) � 1/(i − 2) для любого t ∈ T . Тогда fki(t) � 1/(i + 1)(i + 2) для
любого t ∈ Cki.

Теперь рассмотрим функции gki ≡ (i+1)(i+2)fki∧1 (gki(t) равняется мини-
муму из чисел (i + 1)(i + 2)fki(t) и 1 для любого t ∈ T ). Ясно, что coz gki = Dki

и gki[Cki] = {1}. Положим xki ≡ inf{fk(t) | t ∈ Cki). Определим функцию g
на T , положив g(t) ≡ sup(xkigki(t) | k ∈ Kn, i ∈ I) для любого t ∈ Un и
g(t) ≡ 0 для t /∈ Un. Если Dki ∩ Dkj �= ∅, то |i − j| � 4. Следовательно, покры-
тие (Dki ∈ G0 | k ∈ Kn) множества Un является локально конечным. Поэтому
функция g является непрерывной на Un. Если t ∈ Un, то t ∈ Cki для некоторых
индексов k, i ∈ N, и, следовательно, f(t) � g(t) � xki � f(t) − 1/n.

Импликация 2) =⇒ 1) является простым следствием лемм 3 и 2.

Установим теперь связь между пространствами C и U(T,SPµ). Рассмотрим
семейство S0

l всех ограниченных функций f : T → R, таких что f−1
[
]x,∞[

] ∈ G0

для любого x ∈ R. Эти функции будем называть G0-полунепрерывными снизу.
Аналогично определим семейство S0

u всех функций, G0-полунепрерывных свер-
ху.

Следствие. Рассмотрим функцию f : T → R, для которой |f | � z1. Тогда
эквивалентны следующие утверждения:

1) f ∈ U(T,SPµ);
2) для f существуют функции g ∈ S0

l и h ∈ S0
u, такие что g � f � h и

g ∼ h mod Nµ;
3) для f существуют функции g ∈ S0

l ∩ U(T,SPµ) и h ∈ S0
u ∩ U(T,SPµ),

такие что g � f � h и g ∼ h mod Nµ.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). Пусть |f | � z1. Возьмём
для ε ≡ 1/n множества Un и (Gnk ∈ G0 | k ∈ Kn) из леммы 2. Рассмотрим числа
xnk ≡ inf(f(t) | t ∈ Gnk) и ynk ≡ sup(f(t) | t ∈ Gnk). Определим функции
gnk ∈ S0

l , полагая gnk ≡ −z для любого t /∈ Gnk и gnk ≡ xnk для любого
t ∈ Gnk. Определим также функции hnk ∈ S0

u, полагая hnk ≡ z для любого
t /∈ Gnk и gnk ≡ ynk для любого t ∈ Gnk. Рассмотрим g ∈ S0

l и h ∈ S0
u, такие что

g(t) ≡ sup(gnk(t) | n ∈ N, k ∈ Kn) и h(t) ≡ inf(hnk(t) | n ∈ N, k ∈ Kn). Тогда
g � f � h и 0 � h(t) − g(t) < 1/n для любого t ∈ Un.

Проверим импликацию 2) =⇒ 3). Возьмём ε ≡ 1/n. Из определения экви-
валентности следует, что h(t) − g(t) < 1/2n для некоторого множества полной
меры Un ∈ U0

µ и каждого t ∈ Un. Разобьём интервал, содержащий множества
значений функций f и h, точками xi так, что xi+1 − xi = 1/2n. Рассмотрим
множества Gni ≡ g−1

[
]xi−1,∞[

] ∩ h−1
[
]−∞, xi+1[

] ∩ Un. Пусть t ∈ Un, тогда из
того, что xi−1 < g(t) � xi для некоторого i ∈ N, следует t ∈ Gni. Следовательно,
Un =

⋃
(Gni ∈ G0 | i ∈ I). Пусть s, t ∈ Gni. Тогда g(s) − g(t) � h(s) − g(t) <

< xi+1−xi−1 = 1/n и g(s))−g(t) � g(s)−h(t) > xi−1−xi+1 = −1/n. Это означа-
ет, что ω(g,Gni) < ε. Аналогично, ω(h,Gni) < ε. По лемме 2 g, h ∈ U(T,SPµ).

Докажем импликацию 3) =⇒ 1). Так как g, h ∈ U(T,SPµ), то для каждого
ε > 0 найдутся конечные покрытия (Qk ∈ SPµ | k ∈ K) и (Rl ∈ SPµ | l ∈ L), та-
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кие что ω(g,Qk) < ε/2 и ω(h,Rl) < ε/2 для всех k ∈ K и l ∈ L. Из определения
эквивалентности следует, что h(t) − g(t) < ε/2 для некоторого конуль-множе-
ства полной меры U ∈ U0

µ и каждого t ∈ U . По определению Qk = Gk ∪ Ik и
Rl = Hl ∪ Jl для некоторых Gk,Hl ∈ G0 и Ik, Jl ∈ Nµ. Рассмотрим конуль-мно-
жество полной меры

V ≡ U ∩
(⋃

(Gk ∈ G0 | k ∈ K)
)
∩

(⋃
(Hl ∈ G0 | l ∈ L)

)

и его конечное покрытие (Fkl ∈ G0 | (k, l) ∈ K ×L), где Fkl ≡ U ∩Gk ∩Hl. Тогда

f(s) − f(t) � h(s) − g(t) < h(t) + ε/2 − g(t) < ε/2 + ε/2 = ε

и
f(s) − f(t) � g(s) − h(t) > g(s) − (h(s) + ε/2) > −ε/2 − ε/2 = −ε.

Это означает, что ω(f, Fkl) < ε. По лемме 2 f ∈ U(T,SPµ).

Предложение 2. Рассмотрим функцию f : T → R, для которой |f | � z1.
Тогда эквивалентны следующие утверждения:

1) f ∈ U(T,SPµ);
2) для f существуют счётные коллекции (gi ∈ C | i ∈ I) и (hj ∈ C | j ∈ J),

такие что gi � f � hj для любых i и j, и g ∼ h mod Nµ, где g(t) ≡
≡ sup(gi(t) | i ∈ I) и h(t) ≡ inf(hj(t) | j ∈ J) для любого t ∈ T .

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По условию |f | � z1.
Возьмём для ε ≡ 1/n множества Un и (Gnk ∈ G0 | k ∈ Kn) из теоремы 1.
Рассмотрим числа xnk ≡ inf(f(t) | t ∈ Gnk) и ynk ≡ sup(f(t) | t ∈ Gnk).
Пусть Gnk = coz gnk для некоторой функции gnk ∈ C+. Положим gnkm ≡
≡ (−z1 + mgnk) ∧ xnk1 ∈ C. Тогда gnkm � f и gnkm ∈ C. Определим функцию
gn ∈ S0

l , полагая gn(t) ≡ sup(gnkm(t) | k ∈ Kn, m ∈ N) для любого t ∈ Un.
Аналогично строятся коллекция hnkm ≡ (z1 − mgnk) ∨ ynk1 ∈ C и функция
hn ∈ S0

u, такая что hn(t) ≡ inf(hnkm(t) | k ∈ Kn, m ∈ N). Для функций gn и hn

выполняется неравенство |hn − gn| � 1/n для любого t ∈ Un. Рассмотрим функ-
ции g и h, такие что g(t) ≡ sup(gn(t) | n ∈ N) и h(t) ≡ inf(hn(t) | n ∈ N). Тогда
эти функции эквивалентны относительно Nµ и g � f � h.

Рассмотрим счётные множества I ≡ J ≡ ⋃
({n} × Kn × N | n ∈ N) ⊂ N

3 и
индексы i ≡ j ≡ (n, (k,m)), такие что k ∈ Kn. В результате получим искомые
счётные коллекции (gi ∈ C | i ∈ I) и (hj ∈ C | j ∈ J), такие что g(t) =
= sup(gi(t) | i ∈ I) и h(t) = inf(hj(t) | j ∈ J) для любого t ∈ T .

Докажем импликацию 2) =⇒ 1). Легко проверить, что g(t) ∈ S0
l и h(t) ∈

∈ S0
u. Так как g � f � h и g ∼ h mod Nµ, то по следствию предложения 1

f ∈ U(T,SPµ).

Предложение 2 показывает «счётную» природу отношения между простран-
ством U(T,SPµ) и его подпространством C.

Покажем, наконец, что определение функций, µ-интегрируемых по Риману,
данное в разделе 1, является обобщением обычного определения для отрезка
[a, b]. Для этого сначала докажем аналог характеризации Лебега—Витали.
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Теорема 2. Рассмотрим функцию f : T → R, для которой |f | � z1. Тогда
эквивалентны следующие утверждения:

1) f ∈ U(T,SPµ);
2) мера µ множества точек разрыва функции f равна нулю.

Доказательство. Докажем импликацию 1) =⇒ 2). По следствию предло-
жения 1 существуют функции g ∈ S0

l ∩ U(T,SPµ) и h ∈ S0
u ∩ U(T,SPµ), такие

что g � f � h и g ∼ h mod Nµ. Положим E ≡ {t ∈ T | g(t) = h(t)}. Для
t0 ∈ E выполняется g(t0) = f(t0) = h(t0) ≡ y. Для произвольного ε > 0 рас-
смотрим множества G ≡ g−1

[
]y − ε,∞[

] ∈ G0 и H ≡ h−1
[
]−∞, y + ε[

] ∈ G0.
Тогда t0 ∈ F ≡ G ∩ H ∈ G0. Для любого t ∈ F верно, что y − ε < g(t) � f(t) �
� h(t) < y + ε. Следовательно, f [F ] ⊂ ]y − ε, y + ε[. Это означает, что t0 — точка
непрерывности функции f . По определению эквивалентности функций g и h
множество Dn ≡ {t ∈ T | |g(t) − h(t)| � 1/n} принадлежит идеалу Nµ. Так как
µDn = 0 и T \ E =

⋃
(Dn | n ∈ N), то µ(T \ E) = 0. Из доказанного выше

следует, что множество D точек разрыва функции f содержится во множестве
T \ E. Следовательно, µD = 0.

Проверим импликацию 2) =⇒ 1). Пусть D —множество точек разрыва
функции f . Положим E ≡ T \D. Для любого t ∈ E фиксируем ε = 1/m. Точка t
является точкой непрерывности функции f , следовательно, существует такое
множество Ht ∈ G, что t ∈ Ht и f [Ht] ⊂ ]f(t) − ε/4, f(t) − ε/4[. Множество Ht

является объединением конуль-множеств, поэтому существует такое множество
Gt ∈ G0, что t ∈ Gt и f [Gt] ⊂ ]f(t) − ε/4, f(t) − ε/4[. Рассмотрим множество
Vm ≡ ⋃

(Gt ∈ G0 | t ∈ E) ∈ G. Так как мера µ радоновская, то для любого n ∈ N

существует компактное множество Kn ⊂ Vm, такое что µ(Vm \ Kn) � 1/n. Из
покрытия (Gt ∈ G0 | t ∈ E) множества Kn выделяем конечное подпокрытие
(Gni ∈ G0 | i ∈ In). Тогда (Gni ∈ G0 | i ∈ In, n ∈ N)—покрытие множества⋃

(Kn | n ∈ N) ≡ L. Рассмотрим множество Um ≡ ⋃
(Gni | i ∈ In, n ∈ N) ∈ G0.

Так как L ⊂ Um ⊂ Vm и µL = µVm, то µUm = µVm. Значит, Um ∈ U0
µ. По усло-

вию f [Gni] ⊂ ]f(t) − ε/4, f(t) − ε/4[. Рассмотрим числа xni ≡ inf(f(t) | t ∈ Gni)
и yni ≡ sup(f(t) | t ∈ Gni). Для них верно f [Gni] ⊂ ]xni, yni[ и |yni − xni| < ε/2.

Рассмотрим счётное множество A ≡ ⋃
({n} × In | n ∈ N) ⊂ N

2 и индек-
сы α ≡ (n, i) ∈ A, такие что i ∈ In. Определим функцию gα ∈ S0

l , полагая
gα ≡ −z для любого t /∈ Gα и gα ≡ xα для любого t ∈ Gα. Определим также
функции hα ∈ S0

u, полагая hα ≡ z для любого t /∈ Gα и hα ≡ yα для любого
t ∈ Gα. Рассмотрим g ∈ S0

l и h ∈ S0
u, такие что g(t) ≡ sup(gα(t) | α ∈ A) и

h(t) ≡ inf(hα(t) | α ∈ A). Тогда g � f � h и 0 � h(t) − g(t) < 1/m для любого
t ∈ Um. Таким образом, g ∼ h mod Nµ. Отсюда по следствию предложения 1
заключаем, что f ∈ U(T,SPµ).

Напомним, что функция f : T → R называется полунепрерывной снизу, если
f−1

[
]x,∞[

] ∈ G для любого x ∈ R. Семейство всех таких ограниченных функций
обозначим через Sl. Аналогично определим семейство Su всех ограниченных
полунепрерывных сверху функций.
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Определим для ограниченной функции f : T → R её нижнюю регуляр-
ную функцию l(f) и верхнюю регулярную функцию u(f), полагая l(f)(t) ≡
≡ sup(inf(f(s) | s ∈ G) | G ∈ Gt) и u(f)(t) ≡ inf(sup(f(s) | s ∈ G) | G ∈ Gt), где
Gt —множество всех открытых окрестностей точки t. Ясно, что l(f) � f � u(f).
Согласно [1, глава V, § 1] эти функции обладают следующими свойствами:

1) l(f) ∈ Sl и u(f) ∈ Su;
2) если g ∈ Sl (h ∈ Su) и g � f (f � h), то g � l(f) (соответственно u(f) � h).

Лемма 4. Пусть даны ограниченная функция f : T → R и некоторое разби-
ение κ ∈ ∆ множества T . Тогда s(f, κ) = s(l(f), κ) и S(f, κ) = S(u(f), κ).

Доказательство. Пусть κ ≡ (Qk ∈ G ∪ LN µ | k ∈ K) ∈ ∆. Рассмотрим
множество K+ ≡ {k ∈ K | Qk ∈ G \ {∅}}. Ясно, что µQk = 0 для любого
k ∈ K \ K+.

Пусть k ∈ K+. Тогда

xk ≡ inf(f(t) | t ∈ Qk) � inf(l(f)(t) | t ∈ Qk) �
� inf(inf(f(t) | t ∈ Qk)) = inf(xk | t ∈ Qk) = xk

влёчёт xk = inf(l(f)(t) | t ∈ Qk). Аналогично,

yk ≡ sup(f(t) | t ∈ Qk) � sup(u(f)(t) | t ∈ Qk) �
� sup(sup(f(t) | t ∈ Qk)) = sup(yk | t ∈ Qk) = yk

влёчёт yk = sup(u(f)(t) | t ∈ Qk). Следовательно,

s(f, κ) =
∑

(xkµQk | k ∈ K+) =
∑

(inf(l(f(t) | t ∈ Qk | k ∈ K+) = s(l(f), κ)

и

S(f, κ) =
∑

(ykµQk | k ∈ K+) =
∑

(sup(u(f(t) | t ∈ Qk | k ∈ K+) = S(u(f), κ).

Теорема 3. RIµ ⊂ U(T,SPµ).

Доказательство. Пусть f ∈ RIµ. Для каждого числа a > 0 рассмотрим мно-
жество Pa ≡ {t ∈ T | u(f)(t) − l(f)(t) � a}. Предположим, что µPa > 0 для
некоторого a. Рассмотрим ε ≡ aµPa > 0. Предположим, что S(f, π)− s(f, π) � ε
для любого π ∈ ∆. Тогда для любых ρ, σ ∈ ∆ справедливо S(f, σ) − s(f, ρ) �
� S(f, ρ ∧ σ) − s(f, ρ ∧ σ) � ε, где ρ ∧ σ ≡ {R ∩ S | R ∈ ρ ∧ S ∈ σ}. Следо-
вательно, S(f, σ) � s(f, ρ) + ε влечёт iµf ≡ inf(S(f, σ) | σ ∈ ∆) � s(f, ρ) + ε.
Поэтому s(f, ρ) � iµa− ε влечёт iµf = sup(s(f, ρ) | ρ ∈ ∆) � iµf − ε, что невоз-
можно. Из полученного противоречия следует, что существует такое разбиение
κ ≡ (Qk | k ∈ K) ∈ ∆, что x ≡ S(f, κ) − s(f, κ) < ε.

По лемме 4 выполняется x = S(u(f), κ)−s(l(f), κ) < ε. Рассмотрим непустое
множество Ka ≡ {k ∈ K | µ(Qk ∩ Pa) > 0}. Для него справедливо

x �
∑

((sup(u(f)(t) | t ∈ Qk) − inf(l(f)(t) | t ∈ Qk))µQk | k ∈ Ka).
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Для каждого k ∈ Ka выберем некоторую точку tk ∈ Qk ∩ Pa. Тогда

x �
∑

((u(f)(tk) − l(f)(tk))µ(Qk ∩ Pa) | k ∈ Ka) �

�
∑

(aµ(Qk ∩ Pa) | k ∈ Ka) = aµPa = ε,

что противоречит неравенству x < ε.
Из полученного противоречия следует µPa = 0 для любого a > 0. Рассмот-

рим множество P ≡ {t ∈ T | u(f)(t)− l(f)(t) > 0}. Так как P =
⋃

(P1/n | n ∈ N),
то µP = 0. Следовательно, f(t) = l(f)(t) = u(f)(t) для любой точки t ∈ Q ≡
≡ T \ P . Поэтому каждая точка t ∈ Q является точкой непрерывности точки f .
Значит, мера µ множества точек разрыва функции f равна нулю. Из теоремы 2
следует, что f ∈ U(T,SPµ).

Следствие 1. RIµ = U(T,SPµ).

Доказательство. Равенство следует из теорем 1 и 3.

Следствие 2. Для ограниченной функции f : T → R эквивалентны следую-
щие утверждения:

1) f ∈ RIµ;
2) f ∈ U(T,SPµ);
3) мера µ множества точек разрыва функции f равна нулю.

Доказательство. Утверждение является непосредственным следствием из
теоремы 2.

Следствие 3. Пусть T ≡ [a, b] ⊂ R и λ—мера Лебега на [a, b], порождённая
длиной интервалов l(|x, y|) ≡ y − x. Тогда для любой ограниченной функции
f : T → R эквивалентны следующие утверждения:

1) f является интегрируемой по Риману в обычном смысле;
2) f ∈ RIλ;
3) f ∈ U(T,SPλ).

Доказательство. Эквивалентность утверждений 1) и 3) следует из теоре-
мы 2 и характеризации Лебега—Витали. Эквивалентность утверждений 2) и 3)
доказана в следствии 1 теоремы 3.

Это следствие даёт новую характеризацию функций, интегрируемых по Ри-
ману в обычном смысле на отрезке [a, b].
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