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Аннотация

Рассматриваются конечно представимые алгебры и модули над полем. При опреде-
лённых ограничениях множество рядов Гильберта таких алгебр (модулей) оказывается
конечным. Утверждения такого рода влекут рациональность рядов Гильберта и Пуан-
каре некоторых алгебр и модулей, в частности периодичность функции Гильберта
многих (в том числе нётеровых) модулей и алгебр линейного роста.

Abstract

D. I. Piontkovski, Sets of Hilbert series and their applications, Fundamentalnaya i
prikladnaya matematika, vol. 10 (2004), no. 3, pp. 143—156.

We consider graded finitely presented algebras and modules over a field. Under some
restrictions, the set of Hilbert series of such algebras (or modules) becomes finite. Claims
of that type imply the rationality of Hilbert and Poincaré series of some algebras and
modules, including the periodicity of Hilbert functions of many (e.g., Noetherian) modules
and algebras of linear growth.

1. Введение

Рассматриваются градуированные конечно представимые алгебры и моду-
ли над фиксированным основным полем k. Множество рядов Гильберта таких
алгебр (или модулей), удовлетворяющих некоторым дополнительным ограниче-
ниям, оказывается конечным. Мы укажем несколько применений результатов
такого рода: рациональная зависимость рядов Гильберта и рациональность ря-
дов Пуанкаре идеалов в конечно представимых алгебрах, а также периодичность
функции Гильберта для многих конечно представимых алгебр линейного роста.

Статья построена следующим образом. В разделе 1.2 напоминается термино-
логия и вводятся обозначения. Затем, в разделе 2, мы переходим к основным
результатам о множествах рядов Гильберта. В частности, здесь доказывается
следующая теорема.
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Теорема 1.1 (теорема 2.4(a)). Для данных четырёх натуральных чисел n,
a, b, c обозначим через D(n, a, b, c) множество всех связных градуированных
алгебр A с не более чем n порождающими, таких что m1(A) � a, m2(A) � b и
m3(A) � c. Тогда множество рядов Гильберта алгебр из D(n, a, b, c) конечно.

Здесь mi(A) = sup{j | TorA
i (k, k)j �= 0} (если TorA

i (k, k) = 0, положим
mi(A) = 0). В частности, m1(A)— точная оценка на степени порождающих
алгебры A, а m2(A)— точная оценка на степени её соотношений. Например,
алгебра A козюлева тогда и только тогда, когда mi(A) � i для всех i � 0.

Теорема 1.1 доказывается также в [Pi1] (её версия для козюлевых алгебр
ранее была доказана в [PP]), однако здесь дано новое доказательство, которое
представляется более простым. Оно основывается на следующем утверждении.

Теорема 1.2 (теорема 2.2). Пусть D, D0, D � D0, — два целых числа. Рас-
смотрим множество E(D0,D) всевозможных градуированных (би)модулей M
над связными градуированными алгебрами A, таких что A и M порождаются
не более чем D элементами, порождающие модуля имеют степени не менее D0,
а степени порождающих и соотношений A и M не превосходят D. Тогда мно-
жество всевозможных рядов Гильберта (би)модулей из E(D0,D) не содержит
бесконечных возрастающих цепей (относительно лексикографического порядка
на рядах Гильберта).

Эта теорема обобщает результат Д. Аника [An], где рассматривалось M = A.
Упомянутые теоремы дают новое следствие.

Следствие 1.3 (следствие 2.7). Пусть A —конечно представимая алгебра,
D > 0 —целое число. Тогда множество рядов Гильберта правых идеалов в A,
у которых порождающие и соотношения имеют степени не выше D, конечно.

Приведённые результаты о множествах рядов Гильберта имеют ряд интерес-
ных приложений [Pi1]. Конечно представимый градуированный модуль M над
связной градуированной алгеброй A называется эффективно когерентным, ес-
ли существует такая функция DM : N → N, что если градуированный подмодуль
L ⊂ M порождается в степенях не выше d, то его соотношения имеют степени
не выше D(d). Модуль M называется эффективным для рядов, если для лю-
бого натурального d существует лишь конечное число возможностей для рядов
Гильберта подмодулей в M , порождённых в степени не выше d. Теорема 1.1
существенно использовалась при доказательстве следующего утверждения.

Теорема 1.4 ([Pi1]).

(a) Любая сильно нётерова связная алгебра над алгебраически замкнутым
полем эффективно когерентна.

(b) Любая эффективно когерентная алгебра эффективна для рядов.

Напомним, что алгебра A называется сильно нётеровой [ASZ], если алгебра
A ⊗ C нётерова для любой коммутативной нётеровой k-алгебры C. В частно-
сти, большинство колец, известных в некоммутативной проективной геометрии,
являются сильно нётеровыми алгебрами [ASZ].
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В данной работе рассматриваются другие приложения множеств рядов Гиль-
берта. В разделе 3 изучается следующий вопрос: когда функция Гильберта
fV (n) := dim Vn градуированной алгебры или модуля V периодична? Очевид-
ное необходимое условие состоит в том, что алгебра (модуль) V должна иметь
линейный рост, т. е. GK-dim V � 1. Оказывается, в некоторых общих случаях
это условие является также достаточным.

Теорема 1.5 (теорема 3.1). Пусть M —конечно представимый градуирован-
ный модуль над связной конечно представимой алгеброй A. Предположим, что
GK-dim M = 1 и что выполняется хотя бы одно из следующих условий:
(a) поле k конечно;
(b) векторные пространства TorA

2 (M,k) и TorA
3 (k, k) конечномерны.

Тогда ряд Гильберта M(z) рационален, т. е. функция Гильберта fM (n) = dim Mn

периодична.

Следствие 1.6. Пусть M — градуированный конечно порождённый (конечно
представимый) модуль над нётеровой справа (соответственно когерентной спра-
ва) связной алгеброй A. Если GK-dim M � 1, то функция Гильберта модуля M
периодична.

Отметим, что в контексте некоммутативной проективной геометрии крити-
ческие модули линейного роста оказываются во взаимно-однозначном соответ-
ствии с замкнутыми точками в q-coh A. Поэтому период функции Гильберта
оказывается числовым инвариантом таких точек.

Существуют градуированные алгебры с не являющейся периодической, но
ограниченной функцией Гильберта, например алгебра k〈x, y | yxy, x2, xy2n

x,
n � 1〉. Если поле k конечно, эта алгебра является даже эффективной для
рядов.

Неизвестно, любая ли конечно представимая алгебра линейного роста име-
ет периодическую функцию Гильберта. Тем не менее в ряде важных случаев
периодичность имеет место.

Следствие 1.7 (следствие 3.2). Пусть A —конечно порождённая связная
алгебра единичной размерности Гельфанда—Кириллова. Предположим, что A
удовлетворяет хотя бы одному из следующих условий:

(i) нётерова (справа или для двусторонних идеалов);
(ii) (полу)первична;
(iii) когерентна;
(iv) конечно представима над конечным полем;
(v) козюлева;
(vi) A имеет конечный рэйт (в смысле Бакелина).
Тогда функция Гильберта алгебры A периодична.

Здесь по определению алгебра A имеет конечный рэйт тогда и только тогда,
когда существует такое число r, что каждое векторное пространство TorA

i (k, k)
сосредоточено в степенях не выше ri [Ba]. Алгебра A называется когерентной
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(точнее, градуированно когерентной справа), если любой конечно порождённый
однородный правый идеал конечно определён, или, эквивалентно, если ядро
любого градуированного отображения F1 → F2 между двумя градуированными
свободными модулями F1, F2 является конечно порождённым [Bu,F].

В некогерентной алгебре какой-нибудь идеал также может оказаться конечно
представимым, и даже может иметь свободную резольвенту конечного типа.
Чтобы описать некоторые такие идеалы, вводится следующее понятие.
Определение 1.8. Пусть A — связная градуированная алгебра, и пусть F—

некоторое множество конечно порождённых правых идеалов в A. Множество F
называется квазикогерентным семейством идеалов, если 0 ∈ F и для любо-
го 0 �= I ∈ F существуют такие J1, J2 ∈ F, что J1 �= I, m0(J1) � m0(I) и
I/J1

∼= A/J2[−t] для некоторого t ∈ Z+.
Будем говорить, что квазикогерентное семейство F имеет степень d, если

m0(I) � d для всех I ∈ F.
Если максимальный идеал Ā := A1 ⊕ A2 ⊕ . . . принадлежит F, то квазико-

герентное семейство F называется когерентным [Pi1]. Например, когерентные
семейства конечной степени содержатся в любой конечно представимой мономи-
альной алгебре [Pi1] и в некоторых однородных координатных кольцах [CNR].
Когерентные семейства степени 1 называются козюлевыми фильтрациями, они
изучались в ряде работ [Bl,Co1,Co2,CRV,CTV,Pi2]. Квазикогерентное семейство
единичной степени называется козюлевым семейством. Например, такие семей-
ства можно построить в координатных кольцах некоторых конечных множеств
точек в проективном пространстве [Po].

Нетрудно убедиться, что любой идеал в квазикогерентном семействе обла-
дает свободной резольвентой конечного типа. С помощью описанных свойств
множеств рядов Гильберта мы выводим отсюда следующее утверждение.

Предложение 1.9 (следствие 4.3). Пусть F—квазикогерентное семейство
степени d в конечно представимой алгебре A. Тогда множество рядов Гильберта
всевозможных идеалов I ∈ F конечно.

Вариант предложения 1.9 для когерентных семейств был доказан в [Pi1], его
обобщение на квазикогерентные семейства использует следствие 1.3.

Как показано в [Pi1, Pi2], любой идеал в когерентном семействе конечной
степени обладает рациональным рядом Гильберта, а в козюлевой фильтрации—
ещё и рациональным рядом Пуанкаре. Предложение 1.9 позволяет получить
аналогичные результаты для квазикогерентных семейств.

Следствие 1.10 (следствия 4.4, 4.5). Пусть F—квазикогерентное семей-
ство степени d в конечно представимой алгебре A.

(i) Для любого идеала I ∈ F существуют два многочлена с целыми коэффи-
циентами p(z), q(z), такие что I(z) = A(z)p(z)

q(z) .

(ii) Предположим, что d = 1, т. е. F—козюлево семейство. Тогда для любого
идеала I ∈ F его ряд Пуанкаре PI(z) :=

∑
i�0

(dim Tori(I, k))zi является
рациональной функцией.
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1.2. Обозначения и предположения

Мы рассматриваем Z+-градуированные связные ассоциативные алгебры над
фиксированным основным полем k, т. е. алгебры вида R =

⊕
i�0

Ri, где R0 = k.

По умолчанию все модули и идеалы градуированные и правосторонние.
Для такого R-модуля M мы будем обозначать через HiM градуированное

векторное пространство TorR
i (M,k). Через HiR обозначим градуированное век-

торное пространство TorR
i (k, k) = HikA. Векторное пространство H1R изоморф-

но линейной оболочке минимального множества однородных порождающих ал-
гебры R, а H2R —линейной оболочке минимального множества её однородных
соотношений. Аналогично, векторное пространство H0M —это линейная обо-
лочка однородных порождающих модуля M , а H1M —линейная оболочка его
однородных соотношений.

Обозначим через m(M) = m0(M) супремум степеней однородных порожда-
ющих модуля M . Если M —векторное пространство с тривиальной структурой
модуля, то это просто супремум степеней элементов M . Для любого i � 0
положим также mi(M) := m(HiM) = sup{j | TorR

i (M,k)j �= 0}. Аналогично
положим mi(R) = m(HiR) = mi(kR). Например, m(R) := m0(R)— супремум
степеней порождающих алгебры R, а m1(R) (m1(M)) — супремум степеней со-
отношений алгебры R (соответственно модуля M).

Отметим, что символы HiR и miR для алгебры имеют иной смысл, чем со-
ответствующие символы HiRR и miRR для R, рассматриваемой как модуль над
собой. Однако гомологии HiRR модуля RR тривиальны, так что недоразумений
возникнуть не должно.

Ряд Гильберта локально конечного градуированного векторного простран-
ства (алгебры, модуля. . . ) V определяется как формальный степенной ряд
V (z) =

∑
i∈Z

(dim Vi)zi. Например, эйлерова характеристика минимальной сво-

бодной резольвенты тривиального модуля kR даёт формулу

R(z)−1 =
∑

i�0

(−1)iHiR(z).

Как обычно, мы пишем
∑
i�0

aiz
i = o(zn), если ai = 0 при i � n.

Введём линейный порядок (лексикографический) на множестве формальных
степенных рядов с целыми коэффициентами, т. е. положим

∑
i�0

aiz
i >lex

∑
i�0

biz
i,
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если существует такое q � 0, что ai = bi для i < q и aq > bq. Этот по-
рядок продолжает покоэффициентный частичный порядок, заданный условием,
что

∑
i�0

aiz
i �

∑
i�0

biz
i тогда и только тогда, когда ai � bi для всех i � 0.

2. Свойства множеств рядов Гильберта

Следующая теорема, принадлежащая Анику, показывает, что множество ря-
дов Гильберта алгебр с ограниченными по степеням и количеству порождающи-
ми и соотношениями вполне упорядоченно.

Теорема 2.1 ([An, теорема 4.3]). Пусть n, a, b— три натуральных числа,
пусть C(n, a, b) —множество всевозможных n-порождённых связных алгебр R,
для которых m1(R) � a и m2(R) � b, и пусть H(n, a, b) —множество рядов
Гильберта таких алгебр. Тогда упорядоченное множество (H(n, a, b), >lex) не
содержит бесконечных возрастающих цепей.

Пример бесконечной убывающей цепи рядов Гильберта в множестве
C(7, 1, 2) построен в [An, пример 7.7].

Мы докажем более общую версию этой теоремы, в которой алгебры заме-
няются на (би)модули. Доказательство основывается на той же идее, что и
в [An].

Теорема 2.2. Пусть D, D0, D � D0, — два целых числа. Рассмотрим мно-
жество E(D0,D) всевозможных градуированных (би)модулей M над связными
градуированными алгебрами A, таких что A и M порождаются не более чем D
элементами, порождающие модуля имеют степени не менее D0, а степени по-
рождающих и соотношений A и M не превосходят D. Тогда множество всевоз-
можных рядов Гильберта (би)модулей из E(D0,D) не содержит бесконечных
возрастающих цепей.

Для доказательства нам потребуются дополнительные обозначения.
Пусть дано четыре формальных степенных ряда V (z), R(z), W (z), S(z).

Обозначим через M = M(V (z), R(z),W (z), S(z)) множество всевозможных мо-
дулей M над алгебрами A, таких что H1A(z) = V (z), H2A(z) = R(z), H0M(z) =
= W (z) и H1M(z) = S(z).

Мы можем считать, что все такие алгебры порождаются одним и тем же
векторным пространством V , а все модули— одним и тем же векторным про-
странством W . Пусть D = max{deg R(z),deg S(z)}, и пусть m = dimT (V )�D,
n = dim(W ⊗ T (V ))�D. Поскольку любое соотношение r ∈ H2A алгебры A
представимо как элемент из T (V )�D, его можно рассматривать как элемент
векторного пространства km. Поэтому векторное пространство H2A определя-
ется вектором из krm, где r = R(1)—размерность пространства H2A. Аналогич-
но, каждое векторное пространство соотношений модуля M ∈ M определяется
некоторым вектором из ksn, где s = S(1)—размерность пространства H1M . Это
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означает, что каждый модуль Mu ∈ M определяется вектором u из векторного
пространства Q = krm+sn.

Рассмотрим топологическое пространство M̄(V (z), R(z),W (z), S(z)) :=
:= {u | Mu ∈ M} ⊂ Q с индуцированной топологией Зариского.

Лемма 2.3. Пусть V (z), R(z), W (z), S(z)—четыре многочлена с неотри-
цательными целыми коэффициентами, и пусть h(z)—некоторый формаль-
ный степенной ряд. Тогда подмножества L>(h(z)) := {u | Mu(z) � h(z)} и
L>lex(h(z)) := {u | Mu(z)�lexh(z)} в M̄(V (z), R(z),W (z), S(z)) замкнуты и ал-
гебраичны.

Доказательство. Пусть M = Mu ∈ M—модуль над алгеброй A и R, S —
минимальные множества соотношений для A и M . Тогда M является фактор-мо-
дулем модуля F = W⊗T (V ) по T (V )-подмодулю N = W⊗T (V )RT (V )+ST (V ).
Положим h(z) =

∑
i�0

hiz
i и h̃(z) =

∑
i�0

hiz
i := F (z) − h(z).

Условие u ∈ L>(h(z)) означает, что N(z) � h̃(z), т. е. что dim Ni � hi для лю-
бого i � 0. Для каждого i � 0 последнее условие означает в свою очередь, что
ранг системы векторов, порождающих векторное пространство Ni, ограничен
числом hi. Очевидно, это условие на u алгебраическое, поскольку оно означа-
ет равенство нулю определённых миноров. Следовательно, множество L>(h(z))
является счётным пересечением замкнутых алгебраических подмножеств, и по-
тому оно само алгебраическое.

Условие u ∈ L>lex(h(z)) означает, что N(z) �lex h̃(z). Значит, множество
L>lex(h(z)) представляется в виде счётного пересечения множеств Li, i � 0, где

Li = {u | N(z) � h(z) + o(zi)} ∪
i⋃

j=0

{u | dim Nj < hj} ⊂
⊂ M̄(V (z), R(z),W (z), S(z)).

Каждое множество Li алгебраическое, поэтому L также алгебраическое.

Доказательство теоремы 2.2. Во-первых, с точностью до сдвига градуи-
ровки можно считать D0 = 0. Во-вторых, каждый бимодуль над алгеброй A
можно рассматривать как правый модуль над алгеброй B = A⊗Aop. Поскольку
m1(B) = m1(A) � D и m2(B) � max{m1(A)2,m2(A)} � D2, то достаточно
доказывать теорему 2.2 (для всех D) для подмножества E′(0,D) ⊂ E(0,D),
состоящего из правых модулей (т. е. бимодулей с тривиальным левым действи-
ем). Действительно, так как соотношения произвольного правого модуля M
как бимодуля имеют степени не выше max{m0(M) + m1(A),m1(M)} � 2D,
то утверждение теоремы о множестве E(0,D) будет следовать из аналогичного
утверждения для множества E′(0,max{2D,D2}).

Предположим, что существует бесконечная возрастающая цепь

M1(z) <lex M2(z) <lex . . .

в E′(0,D), состоящая из модулей над некоторыми алгебрами A1, A1, . . . ∈
∈ C(D,D,D). Можно считать, что все эти алгебры порождаются одним и тем
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же конечномерным градуированным векторным пространством V и что их ми-
нимальные пространства соотношений R1, R2, . . . ⊂ T (V ) имеют один и тот же
ряд (многочлен) Гильберта Ri(z) = R(z). Аналогично можно считать, что все
модули Mi порождаются одним и тем же конечномерным градуированным век-
торным пространством W и что их минимальные пространства соотношений
S1, S2, . . . имеют один и тот же ряд Гильберта Si(z) = S(z).

Тогда мы получаем бесконечную убывающую цепь алгебраических подмно-
жеств в M̄(V (z), R(z),W (z), S(z))

L>lex(M1(z)) ⊃ L>lex(M2(z)) ⊃ . . . .

Противоречие.

Следующая теорема— основной результат этого раздела. Другое её доказа-
тельство можно найти в [Pi1].

Теорема 2.4. Пусть n, a, b, c, m, p1, p2, q, r —девять целых чисел.

(a) Обозначим через D(n, a, b, c) множество всех связных градуированных ал-
гебр A с не более чем n порождающими, таких что m1(A) � a, m2(A) � b
и m3(A) � c. Тогда множество рядов Гильберта алгебр из D(n, a, b, c)
конечно.

(b) Пусть DM = DM(n, a, b, c,m, p1, p2, q, r) —множество всевозможных пра-
вых модулей над алгебрами из D(n, a, b, c) с не более чем m порождающи-
ми, таких что Mi = 0 при i < p1, m0(M) � p2, m1(M) � q и m2(M) � r.
Тогда множество HDM рядов Гильберта модулей из DM конечно.

Для доказательства нам потребуется следующая стандартная версия леммы
Кёнига.

Лемма 2.5. Пусть P —линейно упорядоченное множество, удовлетворяющее
условиям обрыва и возрастающих, и убывающих цепей. Тогда P конечно.

Доказательство теоремы 2.4. С точностью до сдвига градуировки можно
считать p1 = 0. Пусть M ∈ DM —модуль над алгеброй A ∈ D(n, a, b, c). Рас-
смотрим начальные члены минимальной свободной резольвенты для M :

0 → Ω → H0(M) ⊗ A → M → 0.

Здесь порождающие модуля сизигий Ω имеют степени не выше m1(M) � q,
а соотношения— не выше m2(M) � r. Поскольку H0(Ω) = H1(M), коли-
чество dim H0(Ω) его порождающих не превосходит dim(H0(M) ⊗ A)�q �
� m(1 + n + . . . + nq) =: D′. Получаем, что Ω ∈ E(0,D), где D = max{D′, q, r},
так что множество всевозможных рядов Гильберта для Ω удовлетворяет условию
обрыва возрастающих цепей.

Предположим временно, что M = A1 ⊕ A2 ⊕ . . . (чтобы объединить случаи
(a) и (b), мы считаем здесь m = n, p2 = a, q = b и r = c). Получаем M(z) =
= A(z) − 1 и H0(M) = H1(A). Из эйлеровой характеристики получаем

Ω(z) − H1(A)(z)A(z) + M(z) = 0,
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или

A(z) = (1−Ω(z))(1−H1(A)(z))−1 = (1−Ω(z))(1 + H1(A)(z) + H1(A)(z)2 + . . .).

Заметим, что порядок <lex согласован с умножением неравенств на формаль-
ный степенной ряд с положительными коэффициентами. Так как имеется лишь
конечное число возможностей для H1(A)(z), множество рядов Гильберта A(z)
удовлетворяет условию обрыва убывающих цепей. По теореме 2.1 оно также
удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей. Согласно лемме 2.5 отсюда
следует утверждение (a).

Вернёмся теперь к общему случаю (b). Имеем M(z) = H0(M)(z)A(z)−Ω(z).
Здесь имеется лишь конечное число возможностей для H0(M)(z) (так как и
число, и размерности ненулевых компонент ограничены). Кроме того, по утвер-
ждению (a) имеется лишь конечное число возможностей для A(z). Следователь-
но, множество HDM всех таких рядов Гильберта M(z) удовлетворяет условию
обрыва убывающих цепей. Так как HDM ⊂ E(0,max{n, a, b,m, p2, q}), оно удо-
влетворяет и условию обрыва возрастающих цепей по теореме 2.2. По лемме 2.5
оно конечно.

Если ограничиться рассмотрением только модулей над единственной алге-
брой A, дополнительное условие m3(A) < ∞ можно опустить.

Следствие 2.6. Пусть A —конечно представимая алгебра. Задав пять про-
извольных целых чисел m, p1, p2, q, r, рассмотрим множество DMA =
= DMA(m, p1, p2, q, r) конечно представимых A-модулей M с не более чем m
порождающими, таких что Mi = 0 при i < p1, m0(M) � p2, m1(M) � q и
m2(M) � r. Тогда множество рядов Гильберта модулей из DMA конечно.

Доказательство. Как это было сделано в доказательстве теоремы 2.4, по-
ложим p1 = 0 и рассмотрим точную последовательность

0 → Ω → H0(M) ⊗ A → M → 0.

Как и выше, получаем, что множество всевозможных рядов Гильберта Ω(z) удо-
влетворяет условию обрыва возрастающих цепей, так что множество HDMA

рядов Гильберта M(z) = H0(M)(z)A(z) − Ω(z) удовлетворяет условию обрыва
убывающих цепей. Поскольку DMA ⊂ E(0,D) при D = max{m1(A),m2(A),
dim H0(A), p2, qr}, из леммы 2.5 следует, что множество рядов Гильберта моду-
лей из DMA конечно.

Следствие 2.7. Пусть D > 0 —целое число, и пусть A —конечно представи-
мая алгебра.

(a) Множество рядов Гильберта (двусторонних или правых) идеалов в A, по-
рождённых в степени не выше D, удовлетворяет условию обрыва убываю-
щих цепей.

(b) Множество рядов Гильберта правых идеалов в A, у которых порождающие
и соотношения имеют степени не выше D, конечно.



152 Д. И. Пионтковский

Доказательство. Достаточно применить теорему 2.2 и следствие 2.6 к мо-
дулям A/I, где I —идеал.

3. Периодические функции Гильберта

Теорема 3.1. Пусть M —конечно представимый градуированный модуль над
связной конечно представимой алгеброй A. Предположим, что GK-dim M = 1 и
что выполняется хотя бы одно из следующих условий:
(a) поле k конечно;
(b) векторные пространства TorA

2 (M,k) и TorA
3 (k, k) конечномерны.

Тогда ряд Гильберта M(z) рационален, т. е. функция Гильберта fM (n) = dim Mn

периодична.

Следствие 3.2. Пусть A —конечно порождённая связная алгебра единичной
размерности Гельфанда—Кириллова. Предположим, что A удовлетворяет хотя
бы одному из следующих условий:

(i) нётерова (справа или для двусторонних идеалов);
(ii) (полу)первична;
(iii) когерентна;
(iv) конечно представима над конечным полем;
(v) козюлева;
(vi) A имеет конечный рэйт (в смысле Бакелина).
Тогда функция Гильберта алгебры A периодична.

Доказательство. Напомним, что любая аффинная алгебра A, для которой
GK-dim A = 1, является PI-алгеброй [SSW], поэтому в нётеровом случае она
имеет рациональный ряд Гильберта [L]. Более того, как показано в [L], лю-
бой нётеров модуль над PI-алгеброй также имеет рациональный ряд Гильберта.
Поскольку любой нётеров A-бимодуль является нётеровым модулем над PI-ал-
геброй Aop ⊗A, получаем, что любая слабо нётерова (т. е. нётерова для двусто-
ронних идеалов) PI-алгебра имеет рациональный ряд Гильберта. Это доказывает
случай (i).

Любая полупервичная алгебра линейного роста является конечным модулем
над своим нётеровым центром [SSW], поэтому она также имеет рациональный
ряд Гильберта. Это доказывает (ii).

Остальные пять случаев следуют из теоремы 3.1. Отметим, что случай (v)
был также доказан Л. Посицельским (результат не опубликован).

Лемма 3.3. Пусть M —бесконечномерный градуированный (неотрицатель-
ными целыми числами) модуль над связной градуированной алгеброй A. Обо-
значим через Mn A-модуль

⊕
t�n

M t, градуировка на котором сдвинута на n, т. е.

(Mn)t = Mn+t для всех t � 0. Тогда эквивалентны следующие условия:
(a) GK-dim M = 1 и M(z)—рациональная функция;
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(b) для некоторых i �= j имеем M i(z) = M j(z);
(c) множество рядов Гильберта HM = {Mn(z) | n � 0} конечно.

В этом случае последовательность {dim Mn} периодична с периодом d, таким
что d � |HM | и d � |i − j|.
Доказательство. Если GK-dim M = 1, то рациональность ряда M(z) озна-

чает, что существуют такие натуральные d, D, что dim Mn = dim Mn+d для
всех n � D, т. е. Mn(z) = Mn+d(z) для всех n � D. В таком случае множество
HM = {Mn(z) | n < D + d} конечно.

С другой стороны, если Mn(z) = Mn+d(z) для некоторых n � 0, d > 0, то
dim Mi = dimMi+d для всех i � n, так что dim Mi � maxj�n+d Mj . В частности,
получаем, что GK-dim M = 1.

Наконец, если множество HM конечно, то условие (b) очевидным образом
выполняется.

Замечание 3.4. Более того, аналогично можно показать, что если
GK-dim M � 1 и M i(z) � M j(z) для некоторых i �= j, то функция Гильбер-
та модуля M периодична.

Лемма 3.5. Пусть M —неотрицательно градуированный модуль над связной
градуированной алгеброй A, и пусть модули Mn те же, что и в лемме 3.3. Тогда
mi(Mn) < max{mi(M),mi+1(A)} для всех n � 1, i � 0.

Доказательство. По определению mi(M0) = mi(M) для всех i � 0. До-
кажем индукцией по n � 1, что TorA

i (Mn+1, k)j−1 = 0, если TorA
i (Mn, k)j =

= TorA
i+1(k, k)j = 0.

Пусть s = dimAn. Точная последовательность

0 → Mn+1[−1] → Mn → ks → 0

даёт точную тройку

TorA
i+1(k

s, k) → TorA
i (Mn+1, k)[−1] → TorA

i (Mn, k)

для каждого i � 0. Осталось заметить, что TorA
i+1(k

s, k) =
s⊕
1

TorA
i+1(k, k).

Доказательство теоремы 3.1. С точностью до сдвига градуировки можно
считать, что Mi = 0 при i < 0. Положим gA = m(A), gM = m(M), rA = m2(A)
и rM = m1(M). Пусть N — такое число, что dim Mn � N для всех n � 0.
По лемме 3.5 каждый модуль Mn изоморфен фактор-модулю свободного мо-
дуля F = V ⊗ A по подмодулю, порождённому однородным подпространством
W ⊂ F[1..rM ] = F1⊕. . .⊕FrM

, где V = V0⊕. . .⊕VgM
— градуированное векторное

пространство, для которого dim Vi = N , 0 � i � gM .
СЛУЧАЙ (a). Пусть q —число элементов в k. Поскольку dim F[1..rM ] конечно

(а именно поскольку dim F[1..rM ] < gArMN =: T , то |F[1..rM ]| < qT ), то имеется
лишь конечное число вариантов выбора его подмножества W (а именно суще-
ствует не более чем 2qT

собственных подмножеств в F[1..rM ]). Тогда существует
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лишь конечное число изоморфных классов модулей Mn, и потому по лемме 3.3
последовательность {dim Mn} периодична с некоторым периодом d < 2qT

.
СЛУЧАЙ (b). По лемме 3.5 для каждого n � 2 имеем m2(Mn) � m3(A) − 1.

Согласно следствию 2.6 имеется лишь конечное число возможностей для рядов
Гильберта L(z) модулей L с ограниченными dim H0(L) и mi(L) при i � 2.
Мы заключаем, что множество рядов Гильберта модулей M i конечно. Осталось
применить лемму 3.3.

4. Квазикогерентные семейства идеалов

Определение 4.1. Пусть A— связная градуированная алгебра, и пусть F—
некоторое множество конечно порождённых правых идеалов в A. Множество F
называется квазикогерентным семейством идеалов, если 0 ∈ F и для любо-
го 0 �= I ∈ F существуют такие J1, J2 ∈ F, что J1 �= I, m0(J1) � m0(I) и
I/J1

∼= A/J2[−t] для некоторого t ∈ Z+.
Будем говорить, что квазикогерентное семейство F имеет степень d, если

m0(I) � d для всех I ∈ F.
Квазикогерентное семейство степени 1 называется козюлевым семейством

идеалов. Оно введено А. Полищуком [Po] для доказательства козюлевости од-
нородных координатных колец конечных множеств точек в проективном про-
странстве. Если A�1 ∈ F, то квазикогерентное семейство называется когерент-
ным [Pi1]. Термин «квазикогерентное семейство» появился потому, что каждый
идеал в таком семействе конечно представим, подобно конечно порождённым
подмодулям в квазикогерентном модуле. Более того, имеет место следующее
утверждение.

Предложение 4.2. Пусть F—квазикогерентное семейство в алгебре A. То-
гда каждый идеал I ∈ F обладает свободной резольвентой конечного типа. Если
F имеет степень d, то для любого I ∈ F имеем mi(I) � m0(I) + id для всех
i � 0.

Доказательство аналогично доказательству подобного утверждения для ко-
герентных семейств [Pi1].

Доказательство. Будем действовать индукцией по i и по I (по включению
таких идеалов J1, что m0(J1) � m0(I)). Пусть J1, J2, t те же, что в определе-
нии 4.1. В частности, t � m0(I) � d. Точная последовательность

0 → J1 → I → A/J2[−t] → 0

приводит для каждого i � 1 к следующему фрагменту точной последовательно-
сти Tor-ов:

. . . → Hi(J1)j → Hi(I)j → Hi−1(J2)j−t → . . . .

По индукции имеем mi(I) � max{mi(J1),mi−1(J2)+ t} < ∞. Если t � d, имеем
также mi(I) � t + id.
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Следствие 4.3. Пусть F—квазикогерентное семейство степени d в конеч-
но представимой алгебре A. Тогда множество рядов Гильберта идеалов I ∈ F
конечно.

Доказательство. Ввиду предложения 4.2 можно применить следствие 2.7.

Следствие 4.4. Пусть F—квазикогерентное семейство степени d в конеч-
но представимой алгебре A. Тогда для любого идеала I ∈ F существуют два
многочлена с целыми коэффициентами p(z), q(z), такие что I(z) = A(z)p(z)

q(z) .

Доказательство. Ввиду следствия 4.3 можно применить в точности те же
рассуждения, которые доказывают подобное утверждение для когерентных се-
мейств (см. [Pi1, теорема 4.5]).

Следствие 4.5. Пусть F—козюлево семейство (т. е. квазикогерентное се-
мейство степени 1) в конечно представимой алгебре A. Тогда для любого идеа-
ла I ∈ F его ряд Пуанкаре PI(z) :=

∑
i�0

(dim Tori(I, k))zi является рациональной
функцией.

Доказательство. Любой идеал в козюлевом семействе является козю-
левым модулем (см. [Po] или предложение 4.2). По следствию 4.4 имеем
I(z) = p(z)/q(z). Из козюлевости получаем I(z) = PI(−z)A(z), так что P (z) =
= p(−z)/q(−z).
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