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Аннотация

Работа посвящена изучению строения множества всех ненильпотентных подмно-
гообразий многообразия разрешимых индекса 2 алгебр типа (γ, δ). Построен адди-
тивный базис свободной метабелевой (γ, δ)-алгебры и доказано, что любое тождество
ненильпотентной метабелевой (γ, δ)-алгебры степени �6 является следствием четы-
рёх определяющих соотношений.

Abstract

S. V. Platonova, Varieties of two-step solvable algebras of type (γ, δ), Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 10 (2004), no. 3, pp. 157—180.

The structure of the set of all nonnilpotent subvarieties of the variety of two-step solv-
able algebras of type (γ, δ) is studied. An additive basis of a free metabelian (γ, δ)-algebra
is constructed. It is proved that any identity in a nonnilpotent metabelian (γ, δ)-algebra
of degree at least 6 is a consequence of four defining relations.

Введение

Понятия разрешимости и нильпотентности играют важную роль в теории
неассоциативных алгебр. Первые примеры разрешимых, но не нильпотентных
альтернативных алгебр и алгебр типа (−1, 1) построил Г. В. Дорофеев [2, 3].
Он же привёл пример конечномерной правоальтернативной правонильпотентной
алгебры, которая не является нильпотентной [3].

Многообразия разрешимых индекса 2 (или, в другой терминологии, мета-
белевых) алгебр достаточно активно изучались различными авторами [1, 4—8].
Так, в 1976 г. В. П. Белкин [3] доказал существование многообразия мета-
белевых правоальтернативных алгебр, которое не может быть задано никакой
конечной системой тождеств. Ю. А. Медведев [5] доказал, что многообра-
зия метабелевых альтернативных, йордановых, мальцевских алгебр и алгебр
типа (−1, 1) шпехтовы. С. В. Пчелинцевым [7] был получен ряд результатов
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о строении решёток многообразий метабелевых алгебр, близких к ассоциатив-
ным. В настоящей работе изучаются алгебры типа (γ, δ), которые были введены
А. А. Албертом [9] и представляют собой важный класс 2-многообразий (много-
образие называется 2-многообразием, если в алгебрах этого класса выполнено
свойство «квадрат идеала— идеал»). Напомним, что алгебра над полем Φ ха-
рактеристики, отличной от 2 и 3, называется алгеброй типа (γ, δ), если она
удовлетворяет тождествам

(x, x, x) = 0, (1)

(x, y, z) + γ(y, x, z) + δ(z, x, y) = 0, (2)

(x, y, z) − γ(x, z, y) + (1 − δ)(y, z, x) = 0, (3)

где (x, y, z) = (xy)z − x(yz)—ассоциатор, и верно связывающее скаляры равен-
ство

γ2 − δ2 + δ − 1 = 0. (4)

Всюду в работе предполагается, что γ �= ±1, δ �= 0, 1. Эти ограничения свя-
заны с тем, что при γ = ±1 равенство (4) принимает вид δ2 − δ = 0 и, значит,
выполняется только при δ = 0, 1. Тем самым получаются следующие четыре ти-
па наборов: (−1, 1), (−1, 0), (1, 1), (1, 0). Строение множества ненильпотентных
подмногообразий многообразия метабелевых алгебр типа (−1, 1) было описано
С. В. Пчелинцевым [7], аналогичные результаты для многообразия метабеле-
вых алгебр типа (1, 1) были недавно получены автором. Так как известно [6],
что алгебра типа (−γ, 1 − δ) антиизоморфна алгебре типа (γ, δ), получаем ре-
шение этой задачи для многообразий метабелевых алгебр типа (−1, 0) и (1, 0).
Рассмотрению остальных случаев и посвящена данная статья.

Статья состоит из четырёх разделов. В разделе 1 доказываются простейшие
следствия из определяющих соотношений. В разделах 2 и 3 рассматриваются
операторные слова длины 3 и 4, основным результатом является доказатель-
ство кососимметричности операторных слов длины, большей трёх. В разделе 4
строится базис свободной ненильпотентной метабелевой алгебры типа (γ, δ) и
доказывается основной результат работы.

Основная теорема. Всякое тождество степени � 6 ненильпотентного под-
многообразия многообразия M метабелевых (γ, δ)-алгебр над полем Φ харак-
теристики, отличной от 2 и 3, является следствием определяющих тождеств
многообразия M .

Из основной теоремы получаем следствие 1 (используется терминология [7]).

Следствие 1. Множество ненильпотентных многообразий (γ, δ)-алгебр ко-
нечномерно. Если поле Φ конечно, то указанное множество многообразий также
конечно.

Поскольку не всякая метабелева (γ, δ)-алгебра нильпотентна [6], справедли-
во следствие 2.
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Следствие 2. Топологический ранг многообразия метабелевых алгебр типа
(γ, δ) равен 2.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю
С. В. Пчелинцеву за постановку задачи и полезные обсуждения в процессе
работы.

1. Простейшие следствия
из определяющих соотношений

Напомним, что алгебра называется метабелевой, если в ней справедливо
тождество (xy)(zt) = 0. В дальнейшем термин «алгебра» означает метабелеву
алгебру типа (γ, δ), а тождество метабелевости используется без дополнитель-
ных пояснений. В алгебре A операторы правого и левого умножения на эле-
мент x, действующие на квадрате A2, обозначаются, как обычно, через R(x)
и L(x); T является общим обозначением для операторов R и L. Для ком-
мутаторов и йордановых произведений используются стандартные обозначения
[x, y] = xy − yx, x ◦ y = xy + yx.

Полагая x ∈ A2 в (3), получим

(1 − δ)LzLy = RyRz − γRzRy. (5)

Полагая y ∈ A2 в (3), получим

[Lx, Rz] = (δ − 1)RzRx − γLzLx. (6)

Полагая z ∈ A2 в (2), получим

δRxRy = LyLx + γLxLy. (7)

Из соотношений (5) и (6) на основании равенства (4) имеем

LxRz − RzRx = (δ − 1)RzRx − γ

(
1

1 − δ
RxRz − γ

1 − δ
RzRx

)
=

= (δ − 1)RzRx − γ

1 − δ
RxRz +

γ2

1 − δ
RzRx =

=
−1 + 2δ − δ2 + γ2

1 − δ
RzRx − γ

1 − δ
RxRz =

δ

1 − δ
RzRx − γ

1 − δ
RxRz,

т. е.

RzLx = LxRz +
γ

1 − δ
RxRz − δ

1 − δ
RzRx. (8)

Из равенств (5)—(8) индукцией по длине операторного слова выводим следую-
щее утверждение.

Лемма 1. Всякое операторное слово метабелевой алгебры типа (γ, δ) предста-
вимо с сохранением состава в виде линейной комбинации слов вида TaRb . . . Rc.
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2. Переработка операторных слов длины 3

Свойство 1.

RxRyLz = LzRxRy +
γ

1 − δ
RzRxRy +

γ − δ

1 − δ
RxRzRy − δ

1 − δ
RxRyRz.

Доказательство. В силу соотношения (8)

RxRyLz = Rx(LzRy +
γ

1 − δ
RzRy − δ

1 − δ
RyRz) =

= LzRxRy +
γ

1− δ
RzRxRy − δ

1− δ
RxRzRy +

γ

1− δ
RxRzRy − δ

1− δ
RxRyRz =

= LzRxRy +
γ

1 − δ
RzRxRy +

γ − δ

1 − δ
RxRzRy − δ

1 − δ
RxRyRz.

Свойство 2. R3
x = 0.

Доказательство. Из равенства (5) следует, что

L3
x =

1 − γ

1 − δ
LxR2

x.

С другой стороны, в силу соотношения (5) и свойства 1 получаем

L3
x =

1 − γ

1 − δ
R2

xLx =
1 − γ

1 − δ

(
LxR2

x +
2(γ − δ)

1 − δ
R3

x

)
.

Таким образом,

1 − γ

1 − δ
LxR2

x =
1 − γ

1 − δ

(
LxR2

x +
2(γ − δ)

1 − δ
R3

x

)
,

откуда
2(γ − δ)(1 − γ)

(1 − δ)2
R3

x = 0.

Так как γ �= ±1, то 1 − γ �= 0. Если γ − δ = 0, то из равенства (4) следует, что
δ − 1 = 0, а этот случай мы не рассматриваем. Таким образом, R3

x = 0.

Свойство 3. LxR2
x = 0.

Доказательство. Из соотношений (8) и (5) следует, что

LxRxLx = L2
xRx +

γ − δ

1 − δ
LxR2

x =
1 − γ

1 − δ
R3

x +
γ − δ

1 − δ
LxR2

x.

С другой стороны, применяя последовательно равенства (8), (5) и (7), (5) и (4),
имеем
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LxRxLx = RxL2
x +

δ − γ

1 − δ
R2

xLx =
1 − γ

1 − δ
R3

x +
1
δ

δ − γ

1 − δ
(1 + γ)L3

x =

=
1 − γ

1 − δ
R3

x +
(δ− γ)(1+ γ)

δ(1 − δ)
1− γ

1− δ
LxRx2 =

1− γ

1− δ
R3

x +
(δ− γ)(1− γ2)

δ(1 − δ)2
LxR2

x =

=
1 − γ

1 − δ
R3

x +
(δ − γ)(δ − δ2)

δ(1 − δ)2
LxR2

x =
1 − γ

1 − δ
R3

x +
δ − γ

(1 − δ)
LxR2

x.

Таким образом,

1 − γ

1 − δ
R3

x +
γ − δ

1 − δ
LxR2

x =
1 − γ

1 − δ
R3

x +
δ − γ

(1 − δ)
LxR2

x,

т. е.
2(γ − δ)

1 − δ
LxR2

x = 0.

Так как γ − δ �= 0, то LxR2
x = 0.

Свойство 4.

(2 − γ − δ)LxRyRx + (1 − γ)LxRxRy + (1 + δ)R2
xRy + (2 + γ + δ)RxRyRx = 0.

Доказательство. Из соотношений (1) и (5) следует, что

x2RxLy = x2LxLy =
1

1 − δ
x2RyRx − γ

1 − δ
x2RxRy.

С другой стороны, в силу равенства (8) имеем

x2RxLy = x2LyRx +
γ

1 − δ
x2RyRx − δ

1 − δ
x2RxRy.

Таким образом,

x2

(
1

1 − δ
RyRx − γ

1 − δ
RxRy − LyRx − γ

1 − δ
RyRx +

δ

1 − δ
RxRy

)
= 0,

и после умножения на знаменатель получаем

x2((1 − γ)RyRx + (δ − γ)RxRy − (1 − δ)LyRx) = 0.

Линеаризуем последнее соотношение по x, считая, что a, b ∈ A, c ∈ A2:

(ac + ca)((1 − γ)RyRb + (δ − γ)RbRy − (1 − δ)LyRb) +
+ (bc + cb)((1 − γ)RyRa + (δ − γ)RaRy − (1 − δ)LyRa) = 0,

(1 − γ)LaRyRb + (δ − γ)LaRbRy − (1 − δ)LaLyRb +
+ (1 − γ)RaRyRb + (δ − γ)RaRbRy − (1 − δ)RaLyRb +
+ (1 − γ)LbRyRa + (δ − γ)LbRaRy − (1 − δ)LbLyRa + (1 − γ)RbRyRa +
+ (δ − γ)RbRaRy − (1 − δ)RbLyRa = 0.

Положим a = b = x. Тогда последнее соотношение примет вид

(1 − γ)LxRyRx + (δ − γ)LxRxRy − (1 − δ)LxLyRx +

+ (1 − γ)RxRyRx + (δ − γ)R2
xRy − (1 − δ)RxLyRx = 0.
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В силу (5) и (8)

(1 − γ)LxRyRx + (δ − γ)LxRxRy − RyR2
x + γRxRyRx +

+ (1 − γ)RxRyRx + (δ − γ)R2
xRy − (1 − δ)LyR2

x − γRyR2
x + δRxRyRx = 0,

(1 − γ)LxRyRx + (δ − γ)LxRxRy + (δ − γ)R2
xRy −

− (1 − δ)LyR2
x − (1 + γ)RyR2

x + (1 + δ)RxRyRx = 0.

Наконец, на основании свойств 2 и 3

(2 − γ − δ)LxRyRx + (1 − γ)LxRxRy + (1 + δ)R2
xRy + (2 + δ + γ)RxRyRx = 0.

Свойство 5.

а) LxRxRy =
δ − 1 − γδ

δ(1 − δ)
R2

xRy +
1

(1 − δ)2
RxRyRx;

б) LxRyRx =
γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
R2

xRy +
γ2 + γ − 1
(1 − δ)2

RxRyRx;

в) LyR2
x =

γ2 + γ

δ(1 − δ)
R2

xRy − γ2 + γ

(1 − δ)2
RxRyRx;

г) R2
xRy = αRxRyRx, где α =

2δ − 2δ2 + 2γδ

(1 − δ)(γ − δ)
;

д) RyR2
x = βRxRyRx, где β =

δ2 − δ − γ − γδ

(1 − δ)(γ − δ)
.

Доказательство. Прежде всего в силу равенства (5) имеем

LxLyLz = Lx

(
1

1 − δ
RzRy − γ

1 − δ
RyRz

)
=

1
1 − δ

LxRzRy − γ

1 − δ
LxRyRz.

С другой стороны, учитывая вновь (5) и свойство 1, получаем

LxLyLz =
(

1
1 − δ

RyRx − γ

1 − δ
RxRy

)
Lz =

1
1 − δ

RyRxLz − γ

1 − δ
RxRyLz =

=
1

1 − δ

(
LzRyRx +

γ

1 − δ
RzRyRx +

γ − δ

1 − δ
RyRzRx − δ

1 − δ
RyRxRz

)
−

− 1
1 − δ

(
−γLzRxRy − γ2

1 − δ
RzRxRy +

γδ − γ2

1 − δ
RxRzRy +

γδ

1 − δ
RxRyRz

)
.

Приравнивая правые части полученных равенств, имеем после умножения на
(1 − δ)

LxRzRy − γLxRyRz − LzRyRx + γLzRxRy =

=
γ

1 − δ
RzRyRx +

γ − δ

1 − δ
RyRzRx − δ

1 − δ
RyRxRz −

− γ2

1 − δ
RzRxRy +

γδ − γ2

1 − δ
RxRzRy +

γδ

1 − δ
RxRyRz. (9)



Многообразия разрешимых индекса 2 алгебр типа (γ, δ) 163

Из последнего равенства вытекают следующие соотношения:

LxRyRx − γLxRxRy − LyR2
x + γLyR2

x =

=
γ

1 − δ
RyR2

x +
γ − δ

1 − δ
RxRyRx − δ

1 − δ
R2

xRy −

− γ2

1 − δ
RyR2

x +
γδ − γ2

1 − δ
RxRyRx +

γδ

1 − δ
R2

xRy =

=
γ − γ2

1 − δ
RyR2

x +
γ − δ + γδ − γ2

1 − δ
RxRyRx +

γδ − δ

1 − δ
R2

xRy,

LxRxRy − γLxRyRx − LxRyRx + γLxRxRy =

=
γ

1 − δ
RxRyRx +

γ − δ

1 − δ
RyR2

x − δ

1 − δ
RyR2

x −

− γ2

1 − δ
R2

xRy +
γδ − γ2

1 − δ
R2

xRy +
γδ

1 − δ
RxRyRx =

=
γ + γδ

1 − δ
RxRyRx +

γ − 2δ

1 − δ
RyR2

x +
γδ − 2γ2

1 − δ
R2

xRy,

LyR2
x − γLyR2

x − LxRxRy + γLxRyRx =

=
γ

1 − δ
R2

xRy +
γ − δ

1 − δ
R2

xRy − δ

1 − δ
RxRyRx −

− γ2

1 − δ
RxRyRx +

γδ − γ2

1 − δ
RyR2

x +
γδ

1 − δ
RyR2

x =

=
2γ − δ

1 − δ
R2

xRy − γ2 + δ

1 − δ
RxRyRx +

2γδ − γ2

1 − δ
RyR2

x,

т. е.

LxRyRx − γLxRxRy + (γ − 1)LyR2
x =

=
γ − δ + γδ − γ2

1 − δ
RxRyRx +

γδ − δ

1 − δ
R2

xRy +
γ − γ2

1 − δ
RyR2

x, (10)

(γ + 1)LxRxRy − (γ + 1)LxRyRx =

=
γ + γδ

1 − δ
RxRyRx +

γδ − 2γ2

1 − δ
R2

xRy +
γ − 2δ

1 − δ
RyR2

x, (11)

(1 − γ)LyR2
x − LxRxRy + γLxRyRx =

=
2γ − δ

1 − δ
R2

xRy − γ2 + δ

1 − δ
RxRyRx +

2γδ − γ2

1 − δ
RyR2

x. (12)

Из соотношения (10) и свойств 2 и 3 вытекает, что

(2 − γ)LxRyRx + (1 − 2γ)LxRxRy =

=
γδ − δ + γ2 − γ

1 − δ
R2

xRy +
−δ + γδ

1 − δ
RxRyRx. (13)
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Из соотношения (11) и свойств 2 и 3 вытекает, что

− (γ + 1)LxRyRx + (γ + 1)LxRxRy =

=
γδ − 2γ2 − γ + 2δ

1 − δ
R2

xRy +
2δ + γδ

1 − δ
RxRyRx. (14)

Из соотношения (12) и свойств 2 и 3 вытекает, что

(2γ − 1)LxRyRx + (γ − 2)LxRxRy =

=
2γ − δ − 2γδ + γ2

1 − δ
R2

xRy − δ + 2γδ

1 − δ
RxRyRx. (15)

Если ввести обозначения A = LxRxRy, B = LxRyRx, C = R2
xRy, D = RxRyRx,

равенства (13)—(15) принимают вид

(1 − 2γ)A + (2 − γ)B =
γδ − δ + γ2 − γ

1 − δ
C +

−δ + γδ

1 − δ
D, (16)

(γ + 1)A − (γ + 1)B =
γδ − 2γ2 − γ + 2δ

1 − δ
C +

2δ + γδ

1 − δ
D, (17)

(γ − 2)A + (2γ − 1)B =
2γ − δ − 2γδ + γ2

1 − δ
C − δ + 2γδ

1 − δ
D. (18)

Вычитая из равенства (16) равенство (18), получаем

(3 − 3γ)A + (3 − 3γ)B =
3γδ − 3γ

1 − δ
C +

3γδ

1 − δ
D.

После сокращения на 3 имеем

(1 − γ)A + (1 − γ)B = −γC +
γδ

1 − δ
D. (19)

Вычитая из равенства (17) равенство (19), получаем

2γA − 2B =
2δ − 2γ2

1 − δ
C +

2δ

1 − δ
D.

Так как ввиду равенства (4) верно γ2 = δ2 − δ + 1, то δ − γ2 = −(1 − δ)2, тогда
последнее соотношение принимает вид

γA − B = (δ − 1)C +
δ

1 − δ
D. (20)

Сложим теперь равенства (19) и (20):

A − γB = (δ − γ − 1)C +
δ + γδ

1 − δ
D. (21)

Выражая B из соотношения (20) и подставляя полученное выражение в (21), на
основании равенства (4) получаем

A =
δ − 1 − γδ

δ(1 − δ)
C +

1
(1 − δ)2

D, (22)

что и доказывает пункт а).
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Аналогично, выражая A из соотношения (21) и подставляя полученное вы-
ражение в соотношение (20), получаем

B =
γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
C +

γ2 + γ − 1
(1 − δ)2

D, (23)

что доказывает пункт б).
Складывая теперь почленно равенства (22) и (23), имеем

A + B =
δ − 1 − γ − δ2

δ(1 − δ)
C +

γ2 + γ

(1 − δ)2
D.

Отсюда на основании свойства 3 и равенства (4) получаем равенство

LyR2
x = −LxRyRx − LxRxRy = −(A + B) =

γ2 + γ

δ(1 − δ)
C − γ2 + γ

(1 − δ)2
D,

совпадающее с утверждением пункта в).
Из свойства 4 следует, что

(1 − γ)A + (2 − γ − δ)B = −(1 + δ)C − (2 + γ + δ)D.

Вычитая из последнего равенства соотношение (19), получаем

(1 − δ)B = (γ − δ − 1)C − 2 − δ + γ − δ2

1 − δ
D,

B =
(γ − δ − 1)

1 − δ
C − 2 − δ + γ − δ2

(1 − δ)2
D.

Из последнего равенства и соотношения (23) следует, что

γ − δ − 1
1 − δ

C − 2 − δ + γ − δ2

(1 − δ)2
D =

γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
C +

γ2 + γ − 1
(1 − δ)2

D,

γ − δ

δ(1 − δ)
C =

1 − δ − δ2 + γ2 + 2γ

(1 − δ)2
D.

В силу равенства (4) имеем γ2 − δ2 = 1 − δ, следовательно, последнее соотно-
шение принимает вид

γ − δ

δ(1 − δ)
C =

2 − 2δ + 2γ

(1 − δ)2
D.

Так как γ �= δ, то

C =
2δ − 2δ2 + 2γδ

(1 − δ)(γ − δ)
D,

что доказывает пункт г). Наконец, пункт д) вытекает из пункта г) и свойства 2.



166 С. В. Платонова

3. Переработка операторных слов длины 4

Свойство 6.

а) R2
xRyRx = 0;

б) RxRyR2
x = 0.

Доказательство.
а) В силу свойств 2 и 5г) имеем 0 = R3

xRy = αR2
xRyRx. Если γ = δ − 1, то,

учитывая (4), получим, что δ = 0, а этот случай мы не рассматриваем, значит,
α �= 0 и R2

xRyRx = 0.
б) В силу пункта а) и свойства 5г) 0 = R2

xRyRx = αRxRyR2
x, значит,

RxRyR2
x = 0.

Свойство 7.

а) RyR2
xRy = R2

yR2
x;

б) R2
xR2

y = R2
yR2

x;
в) (RxRy)2 = −2R2

xR2
y.

Доказательство.
а) Ввиду свойства 5г) имеем R2

xRy = αRxRyRx, R2
yRx = αRyRxRy. Тогда

RyR2
xRy = Ry · R2

xRy = αRyRxRyRx = αRyRxRy · Rx = R2
yR2

x.

б) Ввиду свойства 5д) имеем RyR2
x = βRxRyRx, RxR2

y = βRyRxRy. Тогда

RyR2
x · Ry = βRxRyRx · Ry = Rx · βRyRxRy = Rx · RxR2

y = R2
xR2

y.

Отсюда в силу пункта а) получаем требуемое в пункте б) равенство.
в) Последний пункт вытекает из пункта а) и свойства 2:

0 = RxRyRxRy + RxR2
yRx + R2

xR2
y = (RxRy)2 + 2R2

xR2
y.

Лемма 2. Если A—метабелева алгебра типа (γ, δ), такая что γ не является
корнем уравнения

15γ3 + 5γ2 − 15γ − 9 = 0, (∗)
то в ней справедливы соотношения

(RxRy)2 = R2
xR2

y = RyR2
xRy = 0.

Доказательство. В силу свойства 7в) (RxRy)2 + 2RxR2
yRx = 0, следова-

тельно, ввиду свойства 5г)

(RxRy)2 +
2(2δ − 2δ2 + 2γδ)

(1 − δ)(γ − δ)
(RxRy)2 = 0,

откуда
γ + 3δ + 3γδ − 3δ2

(1 − δ)(γ − δ)
(RxRy)2 = 0.
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Если (RxRy)2 �= 0, то γ + 3δ + 3γδ − 3δ2 = 0. Так как в силу равенства (4)
3δ − 3δ2 = 3 − 3γ2, то γ + 3γδ + 3 − 3γ2 = 0. Выражая из этого уравнения δ и
подставляя его в равенство (4), получаем

γ2 −
(

3γ2 − γ − 3
3γ

)2

+
3γ2 − γ − 3

3γ
− 1 = 0,

15γ3 + 5γ2 − 15γ − 9 = 0.

Таким образом, если A— такая алгебра типа (γ, δ), что γ не является кор-
нем уравнения (∗), то в ней выполняется соотношение (RxRy)2 = 0. Учитывая
равенства из свойства 7, получаем остальные требуемые в лемме соотношения.

Лемма 3. Если A—метабелева алгебра типа (γ, δ), то

(RxRy)2 = R2
xR2

y = RyR2
xRy = 0.

Доказательство. Пусть A— такая алгебра типа (γ, δ), что γ является кор-
нем уравнения (∗), B —алгебра, антиизоморфная алгебре A. Известно [6], что
B —алгебра типа (−γ, 1 − δ). Так как уравнение (∗) не имеет двух противопо-
ложных корней, то −γ не является корнем уравнения (∗). Тогда для алгебры B
справедлива лемма 2. Так как алгебры A и B антиизоморфны, то в алгебре A
справедливы равенства (LxLy)2 = LxL2

yLx = L2
xL2

y = 0.
Из соотношения (5) следует равенство

0 = L2
xL2

y = (
1 − γ

1 − δ
)2R2

xR2
y.

Так как γ �= 1, то R2
xR2

y = 0. Учитывая свойство 7, получаем остальные требуе-
мые соотношения.

Свойство 8. γR2
xRzRy + (γδ − γ2)RzR

2
xRy − δRzRyR2

x = 0.

Доказательство. В силу свойства 5а) имеем

RzLxRxRy =
δ − 1 − γδ

δ(1 − δ)
RzR

2
xRy +

1
(1 − δ)2

RzRxRyRx.

Далее, учитывая равенство (8) и свойство 5б), получаем

RzLxRxRy = LxRzRxRy +
γ

1 − δ
RxRzRxRy − δ

1 − δ
RzR

2
xRy =

=
γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
R2

xRzRy +
γ2 + γ − 1
(1 − δ)2

RxRzRxRy +

+
γ

1 − δ
RxRzRxRy − δ

1 − δ
RzR

2
xRy =

=
γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
R2

xRzRy +
γ2 + 2γ − γδ − 1

(1 − δ)2
RxRzRxRy − δ

1 − δ
RzR

2
xRy.
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Таким образом,

γδ − γ − δ2

δ(1 − δ)
R2

xRzRy +
γ2 + 2γ − γδ − 1

(1 − δ)2
RxRzRxRy − δ

1 − δ
RzR

2
xRy −

− δ − 1 − γδ

δ(1 − δ)
RzR

2
xRy − 1

(1 − δ)2
RzRxRyRx = 0,

откуда после приведения подобных членов и умножения на (1 − δ) имеем

γδ − γ − δ2

δ
R2

xRzRy +
γ2 + 2γ − γδ − 1

(1 − δ)
RxRzRxRy −

− δ − 1 − γδ + δ2

δ
RzR

2
xRy − 1

(1 − δ)
RzRxRyRx = 0.

В силу свойства 2

(γδ − γ − δ2)(1 − δ) − δ(γ2 + 2γ − γδ − 1)
δ(1 − δ)

R2
xRzRy −

− (δ−1− γδ + δ2)(1− δ)+ δ(γ2 + 2γ − γδ− 1)
δ(1 − δ)

RzR
2
xRy − 1

(1− δ)
RzRxRyRx = 0,

откуда

γδ − γ − δ2 − γδ2 + γδ + δ3 − γ2δ − 2γδ + γδ2 + δ

δ
R2

xRzRy −

− δ2+δ−1−γδ−δ3−δ2+δ+γδ2+γ2δ+2γδ−γδ2−δ

δ
RzR

2
xRy − RzRxRyRx = 0.

В силу (4) верно равенство γ2δ − δ3 + δ2 − δ = 0, поэтому

−γ

δ
R2

xRzRy − −1 + 2δ − δ2 + γδ

δ
RzR

2
xRy − RzRxRyRx = 0.

Применяя ещё раз (4), имеем

−γ

δ
R2

xRzRy − δ − γ2 + γδ

δ
RzR

2
xRy − RzRxRyRx = 0,

откуда после умножения обеих частей на δ получаем

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy + δRzRxRyRx = 0. (24)

Используя вновь свойство 2, имеем

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy − δRzR

2
xRy − δRzRyR2

x = 0,

откуда и вытекает требуемое соотношение

γR2
xRzRy + (−γ2 + γδ)RzR

2
xRy − δRzRyR2

x = 0.
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Свойство 9.

(γδ−2γ2)R2
xRzRy+(δ2−2γδ+2γ)RzRxRyRx+(γ2−γ2δ+γδ2−δ+1)RyR2

xRz = 0.

Доказательство. Пусть A—метабелева алгебра типа (γ, δ), а B —алгебра,
антиизоморфная алгебре A. Тогда B —алгебра типа (−γ, 1 − δ) [6]. В силу
свойства 8 в алгебре B выполняется равенство

−γR2
xRzRy + (−γ(1 − δ) − γ2)RzR

2
xRy − (1 − δ)RzRyR2

x = 0,

или
−γR2

xRzRy + (−γ + γδ − γ2)RzR
2
xRy + (δ − 1)RzRyR2

x = 0.

Тогда в алгебре A выполняется операторное соотношение

−γL2
xLzLy + (−γ + γδ − γ2)LzL

2
xLy + (δ − 1)LzLyL2

x = 0.

В силу соотношения (5) имеем

− γ(1 − γ)
1 − δ

R2
x · ( 1

1 − δ
RyRz − γ

1 − δ
RzRy) +

+ (δ − 1)(
1

1 − δ
RyRz − γ

1 − δ
RzRy) · 1 − γ

1 − δ
R2

x +

+ (−γ + γδ − γ2)
(

1
1− δ

RxRz − γ

1− δ
RzRx

)(
1

1− δ
RyRz − γ

1− δ
RxRy

)
= 0,

откуда после умножения на (1 − δ)2 получаем

− γ(1 − γ)(R2
xRyRz − γR2

xRzRy) + (δ − 1)(1 − γ)(RyRzR
2
x − γRzRyR2

x) +

+ (−γ + γδ − γ2)(RxRzRyRx − γRxRzRxRy − γRzRxRyRx + γ2RzR
2
xRy) = 0.

Учитывая лемму 3, получаем

γ(1 − γ)(1 + γ)R2
xRzRy + (δ − 1)(1 − γ)(1 + γ)RyRzR

2
x +

+ (−γ + γδ − γ2)(RxRzRyRx + γRxRyRxRz − γRzRxRyRx − γ2RyR2
xRz) = 0.

В силу свойства 6 имеем

γ(1 − γ)(1 + γ)R2
xRzRy + (δ − 1)(1 − γ)(1 + γ)RyRzR

2
x +

+ (−γ + γδ − γ2)(−R2
xRyRz − RzRxRyRx − γR2

xRyRz −
− γRyR2

xRz − γRzRxRyRx − γ2RyR2
xRz) = 0,

γ(1 − γ)(1 + γ)R2
xRzRy + (δ − 1)(1 − γ)(1 + γ)RyRzR

2
x +

+ (−γ+γδ−γ2)(−(1+γ)R2
xRyRz − γ(γ+1)RyR2

xRz − (1+γ)RzRxRyRx) = 0,

γ(1 − γ)(1 + γ)R2
xRzRy + (δ − 1)(1 − γ)(1 + γ)RyRzR

2
x +

+ (−γ + γδ − γ2)(1 + γ)(−R2
xRyRz − γRyR2

xRz − RzRxRyRx) = 0.
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Так как γ �= −1, то, сокращая на (1 + γ), получаем

γ(1 − γ)R2
xRzRy + (δ − 1)(1 − γ)RyRzR

2
x +

+ (−γ + γδ − γ2)(−R2
xRyRz − γRyR2

xRz − RzRxRyRx) = 0,

(γ − γ2)R2
xRzRy + (δ − 1 − γδ + γ)RyRzR

2
x −

− (−γ + γδ − γ2)R2
xRyRz − γ(−γ + γδ − γ2)RyR2

xRz −
− (−γ + γδ − γ2)RzRxRyRx = 0,

(γ − γ2 − γ + γδ − γ2)R2
xRzRy + (δ − 1 − γδ + γ)RyRzR

2
x +

+ (γ2 − γ2δ + γ3)RyR2
xRz − (−γ + γδ − γ2)RzRxRyRx = 0.

Далее, в силу свойств 2 и 6 имеем

RyRzR
2
x = −RyR2

xRz − RyRxRzRx = −RyR2
xRz + RzRxRyRx,

тогда

(γδ − 2γ2)R2
xRzRy − (δ − 1 − γδ + γ)RyR2

xRz + (δ − 1 − γδ + γ)RzRxRyRx +

+ (γ2 − γ2δ + γ3)RyR2
xRz − (−γ + γδ − γ2)RzRxRyRx = 0,

(γδ − 2γ2)R2
xRzRy + (δ − 1 − 2γδ + 2γ + γ2)RzRxRyRx +

+ (γ2 − γ2δ + γ3 − δ + 1 + γδ − γ)RyR2
xRz = 0.

Наконец, в силу равенства (4) верно

(γδ − 2γ2)R2
xRzRy + (δ2 − 2γδ + 2γ)RzRxRyRx +

+ (γ2 − γ2δ + γ3 − δ + 1 + γδ − γ)RyR2
xRz = 0.

Поскольку в силу (4) верно равенство γ3 − γδ2 + γδ − γ = 0, то последнее
соотношение приводится к виду

(γδ−2γ2)R2
xRzRy+(δ2−2γδ+2γ)RzRxRyRx+(γ2+γδ2−γ2δ−δ+1)RyR2

xRz = 0.

Свойство 10. RzRxRyRx + RxRzRxRy = 0.

Доказательство. Рассмотрим соотношение (24):

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy + δRzRxRyRx = 0.

В силу леммы 3

γR2
xRzRy + (−δ + γ2 − γδ)RyR2

xRz + δRzRxRyRx = 0.

Умножим последнее равенство на (2γ − δ):

γ(2γ − δ)R2
xRzRy + (2γ − δ)(−δ + γ2 − γδ)RyR2

xRz + δ(2γ − δ)RzRxRyRx = 0,

(2γ2 − γδ)R2
xRzRy +

+ (−2γδ + 2γ3 − 3γ2δ + δ2 + γδ2)RyR2
xRz + (2γδ − δ2)RzRxRyRx = 0.
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Сложим последнее равенство и равенство из свойства 9:

(−2γδ + 2γ3 − 4γ2δ + δ2 + 2γδ2 + γ2 − δ + 1)RyR2
xRz + 2γRzRxRyRx = 0.

Принимая во внимание (4), получаем

(−2γδ + 2γ3 − 4γ2δ + 2γδ2 + 2γ2)RyR2
xRz + 2γRzRxRyRx = 0.

Так как 2γ �= 0, то

(−δ + γ2 − 2γδ + δ2 + γ)RyR2
xRz + RzRxRyRx = 0.

Отсюда ввиду (4)

(2γ2 − 2γδ − 1 + γ)RyR2
xRz + RzRxRyRx = 0,

т. е.
RzRxRyRx = (2γδ − 2γ2 − γ + 1)RyR2

xRz. (25)

Учитывая соотношение (24), получаем

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy + δ(2γδ − 2γ2 − γ + 1)RyR2

xRz = 0,

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy + (2γδ2 − 2γ2δ − γδ + δ)RyR2

xRz = 0.

В силу леммы 3

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ)RzR

2
xRy − (2γδ2 − 2γ2δ − γδ + δ)RzR

2
xRy = 0,

γR2
xRzRy + (δ − γ2 + γδ − 2γδ2 + 2γ2δ + γδ − δ)RzR

2
xRy = 0,

γR2
xRzRy + γ(−γ + 2δ − 2δ2 + 2γδ)RzR

2
xRy = 0.

Так как γ �= 0, то

R2
xRzRy + (−γ + 2δ − 2δ2 + 2γδ)RzR

2
xRy = 0

и
R2

xRzRy = (γ − 2δ + 2δ2 − 2γδ)RzR
2
xRy.

Далее, в силу свойства 2

RxRzRxRy = −RzR
2
xRy − R2

xRzRy = −(1 + γ − 2δ + 2δ2 − 2γδ)RzR
2
xRy.

Сложим последнее соотношение и соотношение (25):

RzRxRyRx + RxRzRxRy =

= (2γδ − 2γ2 + 1 − γ)RyR2
xRz − (1 − 2δ + γ + 2δ2 − 2γδ)RzR

2
xRy.

Наконец, в силу леммы 3 и равенства (4)

RzRxRyRx + RxRzRxRy =

= (2γδ − 2γ2 + 1 − γ + 1 − 2δ + γ + 2δ2 − 2γδ)RyR2
xRz,

RzRxRyRx + RxRzRxRy =

= (−2γ2 + 2 − 2δ + 2δ2)RyR2
xRz = −2(γ2 − δ2 + δ − 1)RyR2

xRz = 0.
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Лемма 4. В алгебре A операторные слова вида RxRyRzRt и LxRyRzRt

кососимметричны по всем переменным.

Доказательство. В силу свойств 10 и 5д)

δ2 − δ − γ − γδ

(1 − δ)(γ − δ)
RzRxRyRx +

δ2 − δ − γ − γδ

(1 − δ)(γ − δ)
RxRzRxRy = 0,

RzRyR2
x + RzR

2
xRy = 0.

Отсюда в силу свойства 2
RzRxRyRx = 0. (26)

Тогда из свойства 10 следует, что

RxRzRxRy = 0. (27)

Учитывая свойства 5г) и 5д), получаем RzR
2
xRy = RzRyR2

x = 0, откуда на осно-
вании равенства (2) имеем R2

xRzRy = 0. В силу свойства 6а) RxRyRzRx = 0.
Значит, операторные слова RxRyRzRt кососимметричны по всем переменным.

Учитывая свойства 5а), 5б), 5в) и кососимметричность операторных слов
вида RxRyRzRt, получаем, что

LxRxRyRz = LxRyRxRz = LyR2
xRz = 0. (28)

Далее, умножая равенство из свойства 5б) на Rt слева, имеем

RtLxRyRx = 0

ввиду кососимметричности операторных слов вида RxRyRzRt. Аналогично, вви-
ду равенства (8) имеем

LxRtRyRx = 0. (29)

Умножим соотношение из свойства 5г) слева на Lz:

LzR
2
xRy = αLzRxRyRx.

Так как 2δ − 2δ2 + 2γδ �= 0, то, учитывая соотношение (28), получаем

LzRxRyRx = 0. (30)

Тем самым доказано, что операторные слова вида LxRyRzRt кососимметричны
по всем переменным, кроме, может быть, переменных z и t. Наконец, в силу
свойства 2

LyRzR
2
x = −LyR2

xRz − LyRxRzRx = 0.

Из лемм 1 и 4 вытекает следующая лемма.

Лемма 5. В алгебре A операторные слова длины � 4 кососимметричны по
всем переменным.
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4. Базис свободной метабелевой алгебры типа (γ, δ)

Пусть M —произвольное многообразие метабелевых алгебр типа (γ, δ),
A— свободная метабелева алгебра многообразия M с множеством свобод-
ных порождающих X = {x1, x2, . . .}. Для элементов x, y ∈ A2 будем пи-
сать x ≡ y (n), если для любых a1, a2, . . . , an ∈ A справедливо равенство
(x − y)T (a1)T (a2) . . . T (an) = 0.

Лемма 6. В алгебре A выполняются следующие соотношения:

а) (ax)RxRy + (γ + δ)(xa)RxRy + (xa)LxRy + (1 − γ − δ)(ax)LxRy ≡ 0 (2);

б) (1 + γ)(ax)RxRy + (γδ − 2γ − δ2)(ax)LxRy + (1 + γ)(xa)LxRy +

+ (δ + γδ − γ2 − γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2).

Доказательство. Известно [6], что в любой алгебре типа (γ, δ) выполняют-
ся соотношения

(x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0, (31)

[x, (y, x, x)] = [x, (x, y, x)] = 0, (32)

[x, (y, z, x)] + [x, (z, y, x)] = 0. (33)

а) Из равенств (31) и (32) следует, что

[x, (x, x, y)] = 0, [x, x2y−x(xy)] = 0, x(x2y)−x(x(xy))−(x2y)x+(x(xy))x = 0.

Так как ввиду леммы 5 операторные слова длины � 4 кососимметричны по всем
переменным, то x(x2y)− (x2y)x ≡ 0 (2), x2(RyLx −RyRx) ≡ 0 (2). В силу (8) и
леммы 5 имеем

x2

(
LxRy +

γ

1 − δ
RxRy − δ

1 − δ
RyRx − RyRx

)
≡ 0 (2),

значит,

x2

(
LxRy +

γ + 1
1 − δ

RxRy

)
≡ 0 (2).

В силу равенства (1)

x2

(
RxRy +

γ + 1
1 − δ

RxRy

)
≡ 0 (2),

γ + 2 − δ

1 − δ
x2RxRy ≡ 0 (2).

Если γ + 2 − δ = 0, то γ = δ − 2. Из равенства (4) следует, что (δ − 2)2 − δ2 +
+ δ − 1 = 0, т. е. δ = 1. Так как этот случай мы отбросили, то γ + 2 − δ �= 0.
Тогда x2RxRy ≡ 0 (2). Линеаризуем это тождество по x: (ax)RxRy+(xa)RxRy+
+x2RaRy ≡ 0 (2). В силу тождества (3) (x, x, a)+(1−γ−δ)(x, a, x) = 0, значит,
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x2a − x(xa) + (1 − γ − δ)((xa)x − x(ax)) = 0, т. е.

(ax)RxRy + (xa)RxRy + (xa)LxRy + γ(xa)RxRy − γ(ax)LxRy −
−(1 − δ)(xa)RxRy + (1 − δ)(ax)LxRy ≡ 0 (2),

(ax)RxRy + (δ + γ)(xa)RxRy + (xa)LxRy + (1 − δ − γ)(ax)LxRy ≡ 0 (2).

б) В силу (33) [x, (ya)x − y(ax)] + [x, (ay)x − a(yx)] = 0. Тогда по лемме 5
[x, y(ax)] + [x, a(yx)] ≡ 0 (2), x(y(ax)) − (y(ax))x + x(a(yx) − (a(yx))x) ≡ 0 (2),

(ax)LyLx − (ax)LyRx + (yx)LaLx − (yx)LaRx ≡ 0 (2).

Далее, в силу равенства (5) и леммы 5 имеем

1
1 − δ

(ax)RxRy − γ

1 − δ
(ax)RyRx − (ax)LyRx +

+
1

1 − δ
(yx)RxRa − γ

1 − δ
(yx)RaRx − (yx)LaRx ≡ 0 (2),

откуда

−1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx − (ax)LyRx − 1 + γ

1 − δ
(yx)RaRx − (yx)LaRx ≡ 0 (2).

Учитывая определяющие соотношения (3) и (2), получаем

1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx + (ax)LyRx +

1 + γ

1 − δ
((xa)LyRx + γ(ya)R2

x −
− γ(ax)LyRx − (1 − δ)(xa)RyRx + (1 − δ)(ay)LxRx) +

+ (ay)R2
x + γ(ya)R2

x − γ(ax)LyRx + δ(xa)RyRx − δ(ay)R2
x ≡ 0 (2).

Отсюда на основании леммы 5 имеем

1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx +(ax)LyRx +

1 + γ

1 − δ
((xa)LyRx−γ(ax)LyRx−(1−δ)(xa)RyRx)−

− γ(ax)LyRx + δ(xa)RyRx ≡ 0 (2),

значит,

1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx +

(
1 − γ − γ + γ2

1 − δ

)
(ax)LyRx +

+
1 + γ

1 − δ
(xa)LyRx + (δ − 1 − γ)(xa)RyRx ≡ 0 (2),

т. е.

1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx +

1 − δ − 2γ + γδ − γ2

1 − δ
(ax)LyRx +

+
1 + γ

1 − δ
(xa)LyRx + (δ − 1 − γ)(xa)RyRx ≡ 0 (2).
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Учитывая равенство (4), получаем

1 + γ

1 − δ
(ax)RyRx +

−2γ + γδ − δ2

1 − δ
(ax)LyRx +

+
1 + γ

1 − δ
(xa)LyRx + (δ − 1 − γ)(xa)RyRx ≡ 0 (2).

После умножения на общий знаменатель имеем

(1 + γ)(ax)RyRx + (−2γ + γδ − δ2)(ax)LyRx +
+ (1 + γ)(xa)LyRx + (δ − 1 − γ)(1 − δ)(xa)RyRx ≡ 0 (2).

Раскроем скобки в последнем слагаемом:

(1 + γ)(ax)RyRx + (−2γ + γδ − δ2)(ax)LyRx +

+ (1 + γ)(xa)LyRx + (2δ − δ2 + γδ − 1 − γ)(xa)RyRx ≡ 0 (2).

Учитывая равенство (4), имеем

(1 + γ)(ax)RyRx + (−2γ + γδ − δ2)(ax)LyRx +

+ (1 + γ)(xa)LyRx + (δ − γ2 + γδ − γ)(xa)RyRx ≡ 0 (2).

Наконец, на основании леммы 5 получаем требуемое соотношение:

(1 + γ)(ax)RxRy + (−2γ + γδ − δ2)(ax)LxRy +

+ (1 + γ)(xa)LxRy + (δ − γ2 + γδ − γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2).

Лемма 7. В алгебре A справедливы следующие соотношения:

а) (xa)RxRy ≡ δ − 1
γ + 1

(ax)LxRy (2);

б) (xa)LxRy ≡ γ + δ

γ + 1
(ax)LxRy − (ax)RxRy (2).

Доказательство. Из леммы 6а) вытекает

(ax)RxRy + (γ + δ)(xa)RxRy + (xa)LxRy + (1 − γ − δ)(ax)LxRy ≡ 0 (2).

Тогда в силу леммы 6б) имеем

(1 + γ)(−(γ + δ)(xa)RxRy − (xa)LxRy − (1 − γ − δ)(ax)LxRy) +

+(γδ−2γ− δ2)(ax)LxRy +(1+γ)(xa)LxRy +(δ +γδ−γ2 −γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2),

откуда

− (γ + δ + γ2 + γδ)(xa)RxRy − (1 + γ)(xa)LxRy −
− (1 − γ2 − δ − γδ)(ax)LxRy + (γδ − 2γ − δ2)(ax)LxRy +

+ (1 + γ)(xa)LxRy + (δ + γδ − γ2 − γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2),
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т. е.

(2γδ − 2γ − δ2 − 1 + γ2 + δ)(ax)LxRy + (−2γ2 − 2γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2).

Ввиду (4)

(2γδ − 2γ)(ax)LxRy + (−2γ2 − 2γ)(xa)RxRy ≡ 0 (2),
2γ(δ − 1)(ax)LxRy − 2γ(γ + 1)(xa)RxRy ≡ 0 (2).

Так как γ �= 0,±1, то (δ − 1)(ax)LxRy − (γ + 1)(xa)RxRy ≡ 0 (2), т. е.

(xa)RxRy ≡ δ − 1
γ + 1

(ax)LxRy (2).

б) Из последнего соотношения и леммы 6а) следует, что

(ax)RxRy +
(γ + δ)(δ − 1)

γ + 1
(ax)LxRy + (xa)LxRy + (1 − γ − δ)(ax)LxRy ≡ 0 (2),

(ax)RxRy +
δ2 − 2δ + 1 − γ − γ2

γ + 1
(ax)LxRy + (xa)LxRy ≡ 0 (2).

В силу (4) верно равенство

(ax)RxRy − δ + γ

γ + 1
(ax)LxRy + (xa)LxRy ≡ 0 (2),

т. е.

(xa)LxRy ≡ γ + δ

γ + 1
(ax)LxRy − (ax)RxRy (2).

Лемма 8. [[a, x], c] ≡ 0 (3).

Доказательство. В силу леммы 7

[[a, x]x]Ry = ((ax)Rx − (xa)Rx − (ax)Lx + (xa)Lx)Ry ≡

≡
(

(ax)Rx +
1 − δ

1 + γ
(ax)Lx − (ax)Lx − (ax)Rx +

γ + δ

1 + γ
(ax)Lx

)
Ry (2).

Таким образом, [[a, x], x]Ry ≡ 0 (2). Тогда

[[a, x], x]RyRzRt = 0, (34)

[[a, x], x]RzLyRt = 0.

В силу (8)

[[a, x], x]
(

LyRzRt +
γ

1 − δ
RyRzRt − δ

1 − δ
RzRyRt

)
= 0.

Учитывая (34), получим, что [[a, x], x]LyRzRt = 0. Из этого соотношения, ра-
венства (34) и леммы 1 следует, что [[a, x], x] ≡ 0 (3). Линеаризуем последнее
тождество: [[a, b], c] + [[a, c], b] ≡ 0 (3), откуда [[c, a], b] ≡ [[a, b], c] (3). Посколь-
ку [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 (см. [6]), то 3[[a, b], c] ≡ 0 (3). Так как
характеристика поля отлична от 3, то [[a, b], c] ≡ 0 (3).
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Определение. Правильными словами алгебры A от переменных из множе-
ства Xn = {x1, x2, . . . , xn} (n � 6) называются полилинейные одночлены

а) (x1xj)R(k1)R(k2) . . . R(kn−2),
б) [x1, xj ]R(k1)R(k2) . . . R(kn−2),
в) (x2x1)L(3)R(4) . . . R(n),

где T (k) := T (xk) и k1 < k2 < . . . < kn−2.

Теорема 1. Пространство Pn(A) полилинейных одночленов над Xn (n � 6)
линейно порождается правильными словами алгебры A.

Доказательство. Так как алгебры типа (γ, δ) являются почти альтер-
нативными, то пространство Pn(A) линейно порождается словами вида
(x1xj)T (a)T (b) . . . T (c) и (xjx1)T (a)T (b) . . . T (c). Тогда по лемме 1 простран-
ство Pn(A) линейно порождается словами вида (x1xj)T (a)R(b) . . . R(c) и
(xjx1)T (a)R(b) . . . R(c). В силу леммы 5 пространство Pn(A) линейно поро-
ждается словами вида (x1xj)T (k1)ρ, (xjx1)T (k1)ρ, где ρ = R(k2) . . . R(kn−2).
Будем писать a ≡ b, если (a − b)ρ = 0. В силу леммы 7б) имеем

(x2x1)L(j) + (xjx1)L(2) ≡
≡ γ + δ

γ + 1
((x1x2)L(j) + (x1xj)L(2)) − ((x1xj)R(2) + (x1x2)R(j)),

значит,

(xjx1)L(2) ≡ −(x2x1)L(j) +

+
γ + δ

γ + 1
([x1, x2]L(j) + [x1, xj ]L(2) + (x2x1)L(j) + (xjx1)L(2)) −

− (x1x2)R(j) − (x1xj)R(2).

Таким образом, учитывая лемму 8, получаем(
1 − γ + δ

γ + 1

)
(xjx1)L(2) ≡

≡
(

γ + δ

γ + 1
− 1

)
(x2x1)L(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, x2]L(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, xj ]L(2) −

− (x1x2)R(j) − (x1xj)R(2),
1 − δ

γ + 1
(xjx1)L(2) ≡ δ − 1

γ + 1
(x2x1)L(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, x2]L(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, xj ]L(2) −

− (x1x2)R(j) − (x1xj)R(2) ≡
≡ δ − 1

γ + 1
(x2x1)L(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, x2]R(j) +

γ + δ

γ + 1
[x1, xj ]R(2) −

− (x1x2)R(j) − (x1xj)R(2).

Так как 1 − δ �= 0, то в силу леммы 5 слова вида (xjx1)L(k1)R(k2) . . . R(kn−2)
являются линейными комбинациями правильных слов.
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Далее, (xjx1)R(k1) ≡ −[x1, xj ]R(k1)+(x1xj)R(k1). Следовательно, слова ви-
да (xjx1)R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) являются линейными комбинациями правиль-
ных слов. Наконец, по лемме 8 (x1xj)L(k1) ≡ [x1, xj ]R(k1) + (xjx1)L(k1).
Значит, слова вида (x1xj)L(k1)R(k2) . . . R(kn−2) являются линейными комби-
нациями правильных слов.

Лемма 9. Если в алгебре A верно соотношение [A2, A] ≡ 0 (n) при некотором
n � 2, то алгебра A нильпотентна.

Доказательство. Известно [6], что в произвольной алгебре (γ, δ) вы-
полняется тождество [xy, z] = x[y, z] + [x, z]y − (y, z, x) − (x, z, y), следова-
тельно, (y, z, xt) + (xt, z, y) = [xt, z] − [(xt)y, z]. Если [A2, A] ≡ 0 (n), то
(y, z, xt) + (xt, z, y) ≡ 0 (n). В операторной форме последнее равенство имеет
вид (xt)(RzRy − LzLy) ≡ 0 (n). В силу соотношения (5) и леммы 5 получаем

(xt)LzLy ≡ −1 + γ

1 − δ
(xt)RzRy,

следовательно,(
1 +

1 + γ

1 − δ

)
(xt)RzRy ≡ 2 − δ + γ

1 − δ
(xt)RzRy ≡ 0 (n).

Из доказательства леммы 6 следует, что 2 − δ + γ �= 0, тогда (xt)RzRy ≡ 0 (n).
Учитывая лемму 1, получим, что алгебра A нильпотентна индекса не выше
n + 5.

Теорема 2. В ненильпотентной алгебре A множество правильных слов ли-
нейно независимо.

Доказательство. Допустим, что некоторая линейная комбинация правиль-
ных слов алгебры A равна нулю:

n∑
i=2

αi(x1xi)R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) +
n∑

i=2

βi[x1, xi]R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) +

+ ε(x2x1)L(3)R(4) . . . R(n) = 0.

Пусть v ∈ [A,A], w ∈ A2, j0 � 3. Положим xj0 = v, тогда в силу леммы 8

αj0(x1v)R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) = 0, αj0vL(x1)R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) = 0.

Так как алгебра A ненильпотентна, то из леммы 9 следует, что αj0 = 0. Таким
образом, рассматриваемая сумма принимает вид

α2(x1xi)R(3) . . . R(n) +
n∑

i=2

βi[x1, xi]R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) +

+ ε(x2x1)L(3)R(4) . . . R(n) = 0.

Положим xj0 = w, тогда βj0
[x1, xj0

]R(k1)R(k2) . . . R(kn−2) = 0. Так как ал-
гебра A ненильпотентна, то β

j0
= 0. Следовательно, сумма принимает вид

(α2(x1xi)R(3) + β2[x1, x2]R(3) + ε(x2x1)L(3))R(4) . . . R(n) = 0.
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Положим x2 = v, тогда (α2(x1v)R(3) + ε(vx1)L(3))R(4) . . . R(n) = 0, т. е.

v(α2L(1)R(3) + εR(1)L(3))R(4) . . . R(n) = 0.

Отсюда в силу (8) и леммы 5 имеем

v

(
α2L(1)R(3)+ε

(
L(3)R(1)+

γ

1−δ
R(3)R(1)− δ

1−δ
R(1)R(3)

))
R(4) . . . R(n) = 0,

v

(
α2L(1)R(3) − εL(1)R(3) − εγ

1−δ
R(1)R(3) − εδ

1−δ
R(1)R(3)

)
R(4) . . . R(n) = 0,

v

(
(α2 − ε)L(1)R(3) − ε(γ + δ)

1 − δ
R(1)R(3)

)
R(4) . . . R(n) = 0.

Отсюда на основании леммы 8 получаем(
α2 − ε − ε(γ + δ)

1 − δ

)
vR(1)R(3) . . . R(n) = 0,

и в силу леммы 9

α2 − ε − ε(γ + δ)
1 − δ

= 0, α2 =
ε(γ + 1)

1 − δ
.

Тогда сумма принимает вид(
ε(γ + 1)

1 − δ
(x1x2)R(3) + β2[x1, x2]R(3) + ε(x2x1)L(3)

)
R(4) . . . R(n) = 0.

Положим x2 = w, тогда(
ε(γ + 1)

1 − δ
(x1w)R(3) + β2[x1, w]R(3) + ε(wx1)L(3)

)
R(4) . . . R(n) = 0,

w

(
ε(γ+1)

1−δ
L(1)R(3) + β2L(1)R(3) − β2R(1)R(3) + εR(1)L(3)

)
R(4) . . . R(n) = 0.

В силу равенства (8) и леммы 5 имеем

w

((
ε(γ + 1)

1 − δ
+ β2

)
L(1)R(3) − β2R(1)R(3) −

− εL(1)R(3) − ε(γ + δ)
1 − δ

R(1)R(3)
)

R(4) . . . R(n) = 0,

w

((
ε(γ + δ)
1 − δ

+ β2

)
L(1) −

(
ε(γ + δ)
1 − δ

+ β2

)
R(1)

)
R(3)R(4) . . . R(n) = 0,

(
ε(γ + δ)
1 − δ

+ β2

)
[x1, w]R(3)R(4) . . . R(n) = 0.

Тогда в силу леммы 9

ε(γ + δ)
1 − δ

+ β2 = 0, β2 = −ε(γ + δ)
1 − δ

,
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и сумма принимает вид(
ε(1 + γ)

1 − δ
(x1x2)R(3) − ε(γ + δ)

1 − δ
[x1, x2]R(3) + ε(x2x1)L(3)

)
ρ = 0,

где ρ = R(4) . . . R(n). Полагая x1 = w, получаем

w

(
ε(1+γ)

1−δ
R(2)R(3) − ε(γ+δ)

1−δ
R(2)R(3) +

ε(γ+δ)
1−δ

L(2)R(3) + εL(2)L(3)
)

ρ = 0.

В силу равенства (5) и леммы 5 имеем

w

(
ε(1 + γ)

1 − δ
R(2)R(3) − ε(γ + δ)

1 − δ
R(2)R(3) +

+
ε(γ + δ)
1 − δ

L(2)R(3) − ε(1 + γ)
1 − δ

R(2)R(3)
)

ρ = 0,

w

(
−ε(γ + δ)

1 − δ
R(2)R(3) +

ε(γ + δ)
1 − δ

L(2)R(3)
)

ρ = 0,

ε(γ + δ)
1 − δ

[x2, w]R(3) . . . R(n) = 0.

В силу леммы 9
ε(γ + δ)
1 − δ

= 0.

Так как γ + δ �= 0, то ε = 0, тогда α2 = β2 = 0.

Из теоремы 2 очевидным образом вытекает основная теорема.
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