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Аннотация

Доказано, что (C1, C2)-нормирование по Гёльдеру (2, α)-эквивалентно классиче-
скому нормированию на множестве матриц над произвольным телом и на множестве
кубических матриц над полем. Указанные результаты дают расширение теоремы Гар-
сиа.

Abstract

M. H. Hosseini, Hölder rigidity for matrices, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 10 (2004), no. 4, pp. 225—233.

It is proved that a (C1, C2)-Hölder valuation is (2, α)-equivalent to classical valuation
on the set of matrices over a skew field and on the set of cubic matrices over a field.
These results provide an extension of the Garcia theorem.

1. (C1, C2)-нормирования по Гёльдеру

Подробное изложение теории нормирований можно найти в [3], здесь мы
приводим лишь необходимые определения.
Определение 1. Диагональную сумму двух квадратных матриц A ∈ Mn(D),

B ∈ Mm(D) определим как

A ⊕ B =
(

A 0
0 B

)
∈ Mn+m(D).

Определение 2. Допустим, что для двух матриц A,B ∈ Mn(D) все их стро-
ки, кроме i-й, совпадают, т. е. Ai �= Bi и Aj = Bj для 1 � j � n, j �= i. Тогда
определим детерминантную сумму по i-й строке как

A �i B =




A1

A2

. . .
Ai + Bi

. . .
An




.

Фундаментальная и прикладная математика, 2004, том 10, № 4, с. 225—233.
c© 2004 Центр новых информационных технологий МГУ,

Издательский дом «Открытые системы»



226 М. Х. Хоссейни

Аналогично для двух матриц A,B ∈ Mn(D), для которых совпадают все столб-
цы, кроме j-го, т. е. Âj �= B̂j и Âi = B̂i для 1 � i � n, i �= j, определим их
детерминантную сумму по j-му столбцу как

A �j B =
(
Â1, Â2, . . . , Âj + B̂j , . . . , Ân

)
.

Пусть M(D) обозначает совокупность всех квадратных матриц всех разме-
ров над телом D.
Для задания нормирования на M(D) необходимы следующие два понятия

(см. [3, с. 22]).
Определение 3. Пусть D— тело, A ∈ Mm,n(D), тогда определим внутрен-

ний ранг матрицы r(A) как наименьшее целое число r, такое что существуют
матрицы P ∈ Mm,r(D) и Q ∈ Mr,n(D), такие что A = PQ.
Определение 4. Матрица A ∈ Mn,n(D) называется полной, если r = n,

иначе, если r < n, матрица A называется неполной.
Определение 5 (см. [2]). Нормированием (или классическим нормирова-

нием) на совокупности всех квадратных матриц M(D) над телом D называ-
ется отображение | | : M(D) → R∪{∞}, удовлетворяющее следующим условиям:
1) если A ∈ Mn(D) и r(A) < n, то |A| = ∞;
2) если A,B ∈ Mn(D), 1 � j � n, B̂j = −Âj и B̂i = Âi для i �= j, 1 � i � n,
то |A| = |B|;

3) если A,B ∈ Mn(D) и детерминантная сумма A � B определена, то

|A � B| � min{|A|, |B|};
4) для любых A ∈ Mn(D), B ∈ Mm(D) справедливо |A ⊕ B| = |A| + |B|;
5) |I| = 0, где I — единичная матрица.

Примеры построения классических нормирований матриц над нормирован-
ными телами подробно изложены в [3, глава 9.3] (см. также [5]).
Определение 6. Пусть C1, C2 � 1. Тогда (C1, C2)-нормированием по Гёльде-

ру на совокупности всех квадратных матриц M(D) над телом D называется
отображение | | : M(D) → R ∪ {∞}, удовлетворяющее следующим условиям:
1) если A ∈ Mn(D) и r(A) < n, то |A| = ∞;
2) если A,B ∈ Mn(D), 1 � j � n, B̂j = −Âj и B̂i = Âi для i �= j, 1 � i � n,
то |A| = |B|;

3) если A,B ∈ Mn(D) и детерминантная сумма A � B определена, то

|A � B| � C2 min{|A|, |B|};
4) для любых A ∈ Mn(D), B ∈ Mm(D) справедливо

C−1
1 (|A| + |B|) � |A ⊕ B| � C1(|A| + |B|);

5) |I| = 0, где I — единичная матрица.

Замечание. Заметим, что (1, 1)-нормирование является классическим нор-
мированием.
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Определение 7. Пусть | |1, | |2—нормирования на кольце R. Эти нормиро-
вания являются (C0, α)-эквивалентными по Гёльдеру, если

C−1
0 |x|α1 � |x|2 � C0|x|α1

для всех x ∈ R.

2. Жёсткость по Гёльдеру
для совокупности всех квадратных матриц

Теорема 1. Пусть | |1 : M(D) → R ∪ {∞}— (C1, C2)-нормирование по Гёль-
деру на совокупности всех квадратных матриц M(D), где C1 � 1, C2 � 1.
Тогда существует нормирование |A|2 на M(D), которое (2, α)-эквивалентно по
Гёльдеру нормированию | |1, где α = (log2(2C1))−1.

Для доказательства теоремы нам понадобится ряд вспомогательных утвер-
ждений.
Определение 8. Для любых A ∈ M(D) определим

|A|3 = |A|α1 .

Лемма 1. Отображение | |3 : M(D) → R ∪ {∞} является (2, Cα
2 )-нормирова-

нием по Гёльдеру на M(D).

Доказательство. Проверим условия 1)—5).
1) Если A ∈ Mn(D) и r(A) < n, то |A|3 = |A|α1 = ∞, поскольку |A|1 = ∞ и

α > 0.
2) Если A,B ∈ Mn(D), 1 � j � n, B̂j = −Âj и B̂i = Âi для 1 � i � n, i �= j,

то |A|1 = |B|1 (см. п. 2) определения 6), и поэтому |B|3 = |B|α1 = |A|α1 = |A|1.
3) Если A,B ∈ Mn(D) и детерминантная сумма A � B определена, то

|A � B|1 � C2 min{|A|1, |B|1}
(см. п. 3) определения 6), поэтому

|A � B|3 = |A � B|α1 � Cα
2 min{|A|α1 , |B|α1 } = Cα

2 min{|A|3, |B|3}.
4) Для любых A ∈ Mn(D), B ∈ Mm(D) справедливо

C−1
1 (|A|1 + |B|1) � |A ⊕ B|1 � C1(|A|1 + |B|1)

(см. п. 4) определения 6), также имеем |A|1 + |B|1 � 2max{|A|1, |B|1}, поэтому
|A ⊕ B|3 = |A ⊕ B|α1 � Cα

1 (|A|1 + |B|1)α � Cα
1 (2α max{|A|α1 , |B|α1 } �

� (2C1)α(|A|α1 + |B|α1 ) � 2(|A|α1 + |B|α1 ) = 2(|A|3 + |B|3).
С другой стороны,

|A ⊕ B|3 = |A ⊕ B|α1 � C−α
1 (|A|1 + |B|1)α � C−α

1 (|A|α1 + |B|α1 ) �
� (2C1)−α(|A|α1 + |B|α1 ) = (2C1)−α(|A|3 + |B|3) = 2−1(|A|3 + |B|3).
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Следовательно,

2−1(|A|3 + |B|3) � |A ⊕ B|3 � 2(|A|3 + |B|3).
5) |I|3 = |I|α1 = 0, где I — единичная матрица.

Лемма 2. Пусть A ∈ M(D), an =
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3
. Последовательность (an)1/n

n�1 яв-
ляется ограниченной сверху.

Доказательство. В силу п. 4) леммы 1

an =
∣∣∣∣

n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

� n2n|A|3.

Так как lim
n→∞((n2n)1/n) = 2, то lim

n→∞

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

� 2|A|3. Следовательно, по-
следовательность (an)1/n

n�1 является ограниченной.

Теперь докажем, что последовательность ((an)1/n)n�1 является возрастаю-
щей начиная с некоторого номера M . Имеем

an+1

an
�

[
2−1

(
|A|3 +

∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)]1/(n+1)

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n
�

�

(
2−1

∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/(n+1)

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n
�

(
1
2

)1/(n+1) (∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)−1/n(n+1)

�

�
(

1
2

)1/(n+1)

(n2n)−1/n(n+1)(|A|3)−1/n(n+1) = n−1/n(n+1)(|A|3)−1/n(n+1).

Следовательно,

lim
n→∞

an+1

an
� lim

n→∞(n−1/n(n+1)(|A|3)−1/n(n+1)) = 1.

Поэтому существует такое M ∈ N, что для n � M справедливо an+1/an � 1,
т. е. aN � aN+1 � aN+2 � . . . для всех целых чисел n � M . Это означает,
что последовательность (an)1/n

n�1 является возрастающей начиная с некоторого
номера M .
Таким образом, получаем следующее утверждение.

Следствие 1. Предел последовательности (an)1/n
n�1 =

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

существует.

Предложение 1. Пусть |A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

. Тогда

2−1|A|3 � |A|2 � 2|A|3.
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Доказательство. Рассмотрим два случая.

(i) |A|3 � 1, (ii) |A|3 � 1.

(i) Из п. 4) леммы 1 следует, что
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

� n2−n|A|3. Поэтому
(∣∣∣∣

n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� n1/n2−1|A|1/n
3 � 2−1|A|3.

Следовательно,

|A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 2−1|A|3. (1)

С другой стороны, из отношения
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

� n2n|A|3 следует, что

lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� lim
n→∞(n2n|A|3)1/n = 2.

Поэтому найдётся такое N1 ∈ N, что для любого n � N1 справедливо(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 2.

Пусть 0 � ε < 1. Из соотношений lim
n→∞(|A|3)1/n = 1 и |A|3 � 1 следует, что

найдётся такое N2 ∈ N, что для всех n � N2 справедливо |A|1/n
3 > 1 − ε, т. е.

|A|3 > (1 − ε)n для n � N2. Полагая M = max{N1, N2}, для каждого n � M
получим (∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

)1/n

|A|3 � 2
(1 − ε)n

.

Теперь предположим, что ε → 0. Получим

|A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 2|A|3. (2)

Из (1) и (2) следует, что

2−1|A|3 � |A|2 � 2|A|3.

(ii) Из п. 4) леммы 1 следует, что
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

� n2n|A|3. Поэтому
(∣∣∣∣

n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� n1/n2|A|1/n
3 � 2n1/n|A|3.
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Следовательно,

|A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 2|A|3 lim
n→∞n1/n = 2|A|3. (3)

С другой стороны, из соотношения
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

� n2−n|A|3 следует, что

lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� lim
n→∞(n2−n|A|3)1/n =

1
2
.

Поэтому найдётся такое K1 ∈ N, что для любого n � K1 справедливо(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 1
2
.

Пусть 0 � ε < 1. Из соотношений lim
n→∞(|A|3)1/n = 1 и |A|3 � 1 следует, что

найдётся такое K2 ∈ N, что для любого n � K2 справедливо (|A|3)1/n < 1 + ε,
т. е. |A|3 < (1+ε)n для n � K2. Полагая K = max{K1,K2}, для каждого n � K
получим (∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

)1/n

|A|3 � 1/2
(1 + ε)n

.

Теперь предположим, что ε → 0. Получим

|A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

� 2−1|A|3, (4)

откуда
2−1|A|3 � |A|2 � 2|A|3.

Таким образом, предложение 1 доказано.

Предложение 2. Отображение | |2 : M(D) → R ∪ {∞}, определённое путём
|A|2 = lim

n→∞

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

, является классическим нормированием на M(D).

Доказательство. Докажем справедливость условий 1)—5) в определении
классического нормирования на совокупности матриц M(D).
1) По предложению 1 имеем, что для всех A ∈ Mn(D) |A|3 = ∞ тогда и

только тогда, когда |A|2 = ∞. По п. 1) леммы 1 |A|3 = ∞, если r(A) < n.
Следовательно, |A|2 = ∞, если r(A) < n.
2) Если A,B ∈ Mn(D), 1 � j � n, B̂j = −Âj и B̂i = Âi для 1 � i � n, i �= j,

то по п. 2) леммы 1 имеем |A|3 = |B|3. Из этого следует, что
∣∣∣ n⊕

1
A

∣∣∣
3

=
∣∣∣ n⊕

1
B

∣∣∣
3
,

откуда получаем, что

|A|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

= lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

B

∣∣∣∣
3

)1/n

= |B|2.
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3) Если A,B ∈ Mn(D) и детерминантная сумма A � B определена, то

|A � B|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

(A � B)
∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞

(
C−α

2

∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)
�

( n⊕
1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞

(
C−α

2 min
{∣∣∣∣

n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

,

∣∣∣∣
n⊕
1

B

∣∣∣∣
3

})1/n

�

� min
{

lim
n→∞

(
C−α

2

∣∣∣∣
n⊕
1

A

∣∣∣∣
3

)1/n

, lim
n→∞

(
C−α

2

∣∣∣∣
n⊕
1

B

∣∣∣∣
3

)1/n}
= min{|A|3, |B|3}.

4) Для любых A ∈ Mn(D), B ∈ Mm(D), во-первых, имеем

|A ⊕ B|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

(A ⊕ B)
∣∣∣∣
3

)1/n

= lim
n→∞

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)
⊕

( n⊕
1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞ 21/n

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)∣∣∣∣
3

+
∣∣∣∣
( n⊕

1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)∣∣∣∣
3

)1/n

+ lim
n→∞

(∣∣∣∣
( n⊕

1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

= |A|3 + |B|3.

Во-вторых, имеем

|A ⊕ B|2 = lim
n→∞

(∣∣∣∣
n⊕
1

(A ⊕ B)
∣∣∣∣
3

)1/n

= lim
n→∞

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)
⊕

( n⊕
1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞

(
1
2

)1/n (∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)∣∣∣∣
3

+
∣∣∣∣
( n⊕

1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

=

= lim
n→∞

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)∣∣∣∣
3

+
∣∣∣∣
( n⊕

1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

�

� lim
n→∞(n−1/n)

(∣∣∣∣
( n⊕

1

A

)∣∣∣∣
3

)1/n

+ lim
n→∞(n−1/n)

(∣∣∣∣
( n⊕

1

B

)∣∣∣∣
3

)1/n

= |A|3 + |B|3.

Следовательно, |A ⊕ B|2 = |A|2 + |B|2.
5) Справедливо |I|2 = lim

n→∞

(∣∣∣ n⊕
1

I
∣∣∣
3

)1/n

= 0.

Таким образом, отображение | |2 : M(D) → R ∪ {∞}, определённое путём
|A|2 = lim

n→∞

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

, является классическим нормированием.



232 М. Х. Хоссейни

Доказательство теоремы 1. По следствию 1 предел последовательности

(an)1/n
n�1 =

(∣∣∣ n⊕
1

A
∣∣∣
3

)1/n

существует. По предложению 2 | |2 является класси-
ческим нормированием на M(D). По предложению 1 имеем

2−1|A|α1 = 2−1|A|3 � |A|2 � 2|A|3 = 2|A|α1 .

Это означает, что нормирование | |2 (2, α)-эквивалентно (C1, C2)-нормированию
по Гёльдеру | |1, что завершает доказательство.

3. Нормирования над кубическими матрицами

Пусть P —поле, через M (3)(P ) обозначено множество всех кубических мат-
риц с коэффициентами из P . Мы следуем определениям и обозначением [1, гла-
вы I, II] (см. также [4]).
Определение 9. Нормированием (или классическим нормированием) на

множестве кубических матриц M (3)(P ) над полем P называется отображение
| | : M (3)(P ) → R ∪ {∞}, удовлетворяющее следующим условиям:
1) если A = ‖Aijk‖ ∈ M

(3)
n (P ) и A вырожденная, то |A| = ∞;

2) если A = ‖Aijk‖, B = ‖Bijk‖ ∈ M
(3)
n (P ), 1 � λ � n, Bλjk = −Aλjk и

Bijk = Aijk для i �= λ, 1 � j, k � n, то |A| = |B|;
3) если A = ‖Aijk‖, B = ‖Bijk‖ ∈ M

(3)
n (P ) и детерминантная сумма A � B

определена, то |A � B| � min{|A|, |B|};
4) для любых A = ‖Aijk‖ ∈ M

(3)
n (P ), B = ‖Bijk‖ ∈ M

(3)
m (P ) справедливо

|A ⊕ B| = |A| + |B|;
5) |I| = 0, где I = In ∈ M

(3)
n (P )— единичная кубическая матрица.

Определение 10. Пусть C1, C2 � 1. Тогда (C1, C2)-нормированием по Гёль-
деру на множестве кубических матриц M3(P ) над полем P называется отобра-
жение | | : M (3)(P ) → R ∪ {∞}, удовлетворяющее следующим условиям:
1) если A = ‖Aijk‖ ∈ M

(3)
n (P ) и A вырожденная, то |A| = ∞;

2) если A = ‖Aijk‖, B = ‖Bijk‖ ∈ M
(3)
n (P ), 1 � λ � n, Bλjk = −Aλjk и

Bijk = Aijk для i �= λ, 1 � j, k � n, то |A| = |B|;
3) если A = ‖Aijk‖, B = ‖Bijk‖ ∈ M

(3)
n (P ) и детерминантная сумма A � B

определена, то |A � B| � C2 min{|A|, |B|};
4) для любых A = ‖Aijk‖ ∈ M

(3)
n (P ), B = ‖Bijk‖ ∈ M

(3)
m (P ) справедливо

C−1
1 (|A| + |B|) � |A ⊕ B| � C1(|A| + |B|);

5) |I| = 0, где I = In ∈ M
(3)
n (P )— единичная кубическая матрица.

Замечание. Заметим, что (1, 1)-нормирование на множестве кубических мат-
риц M (3)(P ) над полем P является классическим нормированием.
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Используя операции детерминантной и диагональной суммы кубических мат-
риц вместо соответствующих операций для обычных матриц, полностью анало-
гично теореме 1 можно доказать следующую теорему.

Теорема 2 (жёсткость по Гёльдеру для множества кубических матриц).
Пусть | |1 : M (3)(P ) → R∪{∞}— (C1, C2)-нормирование по Гёльдеру на множе-
стве кубических матриц M (3)(P ), где C1 � 1, C2 � 1. Тогда существует клас-
сическое нормирование | |2 на множестве кубических матриц M (3)(P ), которое
(2, α)-эквивалентно по Гёльдеру нормированию | |1, где α = (log2(2C1))−1.
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