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Аннотация

В обзоре освещается один из аспектов применения техники Бохнера— доказатель-
ство теорем исчезновения с использованием интегральных формул Вейценбока, кото-
рые позволяют распространять применение техники на псевдоримановы многообразия
и многообразия с эквиаффинной связностью.

Abstract

S. E. Stepanov, Vanishing theorems in affine, Riemannian, and Lorenz geometries,
Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 1, pp. 35—84.

In this survey, we consider one aspect of the Bochner technique, the proof of vanishing
theorems by using the Weitzenbock integral formulas, which allows us to extend the
technique to pseudo-Riemannian manifolds and equiaffine connection manifolds.
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Введение

0.1. Настоящее исследование посвящено одному из основных аналитических
методов глобальной дифференциальной геометрии. Исторически этот метод яв-
лялся общим для доказательства теорем исчезновения (vanishing theorems),
в которых констатировалось обращение в нуль некоторых топологических или
геометрических инвариантов (таких, как числа Бетти или размерность вектор-
ного пространства Киллинга) замкнутого риманова многообразия (M, g) при
определённых ограничениях на его кривизну.

В основе данного аналитического метода лежит вывод формул Вейценбо-
ка, в которых сравниваются грубые лапласианы, задаваемые на сечениях век-
торных расслоений над римановым многообразием (M, g), поскольку их раз-
ность выражается через кривизну многообразия (см. об этом [4, с. 77—83]
и [54, с. 261—279]).

Впервые такие формулы были применены более пятидесяти лет назад Бох-
нером (S. Bochner) для изучения гармонических векторных полей и внешних
дифференциальных форм (см. [80,81]).

Идея этого, как было подмечено в [128], восходит к Бернстайну (Bernstein),
примерно к 1900 году, когда он нашёл, что для гармонической функции
f : R

n → R

∆
1
2
‖∇f‖2 = ‖∇f‖2 � 0, (0.1)

где ∆ —лапласиан.
В результате из (0.1) следовало, что энергия 1

2‖∇f‖2 гармонической функ-
ции f является субгармонической функцией.

Рассуждая аналогичным образом, Бохнер нашёл (см. [80]), что для гармо-
нического векторного поля ξ : M → TM на n-мерном римановом многообразии
(M, g)

∆
1
2
‖ξ‖2 = ‖∇ξ‖2 + Ric(ξ, ξ) (0.2)

для лапласиана Ходжа—де Рама. В результате из (0.2) следует, что

∆
1
2
‖ξ‖2 � 0,
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только если всюду на многообразии (M, g) его тензор Риччи удовлетворяет усло-
вию Ric � 0 (см. [7, с. 68—72, 97—99]).

Из формулы Бохнера (0.2) непосредственно следует, что

∆ = ∇∗∇− Ric (0.3)

для грубого лапласиана ∇∗∇ (см. [4, с. 77]) и связности Леви-Чивита ∇ на
(M, g). Впоследствии формула (0.3) получила название формула Вейценбока
(R. Weitzenbock) (см. [4, с. 77—83] и [54, с. 261—279]). Это название восходит
к 1923 году, когда была издана книга [166], в которой присутствовала аналогич-
ная формула для p-форм. В современных обозначениях эта формула имеет вид
(см. [4, с. 77] и [7, с. 98])

∆ = ∇∗∇− Fp, (0.4)

где ∆ —лапласиан Ходжа—де Рама на p-формах, ∇∗∇— грубый лапласиан Бох-
нера, ∇— связность Леви-Чивита на (M, g), продолженная на ΛpM —рассло-
ение p-форм на (M, g), и наконец, Fp — симметрический эндоморфизм ΛpM ,
линейно выражающийся через тензор кривизны (M, g).

На основании теоремы Стокса (G. G. Stockes) для замкнутого риманова
многообразия (M, g) из (0.2) выводится интегральная формула∫

M

‖∇ξ‖2η = −
∫
M

Ric(ξ, ξ)η (0.5)

для элемента объёма η =
√

( det g) dx1 ∧ . . . ∧ dxn многообразия (M, g), най-
денного в локальной системе координат x1, . . . , xn. Впоследствии формула (0.5)
получила название интегральная формула Вейценбока.

Если положить, что всюду на (M, g) тензор Риччи удовлетворяет условию
Ric � 0 и хотя бы в одной точке Ric > 0, то из (0.3) будет следовать, что
гармоническое векторное поле удовлетворяет условию ξ = 0. В свете теории
Ходжа (W. V. D. Hodge) последнее означает равенство нулю первого числа
Бетти b1(M) многообразия (M, g), что и составляет содержание первой теоремы
исчезновения Бохнера.

0.2. Благодаря работам Лихнеровича (A. Lichnerowicz), Номидзу (K. Nomi-
zu), Чена (B.-Y. Chen), Яно (K. Yano) и других известных геометров аналити-
ческий метод Бохнера получил дальнейшее развитие и был распространён на
комплексные, полные римановы и лоренцевы многообразия.

К настоящему времени известны по крайней мере пять обзоров работ (см.
[72,128,151,165,168]), в которых нашли отражение результаты, полученные с ис-
пользованием данного метода, получившего название техника Бохнера. Техни-
ке Бохнера специально посвящены четыре монографии (см. [81, 138, 169, 172]);
без её описания или использования не обходится ни одна из известных зарубеж-
ных монографий по дифференциальной геометрии, опубликованная в последние
два-три десятка лет.
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Ещё двадцать лет назад, подчёркивая значение техники Бохнера, известный
американский математик в одноимённом обзоре писал: «На сегодня эта техни-
ка завоевала статус быть неотъемлемой частью базового образования каждого
геометра» (см. [168, с. 929]).

Исследования с использованием техники Бохнера ведутся постоянно. Число
статей, где нашла своё применение техника Бохнера, давно исчисляется сотня-
ми. Кроме классических областей её применения— теории дифференциальных
форм и геометрии подмногообразий, — в последнее время технику стали актив-
но использовать в глобальной аффинной дифференциальной геометрии, теории
дифференциально-геометрических структур и отображений римановых многооб-
разий. Также были намечены пути её использования в релятивистской физике.
Важно отметить, что значительная часть этих результатов не вошла в опуб-
ликованные монографии и лишь некоторые из результатов были упомянуты
в перечисленных выше обзорах.

У нас технику Бохнера целенаправлено стали применять с конца семидеся-
тых годов прошлого века представители одесской школы во главе с профессором
Н. С. Синюковым для изучения геодезических отображений. В дальнейшем ини-
циатива перешла к автору настоящего обзора и двум его коллегам. Итоги их
исследований содержатся в двух опубликованных за рубежом обзорах, первый
из которых [151] посвящён глобальной геометрии римановых структур почти
произведения и субмерсиям, а второй [152] описывает новые методы в технике
Бохнера и их многочисленные приложения.

Важно подчеркнуть, что в отечественной научной литературе не было ещё
обзоров работ, выполненных с использованием техники Бохнера, что позволяет
считать необходимой данную публикацию и надеяться, что она будет полез-
на не только отечественным геометрам, но и физикам, которые проводят свои
исследования в общей теории относительности.

0.3. В настоящем обзоре освещается лишь один аспект применения техники
Бохнера— доказательство теорем исчезновения с использованием интегральных
формул Вейценбока, которые позволяют распространять применение техники
на псевдоримановы многообразия и многообразия с эквиаффинной связностью.
Одновременно заметим, что в рамках техники существует и другая методика,
основанная на применении принципа максимума, на чём подробнее остановимся
ниже.

Данное исследование не включает результаты, полученные с помощью техни-
ки Бохнера в теории дифференциально-геометрических структур на римановых
многообразиях и геометрии отображений римановых многообразий (см. [151]),
а также в глобальной геометрии подмногообразий римановых и псевдоримано-
вых многообразий, где число работ уже давно исчисляется десятками. Послед-
него направления исследований мы частично коснёмся в первых параграфах
второго и третьего разделов.
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1. Теоремы исчезновения в римановой геометрии

§ 1. Анализ проблематики исследований

1.1. О технике Бохнера как о методе доказательства теорем исчезновения
во введении к своему обзору Берард (P. H. Berard) писал: «С одной стороны,
нелегко объяснить технические детали доказательств, в которых используются
идеи С. Бохнера. . . С другой стороны, эти идеи довольно просты. На самом деле,
основная идея состоит в демонстрации того, что некоторый объект (гармониче-
ская форма в случае чисел Бетти, векторное поле Киллинга. . . ) удовлетворяет
эллиптическому неравенству при условии, что выполняется некоторое условие
на кривизну. Доказательства при этом сводятся к применению принципа макси-
мума или интегрированию по многообразию» (см. [72, с. 371]).

Об использовании техникой Бохнера принципа максимума в римановой гео-
метрии можно прочитать в процитированных выше обзорах и монографиях (см.
также [2, с. 242—244]). Работа в этом направлении постоянно ведётся за ру-
бежом, есть отдельные результаты и у нас в стране (см., например, [22, 24]).
При этом в геометрии существуют модификации принципа максимума (см., на-
пример, [46]), которые ещё ждут своих приложений. Всё это может составить
материал для отдельного исследования. Нас же будет интересовать метод дока-
зательства теорем с помощью интегральных формул Вейценбока или, как образ-
но выразился Берард, с помощью «интегрирования по многообразию». И начнём
мы с двух классических примеров.

Первым будет пример наиболее старой теоремы исчезновения, которую поз-
волит сформулировать формула Гаусса—Бонне (см. [13, с. 325])∫

M

K ds = 2πχ(M), (1.1)

имеющая место для замкнутой ориентированной поверхности M в R
3, её гаус-

совой кривизны K, эйлеровой характеристики χ(M) и элемента площади ds.
Из (1.1) выводим справедливость следующей теоремы исчезновения.

Теорема 1.1. Пусть M — замкнутая ориентированная поверхность. Тогда ес-
ли K � 0 и K �= 0, то χ(M) > 0 и, следовательно, M гомеоморфна сфере S.

Для доказательства достаточно напомнить, что замкнутая поверхность M
гомеоморфна сфере S с p ручками, а её топологический инвариант, эйлерова
характеристика χ(M), равна 2(1 − p).

Второй, более современный пример теоремы исчезновения мы сформулируем,
воспользовавшись формулой Стокса∫

M

divXη =
∫
∂M

g(X,N )η′, (1.2)

которая имеет место для гладкого векторного поля X на компактном ориен-
тированном многообразии (M, g) с ориентированным краем ∂M , оснащённым
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полем направленных наружу единичных нормальных векторов N , и элементов
объёмов η и η′ многообразия (M, g) и его края ∂M соответственно.

Предварительно обозначим через Ric, Q и H тензор Риччи многообразия
(M, g), вторую фундаментальную форму и среднюю кривизну его края ∂M со-
ответственно, а через b1(M), bn−1(M) и b1(M,∂M), bn−1(M,∂M) обозначим со-
ответственно абсолютные и относительные числа Бетти, равные размерностям
1-мерных и (n − 1)-мерных абсолютных H1(M), Hn−1(M) и относительных
H1(M,∂M), Hn−1(M,∂M) групп гомологий компактного многообразия (M, g)
с краем ∂M (см., например, [55, с. 51—60]). Теперь можем сформулировать
теорему исчезновения (см. [172, глава 7, теоремы 1.9 и 1.10]).

Теорема 1.2 (см. [172]). Пусть (M, g) —компактное ориентированное рима-
ново многообразие с краем ∂M . Тогда

1) если Ric > 0 и Q � 0, то b1(M) = bn−1(M,∂M) = 0;
2) если Ric > 0 и H � 0, то bn−1(M) = b1(M,∂M) = 0.

Для доказательства, во-первых, следует воспользоваться интегральными
формулами Яно (K. Yano)∫

M

[Ric(ξ, ξ) + g(∇ξ,∇ξ)]η =
∫
∂M

Q(ξ, ξ)η′,

∫
M

[Ric(ξ, ξ) + g(∇ξ,∇ξ)]η = (n− 1)
∫
∂M

g(ξ, ξ)Hη′,

которые являются вариантами формулы Стокса (1.2) для гармонического век-
торного поля ξ на многообразии (M, g), соответственно касающегося и ортого-
нального ∂M (см. [172, глава 7, § 1, формула (1.17)]).

Во-вторых, следует привлечь теорему Даффа и Спенсера (G. F. D.Duff,
D. C. Spencer), согласно которой (см. [90]) первое абсолютное число Бет-
ти b1(M) равно числу линейно независимых гармонических векторных полей
многообразия (M, g), которые касаются его края ∂M , а относительное первое
число Бетти b1(M,∂M) многообразия M по модулю ∂M равно числу линей-
но независимых гармонических векторных полей многообразия (M, g), которые
ортогональны его краю ∂M .

Напомним, что векторное поле ξ на замкнутом многообразии (M, g) назы-
вается гармоническим (см. [63, с. 34—35]), если гармонической будет дуаль-
ная ему 1-форма ω, которая по определению удовлетворяет уравнению ∆ω = 0
для лапласиана Ходжа—де Рама ∆ риманова многообразия (M, g) (см., напри-
мер, [4, с. 54]).

При ∂M = 0 любая из двух формул Вейценбока позволяет вывести в каче-
стве следствия теорему исчезновения— родоначальницу техники Бохнера, о ко-
торой мы говорили во введении.

Теорема 1.3 (см. [80]). Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное римано-
во многообразие. Тогда если Ric � 0, то b1(M) � dimM , и если Ric > 0, то
b1(M) = 0.
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1.2. Естественным обобщением гармонических 1-форм являются внешние
дифференциальные гармонические p-формы ω, или, по другой терминологии,
ковариантные кососимметрические гармонические тензорные поля (см., напри-
мер, [2, с. 240—241] и [63, с. 54—55]), определяемые по-прежнему услови-
ем ∆ω = 0. Важность для геометрии и топологии этих форм подчёркивает
классическая теорема Ходжа, формулируемая для замкнутого ориентированного
многообразия (M, g), и её обобщение— теорема Даффа и Спенсера, формули-
руемая для компактного ориентированного многообразия (M, g) с краем ∂M ,
которые связывают числа Бетти многообразия (M, g) с размерностью векторно-
го пространства гармонических p-форм на нём. При этом теорема 1.2 допускает
обобщение (см. [172, глава 8, теоремы 3.4 и 3.5]), в котором определённые
условия на кривизну многообразия (M, g) и его вторую фундаментальную фор-
му края ∂M гарантируют обращение в нуль абсолютных bp(M) и относительных
bn−p(M,∂M) чисел Бетти для всех 0 < p < n. При этом в доказательстве но-
вой теоремы исчезновения ключевую роль опять играют интегральные формулы
Вейценбока для гармонических p-форм на (M, g), касающиеся или нормальные
∂M .

Исследование гармонических форм, в том числе и с помощью «техники Бох-
нера», велось постоянно вплоть до настоящего времени (см. [75,95,127,137,174]).

Техника Бохнера применялась для изучения не только гармонических, но
и векторных полей Киллинга (см. [64, с. 35—36] и [2, с. 243—244]) и их
обобщения— внешних дифференциальных p-форм Киллинга (1 � p � n − 1),
по другой терминологии, тензоров Киллинга—Яно (см. [35], [64, с. 55—56],
[75, 76, 156, 162]). Векторные поля Киллинга, как известно, порождают локаль-
ные однопараметрические группы движений в (M, g) и по этой причине имеют
многочисленные приложения (см. [3]). Интерес к киллинговым формам был вы-
зван, в частности, потребностями релятивистской физики (см. [17, с. 339—340],
[83, 88, 89]). Так, например, тензоры Киллинга—Яно валентности 2 потребо-
вались для описания и классификации симметрий уравнений Дирака и Клей-
на—Гордона—Фока (см. [57, 107]).

Поле деятельности для техники Бохнера постоянно расширялось. Так, в ка-
честве обобщения киллингова векторного поля и киллинговой формы были
введены в рассмотрение аффинно киллинговы векторные и тензорные по-
ля, последние также стали изучаться с помощью техники Бохнера (см. об этом
в [144]).

Конформно киллинговы векторные поля, порождающие по определению
однопараметрические группы конформных инфинитезимальных преобразований
в (M, g), исследовались с помощью техники Бохнера ещё в 50-х годах прошлого
столетия (см. [64, с. 46—48]). Обобщающие их конформно киллинговы p-фор-
мы, которые были введены в рассмотрение в конце 60-х годов (см. [105, 157]) и
уже тогда были подвергнутые изучению с помощью техники Бохнера, вызывают
интерес геометров до настоящего времени (см. [37,101,109,154]), тем более что
эти формы, как и конформно киллинговы векторные поля (см. [111,112]), нашли
своё применение в релятивистской физике (см. [148, 150]).
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Замкнутые конформно киллинговы p-формы получили название плоских
p-форм (см. [32, 148]), они также нашли приложение в релятивистской физике
(см. [148, 150]), и при их изучении также была применена техника Бохнера.

Кроме названных p-форм, с помощью техники Бохнера были исследованы
проективно киллинговы (см. [102, 158, 159]), специальные проективно кил-
линговы (см. [160]) и другие p-формы и тензорные поля (см., например,
[87, 145, 170]).

1.3. Параллельно с теорией внешних дифференциальных форм развива-
лась теория симметрических тензорных полей, или, по другой терминологии,
симметрических дифференциальных форм. Результаты теории представлены
в виде отдельных параграфов или разделов во множестве монографий (см.
[4, 17, 54, 58, 63] и др.). Наиболее известными и изученными среди них явля-
ются киллинговы и кодаццевы симметрические тензоры.

Киллинговы симметрические p-тензоры ϕ, или киллинговы симметриче-
ские дифференциальные p-формы, определяются как поля ковариантных сим-
метрических тензоров валентности p (1 � p � n), удовлетворяющие уравнению
δ∗ϕ := sym(∇ϕ) = 0. Локальная геометрия таких тензоров широко представле-
на как в зарубежной (см. [4, с. 612—614], [63, с. 157—161], [86, 117, 155, 161]),
так и в отечественной литературе (см., например, [56]). Известность им при-
несли многочисленные приложения в геометрии и физике (см., например,
[17, с. 340—342], [62, с. 157—161]). Так, например, координаты, допускающие
разделение переменных для уравнения Гамильтона—Якоби в лоренцевом мно-
гообразии связаны с собственным вектором симметрического тензора Киллинга
второго порядка (см. [167]).

Известны несколько теорем исчезновения для симметрических киллинговых
тензоров (см. [30,32,41]).

Кодаццевы тензоры валентности p, или кодаццевы симметрические диф-
ференциальные p-формы, по популярности не уступают киллинговым (см. об
этом в [4, с. 590—598]). Примером их служит вторая фундаментальная форма
гиперповерхности в пространстве постоянной кривизны, которая подчиняется
уравнениям Кодацци, что и породило такое название тензоров.

Известно также несколько теорем исчезновения для симметрических кодац-
цевых тензоров (см. [4, с. 591—592], [30]).

Построена теория (см. [26,28,146]) гармонических симметрических p-форм,
каждая из которых удовлетворяет уравнению �ϕ = 0 для лапласиана � = δδ∗−
−δ∗δ, где δ—формально сопряжённый δ∗ оператор. Компоненты гармонических
p-форм в локально плоском римановом многообразии (M, g) являются гармони-
ческими функциями, что характеризует и гармонические внешние дифференци-
альные p-формы. Найдена формула Вейценбока ∇∗∇ϕ−�ϕ = Bp(ϕ). Показано,
что при p = 1 ядром оператора � служат инфинитезимальные гармонические
преобразования (см. [28, 153]). Доказана соответствующая теорема исчезнове-
ния.
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Кроме упомянутых, в научной литературе встречаются ещё конформно сим-
метрические киллинговы и относительно гармонические тензоры (см. [15, с. 339]
и [84]), также исследуемые с помощью техники Бохнера.

1.4. Проведённое выше простое перечисление определений и теорем из ло-
кальной и глобальной теорий векторных полей, дифференциальных внешних и
симметрических p-форм, а также сведений об их применении в физических те-
ориях может вызвать некоторое разочарование не только в технике Бохнера, но
и вообще в этом разделе геометрии.

Подобное можно было наблюдать, например, в геометрии почти эрмитовых
многообразий до того момента, когда накопление фактов теории закончилось
классификацией Грэйя и Хервеллы (A. Gray, L. Hervella) данного вида многооб-
разий (см. [96]). Для этого было найдено неприводимое разложение ковариант-
ной производной ∇Ω фундаментальной формы Ω почти эрмитова многообразия,
а затем за счёт поочередного обращения в нуль компонент неприводимого раз-
ложения было выделено шестнадцать классов почти эрмитовых многообразий,
в них вошли известные до этого многообразия, а также был определён целый
ряд новых.

Данный приём будет использован для изложения локальной теории внешних
дифференциальных форм во втором параграфе этого раздела (см. об этом [37,
150, 154]).

В третьем параграфе будет продемонстрировано несколько универсальных
интегральных формул Вейценбока, с помощью которых можно будет доказать
как хорошо известные, так и новые теоремы исчезновения для внешних и сим-
метрических форм.

В четвёртом параграфе будут даны возможные приложения к геометрии ком-
пактных почти эрмитовых многообразий.

В заключение укажем на то, что в условиях теорем исчезновения, как пра-
вило, присутствуют требования знакоопределённости секционной, Риччи или
скалярной кривизн риманова многообразия. Ответы на возникающие при этом
вопросы существования и геометрии такого рода многообразий можно найти
в обзорной статье [44].

§ 2. Локальная геометрия внешних дифференциальных
и симметрических форм

2.1. Пусть M будет C∞ многообразием с линейной связностью ∇ без кру-
чения. Рассмотрим C∞M -модуль Diff(ΛpM,T ∗M ⊗ΛpM) линейных дифферен-
циальных операторов первого порядка на пространстве C∞M -сечений C∞ΛpM
расслоения внешних дифференциальных p-форм ΛpM .

Линейный дифференциальный оператор первого порядка D на простран-
стве C∞M -сечений C∞ΛpM назовём фундаментальным (см. [29]), если его
главный символ (относительно связности ∇, продолженной на расслоение ΛpM
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p-форм на M) является проектором на поточечно GL(n,R)-неприводимое под-
расслоение тензорного расслоения T ∗M ⊗ ΛpM . Этими операторами будут
D1 = 1

p+1d и D2 = ∇ − 1
p+1d для оператора внешнего дифференцирования

d : C∞ΛpM → C∞Λp+1M .
При этом для любой внешней дифференциальной p-формы ω справедливо

поточечно GL(m,R)-неприводимое разложение ∇ω = D1ω + D2ω, из которо-
го выводим, что D1 и D2 являются обобщёнными GL(n,R)-градиентами (см.
[103, 104]). Каждый из них является R-линейным, но не является линейным
относительно умножения на функции из кольца C∞M . Ядром первого служат
замкнутые, а ядром второго— киллинговы p-формы (см. [36]), составляющие
два векторных пространства Dp(M,R) и Kp(M,R) над полем R, или, иначе,
R-модули, которые, в свою очередь, являются подмодулями R-модуля внешних
форм Ωp(M,R) на многообразии M .

В [36] доказано, что dimKp(M,R) � n!
p!(n−p)! на n-мерном многообразии M

с эквипроективной GL(n,R)-структурой (см. также раздел 3).
В локальной системе координат x1, . . . , xn на локально плоском многообра-

зии M компоненты ωi1...ip киллинговой p-формы ω имеют вид (см. [10,29]):

ωi1...ip = Kki1...ipx
k +Ki1...ip

для произвольных кососимметричных по всем своим индексам постоянных
Kki1...ip и Ki1...ip , вследствие чего на локально плоском M

dimKp(M,R) =
(n+ 1)!

(p+ 1)!(n− p)!
.

Аналогичные выражения компонент киллинговой 2-формы в евклидовом про-
странстве были получены в [156], а в пространстве Минковского— в [11].

2.2. Пусть C∞ΛpM —пространство C∞-сечений расслоения ΛpM внешних
дифференциальных p-форм над n-мерным (1 � p � n − 1) римановым мно-
гообразием (M, g). Задача поиска таких фундаментальных дифференциальных
операторов (в смысле определения пункта 2.1), что главный символ (относи-
тельно связности Леви-Чивита ∇, продолженной на расслоение ΛpM p-форм
на M) каждого является проектором на поточечно O(n,R)-неприводимое под-
расслоение тензорного расслоения T ∗M ⊗ ΛpM , равносильна (см. [54, с. 264])
задаче нахождения базиса пространства естественных римановых дифференци-
альных операторов первого порядка, определённых на пространстве C∞ΛpM и
принимающих значения в пространстве однородных тензоров.

Такой базис состоит (см. [148, 150], [54, с. 264]) из трёх операторов вида

D1 =
1

(p+ 1)
d; D2 =

1
(n− p+ 1)

g ∧ d∗; D3 = ∇− 1
p+ 1

d− 1
n− p+ 1

g ∧ d∗,

где d∗ : C∞ΛpM → C∞Λp−1M —оператор кодифференцирования, формально
сопряжённый оператору d, и
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(g∧d∗ω)(X0,X1, . . . , Xp) =
p∑
a=2

(−1)ag(X0,Xa)(d∗ω)(X1, . . . , Xa−1,Xa+1, . . . , Xp)

для произвольных ω ∈ C∞ΛpM и X0,X1, . . . , Xp ∈ C∞TM . Каждый из опера-
торов является R-линейным, но не является линейным относительно умножения
на функции из кольца C∞M . Поэтому ядра операторов D2 и D3 образуют R-мо-
дули Fp(M,R) и Tp(M,R), которые являются подмодулями R-модуля Ωp(M,R).
Они состоят из козамкнутых и конформно киллинговых p-форм соответственно
(см. [105, 157]).

При этом для любой внешней дифференциальной p-формы ω справедливо
O(n,R)-неприводимое разложение

∇ω = D1ω +D2ω +D3ω, (2.1)

из которого выводим, что D1, D2 и D3 являются обобщёнными O(m,R)-гради-
ентами (см. [103, 104]).

Условие ω ∈ kerD1 ∩ kerD3 характеризует p-форму ω как плоскую
(см. [32, 148]), а потому для R-модуля плоских p-форм имеем Pp(M,R) =
= Tp(M,R) ∩ Dp(M,R). В [148] установлено, что P∗(M,R) =

⊕
p�0

Pp(M,R)

является косокоммутативной ассоциативной алгеброй, подалгеброй D∗(M,R) =
=

⊕
p�0

Dp(M,R).

Условие ω ∈ kerD3 ∩ kerD2 характеризует p-форму ω как киллингову (см.
[63, с. 53]), а потому для R-модуля киллинговых p-форм имеем Kp(M,R) =
= Tp(M,R) ∩ Fp(M,R).

Условие ω ∈ kerD1 ∩ kerD2 характеризует p-форму ω как гармоническую
(см. [21, с. 167] и [64, с. 95—97]). Поэтому Hp(M,R) = Dp(M,R) ∩ Fp(M,R).

Обозначим через Cp(M,R) векторное пространство ковариантно постоян-
ных, или, иными словами, параллельных p-форм. Имеет место диаграмма (см.
[37, 150, 154]):

Dp(M,R) � Pp(M,R)

Ωp(M,R) �

�

Tp(M,R)

�

Hp(M,R) �
�

Cp(M,R)
�

Fp(M,R) �

�

�

Kp(M,R)

�

�

Здесь, например, запись Fp(M,R) → Kp(M,R) означает, что R-модуль
Kp(M,R) является подмодулем Fp(M,R).

Зададим локальную ориентацию многообразия (M, g) и рассмотрим резуль-
тат действия на выделенные векторные пространства такого оператора Ходжа
(см. [18, с. 95] и [21, с. 167]), что ∗ : C∞ΛpM ∼= C∞Λn−pM —изоморфизм и

∗2 = (−1)p(n−p)idΛpM . (2.2)
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Очевидны изоморфизмы

∗ : Ωp(M,R) ∼= Ωn−p(M,R),

∗ : Cp(M,R) ∼= Cn−p(M,R).

Поскольку оператор кодифференцирования d∗ : C∞ΛpM → C∞Λp−1M опре-
деляется равенством (см. [18, с. 96] и [21, с. 167])

d∗ = (−1)np+n+1 ∗ d∗, (2.3)

то на основании свойства (2.2) оператора Ходжа устанавливается изоморфизм

∗ : Fp(M,R) ∼= Dn−p(M,R), (2.4)

из которого в качестве следствия выводится известный изоморфизм R-модулей
гармонических форм

∗ : Hp(M,R) ∼= Hn−p(M,R). (2.5)

Известен (см. [38, 109]) изоморфизм R-модулей конформно киллинговых форм

∗ : Tp(M,R) ∼= Tn−p(M,R). (2.6)

И наконец, из (2.3) и (2.5) в качестве следствия выводится изоморфизм
(см. [150])

∗ : Pp(M,R) ∼= Kn−p(M,R) (2.7)

R-модулей плоских и киллинговых форм.
На многообразии постоянной кривизны C �= 0 имеет место (поточечная)

сумма (см. [105]) Tp(M,R) = Pp(M,R) ⊕ Kp(M,R), которая с учётом изомор-
физма (2.7) позволяет заключить, что

dimTp(M,R) � 2n!
p!(n− p)!

.

На локально плоском n-мерном римановом многообразии (M, g) компоненты
плоской и конформно киллинговой p-форм ω в локальной ортонормированной
системе координат x1, . . . , xn многообразия имеют следующие выражения:

ωi1...ip = x[i1Pi2...ip] + Pi1...ip ,

ωi1...ip = Akji1...ipx
kxj +Bji1...ipx

j + Ci1...ip

для произвольных кососимметричных по всем индексам постоянных Pi2...ip ,
Pi1...ip и Ci1...ip и произвольных кососимметричных по индексам i1, . . . , ip по-
стоянных Akji1...ip и Bji1...ip , которые, кроме того, подчиняются некоторым до-
полнительным условиям симметрии (см. [10, 148, 150]).

Доказано (см. [41]), что на n-мерном римановом многообразии (M, g) по-
стоянной ненулевой кривизны C произвольная конформно киллингова p-фор-
ма ω допускает представление ω = ω′ − 1

pCω
′′, где ω′ и ω′′ —киллинговы p- и

(p − 1)-формы соответственно. В [42] на основании этого равенства установле-
но, что на (M, g) существует локальная система координат x1, . . . , xn, в которой
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компоненты ω имеют вид

ωi1...ip = e(p+1)ψ(A′
ki1...ipx

k +B′
i1...ip) −

− 1
C
epψ(ψ[i1A

′′
|k|i2...ip]x

k + ψ[i1B
′′
i2...ip]) +

1
p
Ai1i2...ip

для ψ = 1
2(n+1) ln |det g|, ψi = ∂iψ и произвольных кососимметричных по всем

индексам постоянных A′
ki1...ip

, A′′
i1...ip

, B′
i1...ip

и B′′
i2...ip

.

2.3. Пусть M будет C∞ многообразием с линейной связностью ∇ без кру-
чения. Рассмотрим C∞M -модуль Diff(SpM,T ∗M ⊗ SpM) линейных дифферен-
циальных операторов первого порядка на пространстве C∞M сечений C∞SpM
расслоения симметричных дифференциальных p-форм SpM .

Линейный дифференциальный оператор первого порядка D на пространстве
C∞M -сечений C∞SpM называется фундаментальным, если его главный сим-
вол (относительно связности ∇, продолженной на расслоение SpM) являет-
ся проектором на поточечно GL(n,R)-неприводимое подрасслоение тензорного
расслоения T ∗M ⊗ SpM . Этими операторами будут (см. [29]) D1 = 1

p+1δ
∗ и

D2 = ∇− 1
p+1δ

∗.
При этом для любой симметрической p-формы ϕ справедливо поточечно

Gl(n,R)-неприводимое разложение ∇ϕ = D1ϕ + D2ϕ, из которого выводим,
что D1 и D2 являются обобщёнными Gl(n,R)-градиентами (см. [103, 104]).
Ядром первого служат киллинговы (см. [36]), а ядром второго— кодаццевы
(см. [16, с. 169], [4, с. 589] и [30]) симметрические p-формы, составляющие два
подмодуля Wp(M,R) и Vp(M,R) R-модуля симметрических дифференциальных
p-форм Sp(M,R) на многообразии M .

Симметрическое умножение превращает W∗(M,R) =
⊕
p�0

Wp(M,R) в по-

далгебру S∗(M,R) =
⊕
p�0

Sp(M,R) — градуированной коммутативной ассоциа-

тивной алгебры симметрических форм на M (см. [155]).
На n-мерном многообразииM с эквипроективной SL(n,R)-структурой имеем

(см. [36,41]) dimWp(M,R) � (n+p−1)!
p!(n−p)! .

В локальной системе координат x1, . . . , xn локально аффинного многообра-
зия M компоненты ϕi1...ip симметрической киллинговой p-формы ϕ имеют вид

ϕi1...ip =
p∑
q=0

Ai1...ipj1...jqx
j1 . . . xjq , где Ai1...ipj1...jq —произвольные постоянные,

которые симметричны по группам индексов i1, . . . , ip и j1, . . . , jq, при этом сим-
метризация их по индексам i1, . . . , ip, j1, . . . , jq−1 для q = 1, . . . , p должна давать
нуль (см. [117]). Тогда на многообразии с эквипроективной SL(n,R)-структурой
(см. [29])

dimWp(M,R) =
p(p+ 1)2(p+ 2)2 . . . (n+ p− 1)2(n+ p)2

p!(p+ 1)!
.
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На локально аффинном многообразии M в локальной системе координат
x1, . . . , xn p-форма ϕ с компонентами ϕi1i2...ip = ∂pf

∂xi1∂xi2 ...∂xip для произвольной
f ∈ C∞M является кодаццевой. Доказано (см. [16, с. 169]), что кодаццева
2-форма ϕ на многообразии M с эквипроективной SL(n,R)-структурой имеет
вид ϕ = ∇2f + 1

n−1fRic для произвольной f ∈ C∞M .
На (псевдо)римановом многообразии (M, g) существует связь между сим-

метрическими киллинговыми 2-формами и внешними дифференциальными
киллинговыми и плоскими p-формами, которая используется в физике (см.
[17, с. 339—340], [148, 150]). Если для внешней дифференциальной p-формы ω
положить

ϕ(X,Y ) =
∑

1�i2<...<ip�n
ω(X, ei2 , . . . , eip)ω(Y, ei2 , . . . , eip)

для X,Y ∈ TxM и ортонормированного базиса {e1, . . . , en} пространства TxM
в произвольной точке x ∈ M , то в случае киллинговой p-формы ω ассоцииро-
ванная с ней 2-форма ϕ будет симметрической киллинговой, а в случае плоской
p-формы ω форма ϕ′ = ϕ− 1

p (traceg ϕ)g также будет симметрической киллинго-
вой.

2.4. Аналогом лапласиана Ходжа—де Рама на расслоении симметрических
форм SpM служит лапласиан � : C∞SpM → C∞SpM , определяемый равен-
ством � = δδ∗ − δ∗δ (см. [26, 155]). Сравним его с грубым лапласианом ∇∗∇.

Легко видеть, что оба оператора совпадают, если (M, g) является локально
евклидовым.

Далее (см. [26, 155]), дифференциальный оператор � − ∇∗∇ имеет нуле-
вой порядок и задаётся при помощи симметрического эндоморфизма Bp рас-
слоения SpM , где Bp алгебраически (даже линейно) выражается через тензор
кривизны на (M, g). Это можно выразить, записав формулу Вейценбока � =
= ∇∗∇ +Bp.

Выражение � для p � 2 достаточно сложно, но для p = 1 оно прозрач-
но (см. [28]). А именно, � = ∆ − 2Q, где в терминах локальных координат
Qkj = gkiRij для локальных компонент Rij тензора Риччи Ric. В таком ви-
де оператор � использовался Яно (см. [172, с. 40]) при изучении локальных
изометрий многообразия (M, g), сохраняющих его метрику g.

Напомним, что векторное поле ξ порождает (см. [64, с. 39—40], [13,
с. 21—22]) в окрестности U каждой точки x ∈ M 1-параметрическую группу
локальных автоморфизмов ft : U → M для t ∈ (−ε; ε) ⊂ R. В этом случае мож-
но определить производную Ли (Lε∇)t = ∇′(x)−∇(x), где ∇′(x) = f∗t (∇(ft(x))).

Любой автоморфизм f : (M, g) → (M, g) является гармоническим в том и
только том случае, если traceg(∇′(x) − ∇(x)) = 0 для всех x ∈ M . На этом
основании traceg(Lξ∇) = ∆ξ − 2Qξ.

Теорема 2.1 ([28, 153]). Дифференциальный оператор Яно � = ∆ − 2Q,
действующий на пространстве сечений касательного расслоения многообразия
(M, g), является лапласианом вида � = δδ∗−δ∗δ, а его ядро является конечным
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векторным пространством локальных гармонических автоморфизмов многообра-
зия (M, g).

§ 3. Теоремы исчезновения в геометрии
дифференциальных и симметрических форм

3.1. Рассмотрим лапласиан Ходжа—де Рама ∆ = dd∗ + d∗d. Известно (см.
[18, с. 96] и [21, с. 167]), что на замкнутом ориентированном римановом мно-
гообразии ker ∆ = Hp(M,R) и при этом (см. [18, с. 79 и 178]) dimHp(M,R) =
= bp(M) < ∞. Справедлива теорема двойственности Пуанкаре (H. Poincare):
bp(M) = bn−p(M) для 1 � p � n− 1.

Рассмотрим теперь дифференциальный оператор второго порядка

D∗
3D3 : C∞ΛpM → C∞ΛpM

для оператора D∗
3 , формально сопряжённого с D3. Оператор D∗

3D3 являет-
ся сильно эллиптическим при всех n � 2p и лапласианом для n = 2p. При
этом (см. [53, 149]) на замкнутом ориентированном многообразии kerD∗

3D3 =
= Tp(M,R). Вследствие этого, а также изоморфизма (2.5) заключаем, что спра-
ведливо утверждение, аналогичное теореме двойственности А. Пуанкаре для
чисел Бетти: tp = tn−p для tp = dimTp(M,R) на n-мерном замкнутом ориенти-
рованном римановом многообразии (M, g). В силу изоморфизма (2.6) выводим
также, что dimPn−p(M,R) = dimKp(M,R) <∞ для всех 1 � p � n− 1.
3.2. Рассмотрим лапласианы Бохнера ∇∗∇ (см. [7, с. 91 и 97]) и Ход-

жа—де Рама ∆ = d∗d + dd∗ = (d + d∗)(d∗ + d), которые связаны между собой
классической формулой Вейценбока (см. [64, с. 52] и [166, с. 393—397])

∆ω = ∇∗∇ω + Fp(ω), (3.1)

где

Fp(ω)(X1, . . . , Xp) =
p∑
a=1

Ric(ej ,Xa)ω(X1, . . . , Xa−1, ej ,Xa+1, . . . , Xp) −

−
1...p∑
a<b

R(ej , ek,Xa,Xb)ω(X1, . . . , Xa−1, ej ,Xa+1, . . . , Xb−1, ek,Xb+1, . . . , Xp)

для произвольных ω ∈ C∞ΛpM , X1, . . . , Xp ∈ C∞TM , ортонормированного
базиса {e1, . . . , en}, а также тензоров кривизны R и Риччи Ric многообразия
(M, g).

На основании тождества
∫
M

g(∇ω,∇ω)η =
∫
M

g(∇∗∇ω, ω)η на замкнутом ори-

ентированном многообразии (M, g) и формулы Вейценбока (3.1) выводится ин-
тегральная формула (см. [64, с. 58])∫

M

{
Fp(ω, ω) +

1
p
‖∇ω‖2 − 1

p(p+ 1)
‖dω‖2 − ‖d∗ω‖2

}
η = 0, (3.2)



50 С. Е. Степанов

где Fp(ω, ω) = g(Fp(ω), ω) —квадратичная форма Fp : C∞ΛpM ⊗ C∞ΛpM →
→C∞M , коэффициенты которой являются компонентами тензоров кривизны R
и Риччи Ric многообразия (M, g).

Из формулы (3.2) следует, что условием, препятствующим существованию
гармонических форм ω на замкнутом римановом многообразии, служит нера-
венство Fp(ω, ω) > 0.

Известен результат Мейера (D. Meyer), согласно которому (см. [113]) квадра-
тичная форма Fp(ω, ω) положительно определена, если положительно определён
симметрический оператор кривизны R̄ : C∞Λ2M → C∞Λ2M , определяемый ра-
венством ω̄ij = Rijklω

kl для локальных контрвариантных компонент ωkl формы
ω ∈ C∞Λ2M и компонент Rijkl тензора кривизны R. (см. [7, с. 39, 94—97]
и [14, с. 333]). В результате будет справедливой следующая теорема.

Теорема 3.1 (см. [168, 169]). Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное
риманово многообразие размерности n с положительно определённым опера-
тором кривизны, тогда для всех 1 � p � n − 1 справедливо равенство bp(M) =
= dimH(M,R) = 0.

Заметим, что согласно [98] компактное четырёхмерное риманово многообра-
зие (M, g) с положительно определённым оператором кривизны диффеоморфно
сфере или вещественному проективному пространству. Результаты относительно
других размерностей получены в [7, с. 39—52], [44], [8, с. 283—285].

Нетрудно установить (см. [14, с. 333]), что положительная определённость
оператора кривизны R̄ означает для (M, g) положительную определённость его
секционной кривизны. Обратное, вообще говоря, неверно. В [82] доказано обрат-
ное утверждение для n-мерного риманова многообразия (M, g), изометрически
вложенного в R

n+2. Поэтому справедливо следующее утверждение.

Следствие (см. [82]). Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное риманово
многообразие положительной секционной кривизны размерности n—изометри-
чески вложено в R

n+2, тогда для всех 1 � p � n − 1 справедливо равенство
bp(M) = dimHp(M,R) = 0.

Можно также сформулировать теорему исчезновения для киллинговых форм
(см. [64, с. 59]), аналогичную теореме 3.1, и аналогичное следствие, поскольку
для изометрически вложенного в R

n+2 многообразия (M, g) отрицательная опре-
делённость секционной кривизны влечёт отрицательную определённость опера-
тора кривизны R̄ (см. [82]).

Формула (3.2) была получена более пятидесяти лет назад и применяется при
исследовании гармонических и киллинговых форм и в наши дни (см., например,
[76,77, 145]).

Так, например, с использованием полученного представления квадратичной
формы Fp(ω, ω) в виде (см. [64, с. 72])
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Fp(ω, ω) =
n− 2p
n− 2

Rijω
ii2...ipωji2...ip +

p− 1
(n− 1)(n− 2)

Sωi1...ipωi1...ip −

− p− 1
2

Wijklω
iji3...ipωkli3...ip

для скалярной кривизны S и тензора Вейля Wijkl в современной статье [91] до-
казываются утверждения, которые мы сформулируем в виде следствий основной
теоремы 3.1.

Следствие (см. [91]). Пусть (M, g) —компактное локально неприводимое
риманово многообразие неотрицательной кривизны Риччи. Если n = 4 и
S − 6W2 � 0 или n > 4 и S − (n − 2)(n − 1)W2 � 0 для оператора W2 на
Λ2M , индуцированного тензором Вейля, то либо числа Бетти bp(M) равны ну-
лю для 1 � p � n − 1, либо накрывающее для (M, g) пространство является
компактным симметрическим.

Следствие (см. [91]). Пусть (M, g) —компактное локально неприводимое
риманово многообразие, сумма двух наименьших собственных значений тензора
Ric которого неотрицательная. Если [Ric∧Id,W2] = 0 и (n−2)(n−1)W2−S � 0,
то либо числа Бетти bp(M) равны нулю для 2 � p � n − 2, либо накрывающее
для (M, g) пространство является симметрическим.

Существуют (см., например, [172]) разные аналоги формулы (3.2) для p-форм
на компактном ориентированном многообразии (M, g) с краем ∂M . Например,
для произвольной p-формы ω, касающейся края многообразия, соответствующая
интегральная формула Вейценбока имеет вид (см. [154])

∫
M

[Up(ω, ω) + Zp(ω, ω) + Wp(ω, ω) − p(p+ 1)‖D1ω‖2 −
− (n− p)(p+ 1)‖D2ω‖2 + (p+ 1)‖D3ω‖2] η =

∫
∂M

Qp(tω, tω)η′ (3.3)

для квадратичной формы Qp : C∞Λp∂M ⊗ C∞Λp∂M → C∞M , коэффициенты
которой являются компонентами второй фундаментальной формы Q края ∂M
многообразия (M, g) и Fp = Up + Zp +Wp —неприводимого относительной дей-
ствий O(n,R) разложения.

Напомним, что по аналогии с векторным полем p-форму ω называют (см.
[172, с. 126]) касательной к краю ∂M , если ω(N ,X2, . . . , Xp) = 0 для всех
X2, . . . , Xp ∈ C∞T∂M .

Интегральная формула Вейценбока (3.3) в отличие от (3.2) является универ-
сальной для изучения сразу четырёх классов форм: гармонических, конформно
киллинговых, киллинговых и плоских форм на компактных ориентированных
римановых многообразиях, многообразиях нулевой скалярной кривизны, много-
образиях Эйнштейна и конформно плоских многообразиях при одном ограниче-
нии: форма должна касаться края многообразия или ∂M = ∅. Так, например,
справедлива следующая терема исчезновения.
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Теорема 3.2 (см. [149]). На n-мерном (n > 3) компактном ориентированном
конформно плоском римановом многообразии (M, g) с выпуклым краем ∂M не
существует касающихся ∂M конформно киллинговых p-форм (1 � p � n − 1),
если кривизна Риччи многообразия отрицательная.

Для доказательства отмечаем, что для 2p � n

Up(ω, ω) + Zp(ω, ω) � −rmax‖ω‖2 < 0, (3.4)

где −rmax —наибольшее отрицательное значение кривизны Риччи на (M, g).
Также отмечаем, что при условии выпуклости края многообразия (M, g) спра-
ведливо неравенство Qp(tω, tω) � 0. Последнее неравенство вместе с неравен-
ством (3.4) и условием Wp(ω, ω) = 0 вступают в противоречие с интегральной
формулой Вейценбока (3.3), а это, в свою очередь, означает, что dimT(M,R) =
= tp = 0 для 2p � n. Если же применить свойство tp = tn−p, то приходим
к доказываемому результату.

Аналогичным образом с помощью интегральной формулы Вейценбока (3.3)
можно доказать теоремы исчезновения для гармонических, киллинговых и плос-
ких p-форм на компактном ориентированном многообразии с краем.

3.3. Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное риманово многообразие и
SpM —расслоение симметрических p-форм над многообразием (M, g). Нетрудно
заметить, что D∗

1D1 = 1
(p+1)2 δδ

∗ и D∗
2D2 = p

p+1

(∇∗∇− 1
p+1δδ

∗) для фундамен-
тальных операторов D1 и D2 на пространстве C∞SpM сечений расслоения
SpM . При этом оператор D∗

1D1 является эллиптическим (см. [58, с. 93]),
а потому будет эллиптическим и оператор D∗

2D2. Вследствие этого (см.
[18, с. 176—178] и [4, с. 632]) имеем dimWp(M,R) = wp <∞ и dimVp(M,R) =
= vp <∞.

Для дифференциальных симметрических форм справедлива следующая ана-
логичная (3.2) интегральная формула Вейценбока (см. [30,32]):

∫
M

{
Bp(ϕ,ϕ) +

1
p(p+ 1)

‖δ∗ϕ‖2 − 1
p
‖∇ϕ‖2 − ‖δϕ‖2

}
η = 0, (3.5)

где Bp(ω, ω) —квадратичная форма Bp : C∞SpM ⊗ C∞SpM → C∞M , ко-
эффициенты которой являются компонентами тензоров кривизны R и Рич-
чи Ric многообразия (M, g). В [30] доказано, что знак квадратичной формы
Bp(ω, ω) противоположен знаку симметрического оператора кривизны второго
рода R̊ : C∞S2M → C∞S2M , определяемого в локальных координатах равен-
ством ϕ̄ij = Rikjlϕ

kl для ϕkl = gkigljgϕij и gkl = (gkl)−1 (см. [7] и [54, с. 278]).
Справедлива следующая теорема исчезновения.

Теорема 3.3 (см. [30]). Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное рима-
ново многообразие размерности n с положительно определённым оператором
кривизны второго рода, тогда справедливо равенство wp = dimWp(M,R) = 0.
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Аналогичное утверждение для кодаццевых p-форм можно сформулировать
только в частных случаях, например для форм вида ϕ ∈ kerD2 ∩ ker δ или для
бесследовых кодаццевых p-форм (см. [30]).

Важно отметить, что при p = 2 форма

B2(ϕ,ϕ) =
1
2

∑
i<j

K(ei, ej)(λi − λj)2,

где ϕ(ei, ej) = λiδij для символа Кронекера δij и ортонормированного базиса
{e1, . . . , en} пространства TxM в произвольной точке x ∈ M (см. [4, с. 529]).
На этом основании можем сформулировать следствие.

Следствие (см. [32]). Пусть ϕ— симметрическая киллингова 2-форма на
замкнутом ориентированном римановом многообразии (M, g) неположительной
секционной кривизны K, тогда ∇ϕ = 0. Если, кроме того, в некоторой точке
K < 0, то ϕ = λg для λ = const.

В рассматриваемом случае, когда p = 2, условие козамкнутости для ко-
даццевой 2-формы равносильно требованию постоянства её следа, а потому
справедлива следующая теорема.

Теорема 3.4 (см. [4, с. 591]). Любая 2-форма Кодацци с постоянным следом
на замкнутом ориентированном римановом многообразии (M, g) неотрицатель-
ной секционной кривизны K параллельна. Если, кроме того, в некоторой точке
K > 0, то ϕ = λg для λ = const.

Пусть (M, g) —компактное ориентированное риманово многообразие с таким
краем ∂M , что в каждой точке x ∈ ∂M задан единичный ортогональный ∂M и
направленный наружу вектор Nx. Если для симметрической 2-формы ϕ выпол-
няется условие ϕ(N ,X) = 0 при всех X ∈ T∂M , говорят, что ϕ касается края
∂M многообразия (M, g). В этом случае ϕ удовлетворяет интегральной формуле
(см. [41])

∫
M

{
1
2

∑
i<j

K(ei, ej)(λi − λj)2 +
1

p(p+ 1)
‖δ∗ϕ‖2 − 1

p
‖∇ϕ‖2 − ‖δϕ‖2

}
η =

=
∫
∂M

Q2(tϕ, tϕ)η′,

на основании которой доказывается следующая теорема исчезновения.

Теорема 3.5 (см. [35, 41]). Пусть n-мерное компактное ориентированное
риманово многообразие (M, g) с краем ∂M несёт симметрическую киллингову
2-форму ϕ, касающуюся его края ∂M . Если многообразие (M, g) имеет

1) K � 0 и выпуклый край, то либо локально (M, g) является многообразием
риманова произведения, либо ϕ = λg для λ = const;
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2) K � 0, по меньшей мере в одной точке K < 0 и выпуклый край, то ϕ = λg
для λ = const;

3) K � 0 и строго выпуклый край, то ϕ = 0.

Уточним, что под строго выпуклым краем принято понимать край ∂M мно-
гообразия (M, g), вторая квадратичная форма которого строго положительная.

Без труда можно сформулировать аналогичную теорему для кодаццевых
2-форм с постоянным следом, обобщающую сформулированную выше теоре-
му 3.4.

С учётом установленной выше связи между симметрическими и внешними
дифференциальными киллинговыми формами можно сформулировать следствие.

Следствие (см. [32, 41]). Пусть n-мерное компактное ориентированное ри-
маново многообразие (M, g) с краем ∂M несёт касающуюся ∂M внешнюю кил-
лингову p-форму для 1 � p � m− 1. Если многообразие (M, g) имеет

1) K � 0 и выпуклый край, то ‖ω‖ = const и либо локально (M, g) явля-
ется многообразием риманова произведения, либо ω удовлетворяет равен-
ству (∗);

2) K � 0, по меньшей мере в одной точке K < 0 и выпуклый край, то ω
удовлетворяет равенству (∗);

3) K � 0 и строго выпуклый край, то ω = 0.

Равенство (∗), о котором идёт речь в следствии, имеет вид

∑
1�i2<...<ip�n

ω(X, ei2 , . . . , eip)ω(Y, ei2 , . . . , eip) =
p!
n
‖ω‖2g(X,Y ) (∗)

для X,Y ∈ TxM и ортонормированного базиса {e1, . . . , en} пространства TxM
в произвольной точке x ∈M .

Заметим, что аналогичную теорему можно доказать и для плоских p-форм.

3.4. На пространстве C∞SpM был определён (см. [26, 146]) лапласиан �

следующей формулой: � = δδ∗− δ∗δ. Формула Вейценбока � = ∇∗∇+Fp имеет
вид

(∇∗∇ϕ)i1...ip − (�(ϕ))i1...ip =

=
p∑
a=1

Rkiaϕi1...ia−1kia+1...ip − gkjglm
1...p∑
a<b

Riajibmϕi1...ia−1kia+1...ib−1jib+1...ip .

На локально плоском многообразии (M, g) равенство �ϕ = 0 перепишется так:
n∑
k=1

∂2ϕi1...ip

(∂xk)2
= 0, вследствие чего все компоненты симметрической p-формы—

гармонические функции. На основании этого факта и по аналогии с внешними
дифференциальными гармоническими формами симметрические формы, принад-
лежащие ядру лапласиана �, были названы гармоническими (см. [146]). Если
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векторное пространство симметрических гармонических p-форм обозначить че-
рез Up(M,R), то можно сформулировать теорему исчезновения, доказываемую
на основе формулы Вейценбока.

Теорема 3.6 (см. [26,146]). Пусть (M, g) — замкнутое ориентированное ри-
маново многообразие размерности n с положительно определённым оператором
кривизны второго рода, тогда справедливо равенство up = dimUp(M,R) = 0.

Теорема 3.7 (см. [28, 153]). На замкнутом римановом многообразии (M, g)
векторное пространство локальных гармонических автоморфизмов имеет конеч-
ную размерность, а при Ric < 0 размерность пространства равна нулю.

§ 4. Приложение к эрмитовой геометрии

4.1. Рассмотрим внешние дифференциальные киллинговы и плоские 2-фор-
мы максимальных рангов на 2n-мерном замкнутом римановом многообразии
(M, g). Наличие на таком многообразии 2-формы ω максимального ранга пред-
полагает его ориентацию.

Напомним, что почти эрмитово многообразие (M,J, g) с киллинговой фун-
даментальной формой Ω = (

√
2n‖ω‖)−1ω называется приближённо келеровым

(см., например, [96]).

Теорема 4.1 (см. [32]). Пусть 2n-мерное замкнутое риманово многообразие
(M, g) несёт киллингову 2-форму ω максимального ранга. Если выполняется
одно из следующих двух условий: либо K < 0, либо K > 0 и само (M, g) не
является многообразием риманова произведения, то (M, g) будет приближённо
келеровым многообразием с фундаментальной формой Ω = (

√
2n‖ω‖)−1ω.

Плоская 2-форма ω при тех же условиях на многообразие (M, g) превра-
щает его в почти эрмитово многообразие с фундаментальной формой Ω =
= (

√
2n‖ω‖)−1ω. Но при этом плоская 2-форма ω, кроме условия замкнуто-

сти, обращает в нуль тензор Нейенхейса N(X,Y ) = [wX,wY ] + w2[X,Y ] −
− w[X,wY ] + w[wX,Y ] для g(wX,Y ) = ω(X,Y ) и всех X,Y ∈ C∞TM (см.
[13, с. 44]). Вследствие этого почти эрмитово многообразие становится келеро-
вым (см. [14, с. 141—142]).

Теорема 4.2 (см. [32]). Пусть 2n-мерное замкнутое риманово многообра-
зие (M, g) несёт плоскую 2-форму ω максимального ранга. Если выполняется
одно из следующих двух условий: либо K < 0, либо K � 0 и само (M, g)
не является многообразием риманова произведения, то (M, g) будет келеровым
многообразием с фундаментальной формой Ω = (

√
2n‖ω‖)−1ω.

Если же 2-форма ω является рекуррентной, т. е. ∇ω = θ⊗ω для θ ∈ C∞T ∗M ,
то будет справедливой следующая теорема.

Теорема 4.3 (см. [25,27]). Каждое 2n-мерное риманово многообразие (M, g)
знакоопределённой секционной кривизны, несущее рекуррентную 2-форму мак-
симального ранга, является келеровым.
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Все сформулированные утверждения являются обобщениями ставшего клас-
сическим результата П. А. Широкова (см. [59, с. 256—280]), согласно которому
риманово многообразие чётной размерности с ковариантно постоянной внешней
дифференциальной 2-формой является келеровым.

2. Теоремы исчезновения в лоренцевой геометрии

§ 1. Анализ проблематики исследований

1.1. Достижения в теории причинности, теории сингулярностей, а также
в изучении чёрных дыр в общей теории относительности породили в последние
десятилетия активный интерес физиков и математиков к глобальной лоренцевой
геометрии. В связи с этим их внимание, как правило, обращалось на хорошо
известную монографию Дж. Бима и П. Эрлиха [5], цель которой— перекинуть
мост между современной дифференциальной геометрией «в целом» и математи-
ческой физикой общей теории относительности. Отличительной особенностью
данной книги и многочисленных статей по указанной тематике являются ис-
пользуемые авторами синтетические методы от «древних» элементарных до со-
временных топологических. Именно поэтому в указанной монографии каждая
глава (и даже каждый раздел главы) содержит обстоятельную вводную часть,
где авторы вынуждены объяснять необходимость выбора того или иного подхода
к изложению рассматриваемых вопросов и подбора доказательств.

Желание получить ответы на возникающие вопросы с помощью некоего уни-
версального метода побудило учёных обратить внимание на успешно применяе-
мый более пятидесяти лет в глобальный римановой геометрии аналитический
метод— «технику Бохнера». Но уже в начале пришлось столкнуться с пре-
пятствием (см. [132]): лапласиан ∆f = div(grad f) для функции f ∈ C∞M
на лоренцевом многообразии (M, g) не является эллиптическим оператором.
В результате лежащий в основе классической «техники Бохнера» принцип мак-
симума применять было нельзя. В подтверждение достаточно напомнить, что
«гармонические функции» на компактном лоренцевом многообразии (в отличие
от риманова) не являются постоянными, а потому усилия были направлены на
выведение интегральных формул для сечений тех или иных векторных расслое-
ний над лоренцевом многообразием, чтобы с их помощью получить результаты,
аналогичные римановым. При этом условно можно выделить два направления
исследований.

Представители первого направления изучают (см., например, [66—69,71,114,
171]) при помощи традиционной техники Бохнера (см. [172]) геометрию за-
мкнутого (n − 1)-мерного пространственноподобного подмногообразия (M ′, g′)
лоренцева многообразия (M, g), метрика которого g′ по определению является
положительно определённой (см. [5,126]). Как правило, здесь изучается подмно-
гообразие постоянной или даже нулевой средней кривизны (максимальные под-
многообразия), поскольку тема эта для случая риманова многообразия хорошо
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разработана. Так, например, в монографии Яно [172] изучению геометрии такого
подмногообразия посвящена целая глава. Проводимые исследования важны ещё
и потому, что сходные проблемы интересуют физиков, ведущих свои изыскания
в общей теории относительности и космологии (см., например, [61,92,99, 110]).

В свою очередь, представители второго направления изучают (см., напри-
мер, [79, 116, 131—133]) векторные поля и инфинитезимальные преобразова-
ния замкнутого лоренцева многообразия (M, g) с использованием интегральных
формул, полученных более полусотни лет назад С. Бохнером (см. [80]). В этом
разделе нас будут интересовать результаты, относящиеся именно ко второму
направлению исследований.

1.2. Остановимся на некоторых особенностях описываемого в этом разделе
варианта техники Бохнера.

Получение глобальных результатов с условием на замкнутость многообразия
и знакоопределённость кривизны Риччи, как это принято в классической тех-
нике Бохнера и применялось в цитируемых выше работах, для лоренцевых мно-
гообразий осложнено целым рядом обстоятельств. Примером этого может слу-
жить известный результат Галовэйя [94], согласно которому замкнутое n-мер-
ное (n � 3) лоренцево многообразие, удовлетворяющее условию Ric(X,X) > 0
для всех единичных времениподобных X ∈ C∞TM , не допускает замкнутых
пространственноподобных гиперповерхностей. Если при этом учесть, что «те
многообразия, которые допускают такую гиперповерхность, имеют большее от-
ношение к физике» (см. [16, с. 207]), то было бы разумнее отказаться от условия
замкнутости лоренцева многообразия. Поэтому было принято решение принять
за образец ставшую классической в общей теории относительности теорему
исчезновения С. Хоккинга (см. [19, с. 164]).

Теорема 1.1. Следующие требования на пространство-время (M, g) несовме-
стимы:

1) существует замкнутая пространственноподобная гиперповерхность M ;
2) divN � 0 для единичного векторного поля N нормалей M ;
3) Ric(ξ, ξ) � 0 для каждого времениподобного вектора ξ;
4) (M, g) полно относительно времениподобных геодезических, направленных

в прошлое.

Чтобы «вписаться» в схему, предписываемую данной теоремой, при исследо-
вании «в целом» объектов на многообразиях с лоренцевой метрикой необходи-
мо было воспользоваться теоремой Стокса (см. [16, с. 136, 170—171]), которая
позволяет игнорировать сигнатуру метрики. Кроме того, потребовалось усовер-
шенствовать за счёт использования теории представлений групп полученные
интегральные формулы. Результатом этого стали многочисленные утверждения,
принадлежащие обоим направлениям исследований и имеющие прикладное зна-
чение (см. [19,31,39,40,43]).

1.3. Настоящий раздел состоит из четырёх параграфов. В первом параграфе
проведён анализ проблематики исследований лоренцевой геометрии «в целом».



58 С. Е. Степанов

Во втором параграфе излагаются необходимые сведения из локальной лорен-
цевой геометрии

В третьем параграфе приводятся аналоги формул Вейценбока на лоренцевых
многообразиях и на их основе формулируются теоремы исчезновения для кон-
формно киллинговых векторных полей, вполне омбилических и максимальных
пространственноподобных гиперраспределений на лоренцевом многообразии.

В четвёртом параграфе указаны возможные приложения в релятивистских
гидродинамике и электродинамике.

§ 2. Локальная геометрия ориентированного во времени
лоренцева многообразия

2.1. Рассмотрим n-мерное лоренцево многообразие (M, g) с метрикой g сиг-
натуры (− + + . . .+) и связностью Леви-Чивита ∇.

Пусть в некоторой области U многообразия задано непрерывное, нигде не
обращающееся в нуль мнимоединичное векторное поле. При U = M говорят,
что (M, g) — это ориентированное во времени лоренцево многообразие или, по
другой терминологии, n-мерное пространство-время (см. [5, с. 13]).

Каждое касательное векторное пространство E = TxM в области задания
U векторного поля представляет собой ортогональную сумму подпространств
V = span{ξx} и H = V⊥, состоящего из векторов, ортогональных ξx. Если
обозначить через vx : TxM → V и hx : TxM → H операторы ортогонально-
го проектирования, тогда метрика q = gx пространства E = TxM примет вид
q = qh⊕qv для qh = q(h, h) и qv = q(v, v), при этом qh будет положительно опре-
делённой квадратичной формой на (n− 1)-мерном векторном пространстве H.

Ортогональная группа O(q), задаваемая формой q и действующая на вектор-
ном пространстве E, распадается в произведение O(q) = O(qh) × O(qv) ортого-
нальных групп, действующих на H и V соответственно.

Мнимоединичное векторное поле ξ порождает на лоренцевом многообразии
(M, g) такое тензорное поле Aξ = −∇ξ типа (1, 1), что в каждой точке x ∈ M
тензор Aξ‖x поля Aξ принадлежит пространству E∗ ⊗ H. Согласно [31, 34] для
пространства E∗ ⊗ H справедливо следующее его O(qh) × O(qv)-неприводимое
разложение:

E∗ ⊗ H = Λ2H ⊕ S2
0H ⊕ Rqh ⊕ (V∗ ⊗ H∗).

В соответствии с этим тензорное поле Aξ представимо в виде следующей суммы
из четырёх поточечно O(qh) ×O(qv)-неприводимых тензорных компонент:

g(AξX,Y ) = ω(X,Y ) + σ(X,Y ) +
1

n− 1
θg(hX, hY ) + g(ξ,X)g(Aξξ, Y ), (2.1)

где, в частности, ωx ∈ Λ2H; σx ∈ S2
0H и (n − 1)−1θxg

h
x ∈ Rqh в каждой точке

x ∈ U . При этом справедливы равенства
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ω(X,Y ) =
1
2
[g(hX,AξhY ) − g(AξhX, hY )], (2.2)

σ(X,Y ) = − 1
n− 1

θgh(X,Y ) − 1
2
[g(hX,AξhY ) + g(AξhX, hY )], (2.3)

θ = − traceAξ (2.4)

для любых векторных полей X,Y ∈ C∞TM .

2.2. С мнимоединичным векторным полем ξ на n-мерном лоренцевом мно-
гообразии (M, g) ассоциируется пространственноподобное гиперраспределение
H : x ∈ U → H ⊂ TxM для всех точек x области U , где задано векторное
поле ξ. Тензор интегрируемости A распределения H (см. [130, с. 148]) опреде-
ляется следующим равенством (см. [147]):

A(X,Y ) =
1
2
v[∇hXhY −∇hY hX]

для всех X,Y ∈ C∞TM . Установлено (cм. [31,39]), что A = −ω ⊗ ξ и, следова-
тельно, ‖A‖2 � 0.

Вторая фундаментальная форма G распределения H (см. [40, с. 148]) опре-
деляется следующим равенством (см. [31,39]):

G(X,Y ) =
1
2
v[∇hXhY + ∇nY hX]

для всех X,Y ∈ C∞TM . При этом Hh = (n − 1)−1 tracegh G называют (см.
[130, с. 149]) вектором средней кривизны распределения H. Если всюду в об-
ласти задания H одновременно A = 0 и Hh = 0, то распределение H становится
интегрируемым с (n− 1)-мерными максимальными подмногообразиями лорен-
цева многообразия (M, g). Максимальность (вместо минимальности) связана
с тем, что метрика объемлющего пространства является лоренцевой (см., на-
пример, [61, 114]). На этом основании, если всюду в области задания H вектор
средней кривизны Hh равен 0, распределение H назовём максимальным рас-
пределением, а не минимальным, как это принято в римановом случае (см.
[25, с. 149]).

Распределение H называется омбилическим (см. [25, с. 151]), если всюду
в области его задания G = gh ⊗ H. Интегрируемое омбилическое распределе-
ние H задаёт на (M, g) слоение из (n− 1)-мерных омбилических интегральных
многообразий. Метрика такого многообразия (M, g) описана в литературе (см.,
например, [62, с. 219]).

Заметим, что бесследовая часть G0 второй фундаментальной формы G ги-
перраспределения H определяется равенством

G0 = G− 1
n− 1

gh ⊗ tracegh G.

Установлено (см. [39,40]), что G0 = −σ⊗ ξ и, следовательно, ‖G0‖2 � 0. Кроме
того, как нетрудно проверить, θ2 = − ‖ tracegh G‖2 � 0.
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§ 3. Теоремы исчезновения в лоренцевой геометрии

3.1. Для мнимоединичного векторного поля ξ на n-мерном лоренцевом мно-
гообразии (M, g) справедливо уравнение (см. [39,40])

−div(Aξξ) = Ric(ξ, ξ) − ‖ω‖2 + ‖σ‖2 +
1

n− 1
θ2 + ξ(θ), (3.1)

известное для случая n = 4 как уравнение Ландау—Райчаудхури (см. [45,
с. 97]). В свою очередь, для векторного поля θξ будем иметь div(θξ) = ξ(θ)+θ2,
тогда

div(Aξξ − θξ) = Ric(ξ, ξ) − ‖ω‖2 + ‖σ‖2 − n− 2
n− 1

θ2. (3.2)

Рассмотрим ориентированную область U лоренцева многообразия (M, g). Обо-
значим через ∂U границу области U . Элемент объёма (M, g) задаётся равен-
ством η =

√|det(g)|. При этом задание трансверсального ∂U поля N на-
правленных наружу векторов определяет не только ориентацию границы ∂U ,
но задаёт её элемент объёма η′ (см. [36]). При Ω = trace[(Aξξ − θξ) ⊗ η] на
основании (3.2) теорема Стокса ∫

U

dΩ =
∫
∂U

Ω

принимает следующий вид (см. [31,39,40]):∫
U

[
Ric(ξ, ξ) − ‖ω‖2 + ‖σ‖2 − n− 2

n− 1
θ2

]
η =

∫
∂U

trace[(Aξξ − θξ) ⊗ η]. (3.3)

В случае, если границей ∂U служит связное (n−1)-мерное времениподобное
подмногообразие (см. [5, с. 55]) с ортогональными в каждой её точке единич-
ными векторами поля N , а мнимоединичное векторное поле ξ касается границы
∂U во всех её точках, интегральная формула (3.3) представима в следующем
виде (см. [31,39,40]):∫

U

[
Ric(ξ, ξ) − ‖ω‖2 + ‖σ‖2 − n− 2

n− 1
θ2

]
η =

∫
∂U

Q′(ξ, ξ)η′. (3.4)

Здесь Q′ —вторая фундаментальная форма границы ∂U (см. [5, с. 56]), опреде-
ляемая из уравнения Гаусса Q′(X ′, Y ′) = g(∇X′Y ′, N) для X ′, Y ′ ∈ C∞T∂U .

Пусть теперь область U лоренцева многообразия (M, g), границей ∂U ко-
торой служит связное (n − 1)-мерное пространственноподобное подмногообра-
зие (см. [5, с. 55]). Полагаем также, что в области U задано времениподобное
единичное векторное поле ξ, ортогональное границе ∂U области U во всех её
точках. Тогда формулу (3.3) можно записать в следующем виде (см. [31,39,40]):∫

U

[
Ric(ξ, ξ) − ‖ω‖2 + ‖σ‖2 − n− 2

n− 1
θ2

]
η = (n− 1)

∫
∂U

H ′η′, (3.5)

где H ′ = (n− 1)−1 traceg′ Q′ — средняя кривизна границы ∂U .
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3.2. Векторное поле ζ, заданное на псевдоримановом многообразии (M, g),
называется конформно киллинговым, если порождаемая им однопараметриче-
ская группа диффеоморфизмов состоит из локальных конформных преобразова-
ний (см. [13, с. 277—281]). Последнее означает, что

(Lζg)(X,Y ) = g(AζX,Y ) + g(X,AζY ) = 2λg(X,Y )

для производной Ли Lζ по направлению векторного поля ζ, тензорного поля
Aζ = −∇ζ, λ = −n−1 traceAζ и произвольных X,Y ∈ C∞TM . Если λ = 0 всю-
ду в области U , то группа диффеоморфизмов состоит из локальных изометрий,
а векторное поле ζ является киллинговым (см. [13, с. 281—284]).

Предположим, что в области U времениподобное конформно киллингово век-
торное поле ζ не обращается в нуль, и обозначим через ξ его орт. Будем полагать
также, что область U имеет времениподобную границу ∂U , которой векторное
поле ξ касается во всех её точках. Обратимся тогда к интегральной форму-
ле (3.4), которая в нашем случае позволит сформулировать следующую теорему
исчезновения.

Теорема 3.1 (см. [39, 40]). Не существует n-мерного (n � 3) лоренцева
многообразия (M, g) с времениподобным конформно киллинговым векторным
полем ζ, удовлетворяющих следующим условиям:

1) существует в (M, g) такая область U с времениподобной границей ∂U ;
2) где векторное поле ζ не обращается в нуль и касается границы во всех её

точках;
3) Ric(ζ, ζ) � 0 в области U ;
4) вторая фундаментальная форма границы удовлетворяет условию Q′(ζ, ζ) �

� 0, за исключением хотя бы одной точки x ∈ ∂U , где Q′(ζ, ζ) > 0.

Если ослабить условия теоремы, потребовав в пункте 3, чтобы вторая фунда-
ментальная форма границы во всех времениподобных направлениях принимала
неотрицательные значения, тогда, как это можно установить, векторное поле ζ
будет рекуррентным.

Предположим теперь, что область U имеет пространственноподобную гра-
ницу ∂U , которой времениподобное конформно киллингово векторное поле ζ
ортогонально. Так же, как и прежде, обозначим через ξ его орт и воспользуемся
интегральной формулой (3.5), которая позволит утверждать, что справедлива
следующая теорема.

Теорема 3.2 (см. [39, 40]). Не существует n-мерного (n � 3) лоренцева
многообразия (M, g) с времениподобным конформно киллинговым векторным
полем ζ, удовлетворяющих следующим условиям:

1) существует в (M, g) область U с пространственноподобной границей ∂U ,
где векторное поле не обращается в нуль и ортогонально границе во всех
её точках;

2) Ric(ζ, ζ) � 0 в области U ;



62 С. Е. Степанов

3) средняя кривизна границы неотрицательная, за исключением хотя бы од-
ной точки, где она больше нуля.

Если в теореме условие 2 заменить более слабым условием— средняя кривиз-
на границы неотрицательная, — то векторное поле ζ будет рекуррентным [74].

Времениподобное векторное поле ζ на лоренцевом многообразии (M, g) на-
зывается гармоническим (см. [9]), если тензорное поле Aζ удовлетворяет следу-
ющим условиям: g(AζX,Y ) − g(X,AζY ) = 0 и traceAζ = 0 для произвольных
векторных полей X,Y ∈ C∞TM . Предположим, что в области U временипо-
добное гармоническое векторное поле ζ не обращается в нуль. Рассуждения,
аналогичные проведённым в случае конформно киллингова векторного поля,
позволяют утверждать, что справедлива следующая теорема исчезновения.

Теорема 3.3 (см. [39, 40]). Не существует n-мерного (n � 3) лоренцева
многообразия (M, g) с времениподобным гармоническим векторным полем ζ,
удовлетворяющих следующим условиям:

1) в (M, g) существует такая область U с времениподобной границей ∂U , где
векторное поле ζ не обращается в нуль и касается границы во всех её
точках;

2) Ric(ζ, ζ) � 0 в области U ;
3) вторая фундаментальная форма границы Q′(ζ, ζ) удовлетворяет условию

Q′(ζ, ζ) > 0, за исключением хотя бы одной точки x ∈ ∂U , где Q′(ζ, ζ) < 0.

3.3. На основании установленного выше равенства G0 = −σ ⊗ ξ интеграль-
ной формуле (3.5) придадим следующий вид:∫

U

[Ric(ξ, ξ) + ‖A‖2 − ‖g0‖2 − (n− 1)(n− 2)‖Hh‖2]η = (n− 1)
∫
∂U

H ′η′

для пространственноподобного распределения H, заданного в области U с про-
странственноподобной границей ∂U , которой H касается в каждой её точке.
В последнем случае граница ∂U является замкнутым интегральным многообра-
зием распределения H. Предположим, что H вполне омбилическое распределе-
ние, тогда справедлива следующая теорема исчезновения.

Теорема 3.4 (см. [31,39,40]). Не существует в n-мерном (n � 3) лоренце-
вом многообразии такой области с пространственноподобной границей, что

1) времениподобная кривизна Риччи в области неположительная;
2) граница области имеет неотрицательную среднюю кривизну, за исключе-

нием хотя бы одной точки, где эта кривизна больше нуля;
3) в области существует омбилическое пространственноподобное распределе-

ние, интегральным многообразием которого служит граница области.

Во втором случае рассмотрим интегрируемое максимальное распределение H
в области U . Предположим, что одно из интегральных многообразий (M, g) яв-
ляется замкнутым односвязным подмногообразием (M ′, h′) лоренцева многооб-
разия (M, g). Тогда будет выполняться уравнение (см. [39])
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∫
M ′

[Ric(ξ, ξ) − ‖G0‖2]η′ = 0,

анализ которого позволяет заключить, что справедлива следующая теорема ис-
чезновения.

Теорема 3.5 (см. [39]). Ни одно слоение из максимальных сечений не име-
ет замкнутого слоя в области n-мерного (n � 0) лоренцева многообразия, если
во всех её точках времениподобная кривизна Риччи неотрицательная, за исклю-
чением хотя бы одной точки, где она принимает положительное значение.

§ 4. Теоремы исчезновения в релятивистской гидродинамике

4.1. Опишем результаты о динамике релятивистской жидкости в области U
четырёхмерного пространства-времени (M, g), полагая, что заданное в этой
области мнимоединичное векторное поле ξ образовано времениподобными ка-
сательными векторами к линиям тока релятивистской жидкости. Кинематика
бесконечно малого объёма жидкости описывается следующими величинами
(см. [16, с. 219], [15, с. 58]): тензором завихрённости или вращения (2.2),
тензором (поперечного) сдвига (2.3), расширением жидких мировых ли-
ний (2.4) и полем ξ′ = −Aξξ векторов 4-ускорения. Напомним, что дви-
жение релятивистской жидкости в четырёхмерном пространстве-времени при
ω = 0 будет невращательным, при σ = 0 бессдвиговым, при θ = 0 без
расширения (несжимаемым) и, наконец, при σ = θ = 0 жёстким по Борну
(см. [22, с. 106, 153]).

Согласно уравнению Эйнштейна Ric − 2−1sg = T для скалярной кривизны s
лоренцева многообразия (M, g) и тензора энергии импульса материи T нахо-
дим Ric(ξ, ξ) = ρ − 2−1s, где ρ = T (ξ, ξ) —плотность массы-энергии жидкости
(см. [16, с. 219]). Назовём величину ρ(U) =

∫
U

ρ η суммарной плотностью мас-

сы-энергии релятивистской жидкости в области U , а величину s(U) =
∫
U

s η

в соответствии с общей теорией назовём полной скалярной кривизной обла-
сти U пространства-времени (M, g).

Тогда для жидкости, текущей через область U и пересекающей ортогонально
её пространственноподобную границу ∂U , имеет место следующая интегральная
формула (см. [39]):

ρ(U) − 1
2
s(U) =

∫
U

[
‖ω‖2 − ‖σ‖2 +

3
2
θ2

]
η + (n− 1)

∫
∂U

H ′η′, (4.1)

которая равносильна формуле (3.5).
Если же предположить, что область U имеет времениподобную границу ∂U ,

то для жидкости, заполняющей эту область и текущей по её границе ∂U , без
труда выводится следующая интегральная формула (см. [39]):
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ρ(U) − 1
2
s(U) =

∫
U

[
‖ω‖2 − ‖σ‖2 +

3
2
θ2

]
η +

∫
∂U

Q′(ξ, ξ)η′, (4.2)

которая равносильна формуле (3.4).
4.2. Задача о жёстком по Борну движении жидкости давно привлекала вни-

мание специалистов (см. об этом [19, с. 153]), но ввиду параболического ха-
рактера системы дифференциальных уравнений оказалась сложной. С помощью
«техники» были найдены условия, препятствующие существованию бессдвиго-
вого движения, включающее жёсткое по Борну движение.

Рассмотрим бессдвиговый поток жидкости через область U , линии тока кото-
рого ортогонально пересекают её пространственноподобную границу ∂U . В этом
случае согласно (4.1) справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1 (см. [31,39,40]). Следующие требования для четырёхмерного
пространства-времени (M, g) несовместимы:

1) имеется область U с пространственноподобной границей ∂U неотрицатель-
ной средней кривизны;

2) существует бессдвиговый поток релятивистской жидкости, заполняющий
область U и ортогонально пересекающий её границу;

3) удвоенная суммарная плотность массы-энергии релятивистской жидкости
в области U больше полной скалярной кривизны этой области.

Требование на знакоопределённость средней кривизны Hh границы ∂U об-
ласти U можно заменить в утверждении более жёстким требованием быть мак-
симальным подмногообразием (M, g).

Рассмотрим бессдвиговый поток релятивистской жидкости, который запол-
няет область U и течёт по её времениподобной границе ∂U . Тогда на основа-
нии (4.1) справедлива следующая теорема.

Теорема 4.2 ([31,39,40]). Следующие требования для четырёхмерного про-
странства-времени (M, g) несовместимы:

1) существует бессдвиговый поток релятивистской жидкости, заполняющий
некоторую область U и текущий по её времениподобной границе ∂U ;

2) N � 0 для векторного поля нормалей N границы ∂U и давления p реля-
тивистской жидкости;

3) удвоенная суммарная плотность массы-энергии релятивистской жидкости
в области U больше полной скалярной кривизны этой области.

Был также изучен невращательный без расширения поток релятивистской
жидкости через область U . Принимая во внимание теорему 3.3, можем сформу-
лировать следующее утверждение.

Теорема 4.3 ([39]). Не существует в четырёхмерном пространстве-времени
невращательного без расширения (или сжатия) потока релятивистской жидко-
сти, который бы ортогональным образом пересекал наперёд заданное трёхмер-
ное замкнутое односвязное пространственноподобное сечение, в точках которого
времениподобная кривизна Риччи неотрицательная.
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4.3. Пусть имеется поток релятивистской жидкости в области U простран-
ства-времени (M, g), линии тока которого ортогональным образом пересекают
замкнутое односвязное омбилическое сечение (M ′, g′). Полагаем при этом, что
релятивистская жидкость заряженная и электромагнитное поле описывается
«специальными уравнениями Максвелла» (см. [33,34]), которые имеют следую-
щий вид:

(∇XF )(Y,Z) =
4π
3

[g(X,Z)g(J, Y ) − g(X,Y )g(J, Z)]

для тензора электромагнитного поля F , 4-вектора тока J и X,Y ∈ C∞TM . При
этом Fh = F (h, h) будет тензором магнитной напряжённости поля. Тогда имеет
место следующая теорема.

Теорема 4.4 (см. [39]). Пусть в области пространства-времени, где сек-
ционные кривизны по всем пространственноподобным 2-направлениям неполо-
жительные, поток заряженной жидкости пересекает ортогонально замкнутое
односвязное вполне омбилическое сечение. Если электромагнитное поле жид-
кости описывается специальными уравнениями Максвелла, то норма тензора
магнитной напряжённости поля будет постоянной вдоль данного сечения.

Если положить поток бессдвиговым, то сечение (M ′, g′) с необходимостью
станет вполне омбилическим, а потому это требование в условии теоремы можно
снять.

3. Теоремы исчезновения
в аффинной дифференциальной геометрии

§ 1. Анализ проблематики исследований

1.1. Аффинная дифференциальная геометрия является одним из важных раз-
делов геометрии. Начиная с первых работ Бляшке (W. Blashke) первой четверти
прошлого века, она постоянно привлекала к себе внимание геометров. В 1923
году в Германии, в 1959, 1960 и 1977 годах в Советском Союзе, в 1991 году в Япо-
нии и в 1994 году в США были изданы монографии [1], [36], [60], [62], [78]
и [124], специально посвящённые аффинной дифференциальной геометрии. На-
чиная с 1986 года (конференция в Обервольфахе, cм. [65]) стали проводиться
международные конференции по аффинной дифференциальной геометрии.

Следует констатировать, что если для отечественных геометров аффинная
дифференциальная геометрия была традиционным объектом изучения, интерес
к которой к концу прошлого века постепенно сошёл на нет, то у зарубежных
геометров, наоборот, с конца прошлого века активность исследований в этой
области резко возросла.

Толчком для возрождения их интереса послужила лекция [118], прочи-
танная одним из классиков геометрии Номидзу (K. Nomizu) в Мюнстерском
университете в 1982 году с «грандиозным», как об этом пишет Клингенберг
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(W. Klingenberg) в [106], названием «Что такое аффинная дифференциальная
геометрия?».

В лекции Номидзу выдвинул концепцию, согласно которой под аффинной
дифференциальной геометрией следует понимать геометрию n-мерного гладко-
го многообразия M с такими не обращающейся на M в нуль n-формой η и
аффинной связностью ∇ без кручения, что ∇η = 0.

За лекцией последовал цикл статей Номидзу (см., например, [119—123]),
который завершила его монография [124]. В пропаганде нового направления ис-
следований приняли участие такие известные геометры, как Яу (Ch.-T. Yau),
Калаби (E. Calabi), Саймон (U. Simon) и др. Первые итоги проведённых иссле-
дований были подведены уже в 1988 году в лекции Саймона [140], а спустя
два года в 1990 году это сделал уже сам Номидзу (см. [120]). К настоящему
времени число работ «новой волны» по аффинной дифференциальной геометрии
исчисляется уже десятками.

Параллельно с локальной аффинной дифференциальной геометрией получи-
ла развитие за рубежом и дифференциальная геометрия «в целом» подмногооб-
разий Mn аффинного пространства Am (см., например, [135, 136, 141, 142, 173]).
Здесь, как правило, рассматривались гиперповерхности Mn ⊂ An+1, которые
имеют метрику, например, Бервальда—Бляшке, а потому геометрия их строится
по аналогии с геометрией гиперповерхностей евклидова пространства.

Нельзя сказать, что эти события не нашли отклика у нас в стране. В каче-
стве примера приведём статью А. В. Погорелова [20], где он ответил на вопрос
из доклада Калаби на первой конференции по аффинной дифференциальной
геометрии в Обервольфахе «Что представляет собою полная строго выпуклая
аффинно-минимальная гиперповерхность Mn ⊂ An+1?». Заметим, что мини-
мальные поверхности трёхмерного аффинного пространства были уже изучены
(см., например, [60, с. 227—231]). Известен их классический пример— эллип-
тический параболоид. Интересно, что ответом на вопрос Калаби стала та же
поверхность, но уже для случая n � 2. Другие результаты по геометрии такого
рода поверхностей можно найти в обзоре [164].

В данном разделе нами будет проведён обзор результатов по глобальной
дифференциальной геометрии многообразия M со структурой Номидзу (η,∇).
Освещаемые результаты имеют одну отличительную особенность: они получены
с помощью аффинного аналога техники Бохнера, использующего интегральные
формулы, которые связывают кривизну многообразия с результатами действий
дифференциальных операторов. Подобные интегральные формулы были выведе-
ны на основании формулы Стокса и не предполагают наличия на многообразии
метрики.

В аффинной дифференциальной геометрии этим методом воспользовался
впервые в 1952 году Гротемейер (K. Grotemeyer), который прибег к формуле
Стокса для векторного поля ξ, заданного в области U поверхности M2 ⊂ A3,
ограниченной гладкой кривой γ. Выведенные на её основе интегральные фор-
мулы потребовались для нахождения признаков двумерных аффинных сфер
(см. [97]). В дальнейшем формулу Стокса для векторного поля ξ на компактном
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ориентированном многообразии M с краем ∂M , снабжённом аффинной связ-
ностью с кручением, использовал Исихара (Sh. Ishihara). На её основе были
получены формулы, которые использовались для изучения «в целом» инфини-
тезимальных аффинных преобразований многообразия и специальных концир-
кулярных векторных полей (см. [100]). Как в первом, так и во втором случаях
это были аффинные аналоги интегральных формул Вейценбока, поскольку их
интегранты включали кривизны поверхности и тензор Риччи многообразия со-
ответственно.

История применения аффинного аналога техники Бохнера получила продол-
жение в работах Саймона [141] и Швенка [136], которые в (n+1)-мерном (n � 2)
аффинном пространстве An+1 изучали глобальную геометрию гиперповерхно-
сти Mn с метрикой Бляшке с помощью лапласиана. После этого последовал
цикл работ отечественных геометров по аффинному аналогу техники Бохнера
(см. [36,47,48,50—52, 163]), которые и будут здесь освещены.

1.2. Настоящий раздел состоит из четырёх параграфов. В первом парагра-
фе проведён анализ проблематики исследований аффинной дифференциальной
геометрии «в целом».

Во втором параграфе излагаются необходимые сведения из локальной аф-
финной дифференциальной геометрии.

В третьем параграфе приводятся аффинные аналоги интегральных формул
Вейценбока и доказываются на их основе теоремы исчезновения.

В четвёртом параграфе освещаются приложения полученных результатов
в лоренцевой геометрии.

§ 2. Локальная эквиаффинная
дифференциальная геометрия векторного поля

2.1. Пусть M будет связным дифференцируемым C∞-многообразием размер-
ности n, и пусть L(M) будет его расслоением линейных реперов со структур-
ной группой GL(n,R). Мы определим SL(n,R)-структуру на M как главное
SL(n,R)-подрасслоение расслоения L(M). Хорошо известно, что SL(n,R)-струк-
тура есть не что иное, как элемент объёма η на M , т. е. n-форма η, всюду
отличная от нуля (см. [12, с. 13]).

Известна проблема сопоставления с каждой G-структурой на многообра-
зии M однозначно определённой сводимой к G линейной связности ∇ (см.
[85, с. 213]).

Линейная связность ∇ без кручения, сводимая к SL(n,R), называется экви-
аффинной (см. [17, с. 150]) и может быть охарактеризована условием ∇η = 0.
В этом случае пара (∇, η) называется эквиаффинной структурой на M , а гео-
метрия многообразия M с эквиаффинной структурой (∇, η) называется аффин-
ной дифференциальной геометрией (см. [118]).

В каждой точке x ∈ M тензор кривизны R эквиаффинной связности ∇
допускает SL(n,R)-инвариантное разложение в форме
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R =
1

n− 1
Ric ∧ idTM +W,

где Ric —известный тензор Риччи и W — тензор проективной кривизны Вейля
связности ∇ (см., например, [163]).

В соответствии с данным разложением выделяются два класса эквиаффин-
ных структур: Риччи-плоские структуры, для которых Ric ≡ 0, и эквипро-
ективные структуры, для которых W ≡ 0 (см. [17, с. 169]). В последнем
случае, как известно (см. [23, с. 74]), многообразие M является проективно
плоским, т. е. допускает диффеоморфизм на n-мерное аффинное пространство,
который геодезические M переводит в соответствующие прямые линии. Такой
диффеоморфизм носит название проективного, или геодезического, отображе-
ния. Вследствие группового свойства проективных отображений (см. [23, с. 73])
любые два проективно плоских многообразия допускают проективное отображе-
ние друг на друга. Значит, все многообразия с эквипроективными структурами
принадлежат одному проективному классу пространств (см. [23, с. 73]).

2.2. Автодиффеоморфизм многообразия M тогда и только тогда являет-
ся автоморфизмом SL(n,R)-структуры, когда он сохраняет элемент объёма η.
Пусть X будет векторным полем на M . Функция divX, определённая формулой
(divX)η = LXη, где LX —дифференцирование Ли в направлении векторного
поля X, называется дивергенцией X относительно n-формы η (см. [13, с. 259]).
Очевидно, что X тогда и только тогда является инфинитезимальным автомор-
физмом SL(n,R)-структуры, когда divX = 0. Такое векторное поле X называ-
ется соленоидальным.

Определим для векторного поля X тензорное поле AX = LX − ∇X как
поле эндоморфизмов касательного расслоения TM (см. [13, с. 221]). Формула
traceAX = −divX проверяется непосредственно (см. [1, с. 260]).

В каждой точке x ∈M мы имеем SL(n,R)-инвариантное разложение

AX =
(
− 1
n

divX
)

idTM + ȦX

(см. [163]), в соответствии с которым выделяются два класса векторных по-
лей на M : соленоидальные векторные поля, образующие подалгебру R-алге-
бры Ли векторных полей на M (см. [163]), и специальные конциркулярные
векторные поля, для каждого из которых согласно определению (см., напри-
мер, [139, с. 322]) имеем

AX =
(
− 1
n

divX
)

idTM .

Непосредственно проверяется, что специальные конциркулярные векторные
поля на многообразии M с эквиаффинной структурой (η,∇) образуют R-модуль
S(M,R). При этом справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1 (см. [163]). Эквиаффинная структура (η,∇) на n-мерном мно-
гообразии M является эквипроективной тогда и только тогда, когда на M суще-
ствуют n линейно независимых специальных конциркулярных векторных полей.
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Сформулированное утверждение обобщает факт, хорошо известный для ри-
манова многообразия постоянной секционной кривизны (см. [93]).

В заключение этого пункта мы введём одно полезное для будущего понятие.
А именно, назовём главными кривизнами векторного поля X в точке x ∈ M
корни λ1(x), . . . , λn(x) характеристического многочлена

P [λ(x)] = det[λidTM −AX ](x).

В случае специального конциркулярного векторного поля X справедливо
равенство

λ1(x) = . . . = λn(x) = − 1
n

traceAX ,

а для соленоидального векторного поля X —равенство

λ1(x) + . . . + λn(x) = 0

в каждой точке x ∈M .
Интегральные кривые векторного поля Y , определяющего в каждой точ-

ке x ∈ M направление кривизны поля X, т. е. AXYx = λ(x)Yx, называются
аффинными линиями кривизны поля X. При этом прямые, определяемые век-
торным полем X и проходящие через точки развёртки любой его аффинной
линии кривизны на касательное пространство, образуют торс (см. [49]).

2.3. Рассмотрим n-мерное C∞-многообразие M с эквиаффинной структу-
рой (η,∇) и произвольную геодезическую γ : J ⊂ R → M на M , отнесённую
к аффинному параметру t. В этом случае имеем ∇ dγ

dt

dγ
dt = 0 для касательного

векторного поля dγ
dt геодезической γ.

Дифференциальную p-форму ω на M назовём по аналогии с римановым слу-
чаем (см. [36]) киллинговой формой, если (p− 1)-форма i dγ

dt
ω = trace

(
dγ
dy ⊗ ω

)
является ковариантно постоянной вдоль любой геодезической γ. Это означа-
ет, что dω = (p + 1)∇ω, последнее эквивалентно условию ∇ω ∈ C∞Λp+1M ,
где C∞Λp+1M —пространство сечений расслоения Λp+1M дифференциальных
(p + 1)-форм над M . Очевидно, что множество киллинговых p-форм образует
R-модуль, обозначаемый K

p(M,R).
На многообразии M с SL(n,R)-структурой можно задать аффинный аналог

риманова оператора Ходжа— изоморфизм ∗ : C∞ΛpTM → C∞Λn−pM вектор-
ного расслоения ΛpTM кососимметрических p-тензоров в расслоение Λn−pM
внешних дифференциальных (n − p)-форм. Так, в частности, мы имеем ω =
= ∗(ξ1∧ . . .∧ ξp) = ∗alt(ξ1⊗ . . .⊗ ξp), т. е. ω = iξ1∧...∧ξp

η. Ковариантным образом
дифференцируя p-форму ω в направлении произвольного векторного поля, мы
получим ∇ω ∈ C∞Λn−p+1M , если все ξ1, . . . , ξp специальные конциркулярные.

Теорема 2.2 (см. [36]). Пусть M будет n-мерным многообразием с эквиаф-
финной структурой (η,∇) и ξ1, . . . , ξp суть p линейно независимых специальных
конциркулярных векторных полей на M для 0 < p < n. Тогда (n − p)-форма ω,
дуальная тензорному полю ξ1 ∧ . . . ∧ ξp относительно n-формы объёма η, будет
киллинговой.
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Следовательно, dim K
p(M,R) � n!

p!(n−p)! на произвольном n-мерном многооб-
разии M с эквипроективной структурой (η,∇).

Как уже говорилось, если M является n-мерным многообразием с плоской
аффинной связностью ∇, то в окрестности произвольной его точки x ∈M всегда
найдётся локальная система координат x1, . . . , xn, в которой компоненты ωi1...ip
киллинговой p-формы ω имеют вид

ωi1...ip = Kki1...ipx
k +Ki1...ip (2.1)

для произвольных кососимметричных по всем своим индексам постоянным
Kki1...ip и Ki1...ip (см. [24,26]).

Пусть f : M → M̄ —проективный диффеоморфизм n-мерных многообразий
с эквипроективными SL(n,R)-структурами и ω̄—киллингова p-форма на много-
образии M̄ . Тогда непосредственно проверяется, что p-форма ω = e−(p+1)ψ(f∗ω̄)
для ψ = (n + 1)−1 ln

(
η̄
η

)
будет киллинговой. С учётом же (2.1) заключаем,

что произвольная киллингова p-форма на многообразии M с эквипроективной
SL(n,R)-структурой, т. е. на многообразии, допускающем проективное отобра-
жение на N -мерное аффинное пространство, имеет компоненты

ωi1...ip = e(p+1)ψ(Kki1...ipx
k +Ki1...ip).

Вследствие этого

dim K
p(M,R) =

(n+ 1)!
(p+ 1)!(n− p)!

.

Нетрудно проверить, что оператор ∗ устанавливает изоморфизм между про-
странствами специальных конциркулярных векторных полей и киллинговых
(n− 1)-форм.

Теорема 2.3 (см. [36]). Для n-мерного многообразия M с эквиаффинной
структурой (η,∇) пространства S(M,R) и K

n−1(M,R) являются ∗-изоморфны-
ми.

§ 3. Теоремы исчезновения
в многообразии с SL(n, R)-структурой

3.1. Пусть M будет компактным n-мерным многообразием с краем. Край ∂M
представляет собой замкнутое (n− 1)-мерное подмногообразие M , касательное
пространство Tx∂M которого является подпространством TxM в каждой точке
x ∈ ∂M .

Зададим векторное поле N вдоль ∂M как такое сечение касательного рас-
слоения TM , что в каждой точке x ∈ ∂M вектор Nx трансверсален Tx∂M .

Задание SL(n,R)-структуры на n-мерном многообразии M влечёт задание
SL(n−1,R)-структуры на ∂M . Действительно, пусть η обозначает n-форму объ-
ёма многообразия M . Тогда мы можем задать форму объёма η′ на ∂M , полагая
η′(e2, . . . , en) = η(Nx, e2, . . . , en) для таких ориентированных адаптированных
реперов {Nx, e2, . . . , en}, что Tx∂M = span{e2, . . . , en} во всех точках x ∈ ∂M .
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Пусть ∇ будет эквиаффинной связностью на M . Тогда для произвольных
векторных полей X ′ и Y ′, касательных к ∂M , их ковариантная производная
разлагается в прямую сумму ∇X′Y ′ = ∇′

X′Y ′ + Q(X ′, Y ′)N , где отображение
(X ′, Y ′) → ∇X′y′ = PrT∂M∇X′Y ′ задаёт линейную связность ∇′ без круче-
ния на ∂M (см. [17, с. 139—144], [119]), а отображение (X ′Y ′) → Q(X ′, Y ′)N
определяет в каждой точке x ∈ ∂M билинейную симметрическую форму
Qx : Tx∂M × Tx∂M → R. В соответствии с общей теорией (см. [17, с. 217],
[14, с. 21]) мы назовём Qx второй фундаментальной формой ∂M в точке x.

Заметим, что связность ∇′ и форма Q зависят от выбора поля N . Напри-
мер, заменяя его другим векторным полем Ñ = Z + fN , оснащающим край
многообразия ∂M , для любой отличной от нуля f ∈ C∞∂M и произвольных
X ′, Y ′, Z ′ ∈ C∞T∂M получим Q = fQ̃ и ∇′

X′Y ′ = ∇̃′
X′Y ′ + Q̃(X ′, Y ′)Ñ . Если,

более того, край ∂M является невырожденным относительно N , т. е. det[Q] �= 0,
тогда ∂M будет невырожденным и относительно поля Ñ = Z + fN . Если Qx
тождественно равна нулю в каждой точке x ∈ ∂M , то край является вполне гео-
дезическим подмногообразием M (см. [14, с. 57]). Это свойство, как видно из
предыдущего, не зависит от выбора поля N . Следующая теорема доказывается
на основании теоремы Стокса.

Теорема 3.1 (см. [36]). Пусть M —компактное n-мерное многообразие
с краем ∂M и эквиаффинной структурой (η,∇), тогда имеет место интегральное
уравнение∫

M

{Ric(ξ, ξ) + trace(Aξ)2 − (traceAξ)2}η =
∫
∂M

i(traceAξ)ξ−Aξξη (3.1)

для ξ ∈ C∞TM .

Пусть ξ будет касательным векторным полем для ∂M , тогда из (3.1) можно
вывести следующее интегральное уравнение:∫

M

{Ric(ξ, ξ) + trace(Aξ)2 − (traceAξ)2}η =
∫
∂M

Q(ξ, ξ)η′. (3.2)

В частности, если ξ— специальное конциркулярное векторное поле, определён-
ное на M и касающееся ∂M , мы будем иметь∫

M

{
Ric(ξ, ξ) − n− 1

n
(div ξ)2

}
η =

∫
∂M

Q(ξ, ξ)η′. (3.3)

С другой стороны, если ξ будет специальным конциркулярным векторным полем,
заданным на M и трансверсальным ∂M в каждой точке ∂M , тогда из (3.1)
можно вывести следующее интегральное уравнение:∫

M

{
Ric(ξ, ξ) − n− 1

n
(div ξ)2

}
η = −n− 1

n

∫
∂M

f(div ξ)η′, (3.4)

где ξ = Z ′ + fN для некоторых Z ′ ∈ C∞T∂M и f ∈ C∞∂M .
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3.2. Пусть M будет компактным n-мерным многообразием, ω— (n− 1)-фор-
мой на M , N —векторным полем вдоль ∂M , направленным наружу. Для про-
извольной точки x ∈ ∂M края полагаем X2, . . . , Xn линейно независимыми
векторами из TxM . Тогда Xa = ea + λaNx для a = 2, . . . , n. В результате будем
иметь

ω(X2, . . . , Xn) = tω +
n∑
a=2

(−1)a+1λa(nω)(e2, . . . , êa, . . . , en),

где через tω = ω(e2, . . . , en) обозначена касательная составляющая формы ω
и

(nω)(e2, . . . , êa, . . . , en) = ω(N , e2, . . . , êa, . . . , en) —

компоненты её нормальной составляющей. Форму ω ∈ C∞Λn−1M назовём
нормальной (касательной) к границе ∂M , если tω = 0 (соответственно nω = 0)
в каждой точке ∂M .

Рассмотрим специальное конциркулярное векторное поле ξ = ∗ω для кил-
линговой (n−1)-формы ω, нормальной границе ∂M . В этом случае справедливо
интегральное уравнение (3.3), а потому будет справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2 (см. [36]). Пусть M будет компактным n-мерным многообра-
зием (n � 2) с эквиаффинной структурой (η,∇), и пусть ω будет киллинговой
(n− 1)-формой, определённой на M и нормальной краю ∂M .

1. Если для произвольных X ∈ C∞TM и X ′ ∈ C∞T∂M выполняется нера-
венство Ric(X,X) � 0 и Q(X ′,X ′) � 0, тогда ∇ω = 0.

2. Если для произвольных X ∈ C∞TM и X ′ ∈ C∞T∂M мы имеем
Ric(X,X) � 0 и Q(X ′,X ′) � 0 и хотя бы в одной точке x ∈M выполняется
неравенство Ric(X,X) < 0, тогда ω должна быть только нуль-формой.

Условие Ric(X,X) � 0 в пункте 1 теоремы 3.2 можно заменить более
жёстким, потребовав, чтобы структура (η,∇) была Риччи-плоской. Условие
Q(X ′,X ′) � 0 в пунктах 1 и 2 можно снять, потребовав, чтобы край ∂M являлся
вполне геодезическим подмногообразием в M или даже ∂M = ∅.

Прежде чем рассматривать киллингову форму ω ∈ C∞Λn−1M , касающуюся
края многообразия, сформулируем следующую лемму.

Лемма (см. [36]). Пусть M будет компактным n-мерным многообразием
(n � 2) с эквиаффинной структурой (η,∇), и пусть ξ будет специальным кон-
циркулярным векторным полем, трансверсальным ∂M . Пусть, далее, div ξ � 0
во всех точках x ∈ ∂M , где ξx направлен наружу, и div ξ � 0, если ξx направлен
вовнутрь.

1. Если для всех X ∈ C∞TM мы имеем Ric(X,X) � 0, то ∇ξ = 0.
2. Если для всех X ∈ C∞TM мы имеем Ric(X,X) � 0, за исключением хотя

бы одной точки x ∈ M , где Ric(X,X) < 0, тогда ξ может быть только
нулевым векторным полем.



Теоремы исчезновения в аффинной, римановой и лоренцевой геометриях 73

Пусть ω ∈ C∞Λn−1M будет формой, касающейся границы ∂M многообра-
зия M , т. е. ω = tω вдоль ∂M . Тогда для векторного поля ξ = ∗ω справедливо
равенство η(ξx, e2, . . . , en) = ω(e2, . . . , en) в каждой точке x ∈M . Если при этом
форма ω не обращается в нуль на ∂M , то во всех точках края векторы ξ будут
ему трансверсальны. Принимая во внимание сказанное, из сформулированной
выше леммы выводим справедливость следующего утверждения.

Теорема 3.3 (см. [36]). Пусть M будет компактным n-мерным многообра-
зием (n � 2) с эквиаффинной структурой (η,∇), и пусть ω будет киллинговой
(n − 1)-формой, определённой на M и касающейся его края ∂M . Пусть, далее,
для векторного поля ξ = ∗ω, трансверсального ∂M , div ξ � 0 во всех точках
x ∈ ∂M , где ξx направлен наружу, и div ξ � 0, если ξx направлен вовнутрь.
Если для всех X ∈ C∞TM мы имеем Ric(X,X) � 0, за исключением одной
точки x ∈M , где Ric(X,X) < 0, то ω может быть только нуль-формой.

В заключение мы сформулируем одно теперь уже очевидное следствие.

Следствие. Пусть M будет замкнутым n-мерным многообразием (n � 2)
с эквиаффинной структурой (η,∇).

1. Если для всех X ∈ C∞TM мы имеем Ric(X,X) � 0 на M , тогда каждая
киллингова (n− 1)-форма на M является ковариантно постоянной.

2. Если для всех X ∈ C∞TM мы имеем Ric(X,X) � 0 на M и Ric(X,X) < 0
хотя бы в одной точке, тогда dim K

n−1(M,R) = 0.

Для соленоидального векторного поля ξ на компактном многообразии M
с эквиаффинной структурой (η,∇) в случае его касания края ∂M многообра-
зия M интегральная формула (3.2) запишется в виде∫

M

{
Ric(ξ, ξ) +

n∑
i=1

(λ)2
}
η =

∫
∂M

Q(ξ, ξ)η′. (3.5)

Опираясь на анализ формулы (3.5), мы можем сформулировать следующие тео-
ремы.

Теорема 3.4 (см. [36]). Пусть M —компактное многообразие с эквиаффин-
ной структурой (η,∇), а ξ— соленоидальное векторное поле, касающееся его
края ∂M . Полагаем, что выполняется одно из следующих двух условий:

1) Ric(ξ, ξ) � 0 на M , Q(ξ, ξ) � 0 вдоль ∂M и главные кривизны поля ξ
являются вещественными в каждой точке многообразия M ;

2) Ric(ξ, ξ) � 0 на M , Q(ξ, ξ) � 0 вдоль ∂M и главные кривизны поля ξ
являются мнимыми в каждой точке многообразия M .

Тогда Ric(ξ, ξ) = 0 на M , Q(ξ, ξ) = 0 вдоль ∂M и ξ порождает нильпотентное
поле эндоморфизмов Aξ касательного расслоения TM .

Теорема 3.5 (см. [36]). На компактном многообразии M с эквиаффинной
структурой (η,∇) не существует соленоидального векторного поля ξ, касающе-
гося его края ∂M , для которого выполняется одно из следующих двух условий:



74 С. Е. Степанов

1) главные кривизны векторного поля ξ вещественные в каждой точке M ,
Ric(ξ, ξ) � 0 на M , за исключением хотя бы одной точки, где Ric(ξ, ξ) > 0,
и при этом Q(ξ, ξ) � 0 вдоль ∂M ;

2) главные кривизны векторного поля ξ мнимые в каждой точке M ,
Ric(ξ, ξ) � 0 на M , за исключением хотя бы одной точки, где Ric(ξ, ξ) < 0,
и при этом Q(ξ, ξ) � 0 вдоль ∂M .

Условия Q(ξ, ξ) � 0 and Q(ξ, ξ) � 0 в обоих утверждениях можно заменить
более жёстким требованием к краю ∂M быть вполне геодезическим подмно-
гообразием или, более того, требованием ∂M = ∅. В свою очередь, условия
Ric(ξ, ξ) � 0 или Ric(ξ, ξ) � 0 в первом утверждении можно заменить одним
более жёстким требованием к структуре (η,∇) быть Риччи-плоской.

§ 4. Приложение к лоренцевой геометрии

4.1. Рассмотрим псевдориманово n-мерное многообразие M с метри-
кой g индекса k. Многообразие M имеет эквиаффинную структуру (η,∇)
с η =

√|det(g)|dx1∧. . .∧dxn —формой объёма относительно локальной системы
координат x1, . . . , xn на M —и связностью Леви-Чивита ∇, которая, очевидно,
является эквиаффинной связностью.

Полагаем, что многообразие M лоренцево ([13, с. 267]), а его метрика g
имеет диагональную форму (− + . . .+). Мы будем рассматривать компактное
многообразие M ′, которое является замыканием открытого n-мерного подмно-
гообразия лоренцева многообразия M . В частности, мы будем полагать, что
M ′ = M .

Пусть ξ—времениподобное единичное векторное поле на M ′. В этом слу-
чае каждое касательное пространство TxM ′ есть ортогональная сумма «верти-
кального пространства» V = span{ξx} и «горизонтального пространства» H,
состоящего из векторов, ортогональных ξx.

Обозначим через ν : TxM → V и h : TxM → H, как и прежде, ортогональные
проекторы. Тогда q = qh+ qν для q = gx, qh = ghx = gx(h, h) и qv = gνx = gx(ν, ν),
где qh —положительно определённая квадратичная форма на (n − 1)-мерном
пространстве H.

4.2. Автодиффеоморфизм псевдориманова многообразия M является авто-
морфизмом O(n, k)-структуры тогда и только тогда, когда он сохраняет метри-
ку g. Имеем

(Lζg)(X,Y ) = −[g(AζX,Y ) + g(X,AζY )]

для любых векторных полей X и Y на M . Очевидно, что ζ будет инфинитези-
мальным автоморфизмом O(n, k)-структуры тогда и только тогда, когда

g(AζX,Y ) + g(X,AζY ) = 0 (4.1)

(см. [13, с. 223]). В этом случае ζ называют киллинговым векторным полем
на M .
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Пусть ζ будет времениподобным киллинговым векторным полем, а ξ— его
ортом. Тогда g(AξX, ξ) = 0, g(AξhX, hY ) + g(hX,AξhY ) = 0, traceAξ = 0 для
любых X,Y ∈ C∞TM . Анализ интегральной формулы (4.1) позволяет заклю-
чить, что в этом случае справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1 (см. [36]). Лоренцево n-мерное многообразие M не допуска-
ет времениподобного векторного поля Киллинга ξ, если в M существует такое
ориентируемое n-мерное подмногообразие M ′ с пространственноподобным орто-
гональным ξ краем ∂M ′, что во всех его точках Ric(ξ, ξ) � 0, за исключением
хотя бы одной, где Ric(ξ, ξ) < 0.

Заметим, что вопрос о том, в какой мере кривизна лоренцева многообразия
препятствует заданию на нём векторных полей Киллинга, постоянно привлекает
внимание геометров. Так, в работе [70] доказано, что на пространстве-времени
неотрицательной времениподобной секционной кривизны времениподобное век-
торное поле Киллинга ξ параллельно (т. е. ∇ξ = 0), ибо в противном случае
пространство-время должно быть одновременно времениподобно и изотропно
геодезически неполно. В другой статье [130] доказывается, что времениподоб-
ное векторное поле Киллинга ξ на замкнутом многообразии с Риччи-плоской
лоренцевой метрикой должно быть параллельным.

Пусть теперь времениподобное векторное поле ξ на лоренцевом многообра-
зии M будет гармоническим (см. [9]). В этом случае для орта ξ поля ξ будут
справедливы равенства

g(AξX, ξ) = 0, g(AξhX, hY ) − g(hX,AξhY ) = 0, traceAξ = 0

для любых X,Y ∈ C∞TM . Анализ интегральной формулы (2.1) позволяет за-
ключить, что в этом случае справедлива следующая теорема.

Теорема 4.2 (см. [36]). Лоренцево n-мерное многообразие M не допускает
гармонического векторного поля ξ, если в M существует такое ориентируе-
мое n-мерное подмногообразие M ′ с пространственноподобным ортогональным
ξ краем ∂M ′, что во всех его точках Ric(ξ, ξ) � 0, за исключением хотя бы
одной, где Ric(ξ, ξ) > 0.

Заметим, что несмотря на большое количество работ, посвящённых изучению
вопроса существования «в целом» гармонических векторных полей на римано-
вом многообразии, практически нет статей, посвящённых этому же вопросу для
случая лоренцевых многообразий.

4.3. Рассмотрим топологическое произведение M = M1 × M2 одномерно-
го риманова многообразия M1 с метрическим тензором g1 и (n − 1)-мерного
риманова многообразия M2 с метрическим тензором g2. Зададим метрический
тензор g многообразия M в форме g = −g1 ⊗ fg2, где f : M1 → (0,∞) —неко-
торая положительная функция, такая что f ∈ C∞M1. Такое многообразие на-
зывается искривлённым лоренцевым произведением (см. [5, с. 22, 57—58]).
Метрики подобного вида изучаются в общей теории относительности. Частным
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видом их, когда отсутствует условие замкнутости дляM1, являются метрики Ро-
бертсона—Уокера модели «большого взрыва» и статической модели Вселенной
Эйнштейна (см. [5, с. 117—122]). Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.3 (см. [36]). На топологическом произведении M = M1 ×M2

одномерного и (n− 1)-мерного замкнутых многообразий не существует метрики
искривлённого лоренцева произведения, такой что во всех времениподобных
направлениях кривизна Риччи многообразия M будет неположительной и хотя
бы в одной его точке— строго отрицательной.
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[136] Schwenk A. Affinsphären mit ebenen Schattengrenzen // D. Ferus, R. B. Gardner,
S. Helgason, U. Simon. Global Differential Geometry and Global Analysis 1984. —
Berlin: Springer, 1985. — Lecture Notes Math. Vol. 1156. — P. 296—315.

[137] Seamon W. Harmonic 2-forms in four dimensions // Proc. Amer. Math. Soc. —
1991. —Vol. 112, no. 2. — P. 545—548.

[138] Shiffman B., Sommese A.-J. Vanishing theorems in complex manifolds. — Boston:
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