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Аннотация

В статье описывается W -геометрия двумеризованных по Лезнову—Савельеву це-
почек Тоды, соответствующих алгебре Ли серии Cn.

Abstract

O. V. Il’in, On W -geometry of Toda systems, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 11 (2005), no. 1, pp. 195—203.

We describe W -geometry of two-dimensional Toda systems associated with the Lie
algebra Cn.

1. Введение

В статье описываетсяW -геометрия двумеризованных по Лезнову—Савельеву
цепочек Тоды, соответствующих алгебре Ли серии Cn. Под этим определением
понимается система нелинейных дифференциальных уравнений вида

dd̄φi = exp
(∑

j

Kijφj

)
, (1.1)

где Kij —матрица Картана типа Cn.
Построение W -поверхности для уравнения (1.1) основано на редукции цепо-

чек Тоды серии A2n+1 к цепочкам Тоды серии Cn (cм. [3]). Теория W -поверх-
ностей для серии A была развита в [4,5], и, таким образом, аналогичная задача
для уравнений Тоды серии C, а также нахождение соотношений Френе—Сер-
ре—Гаусса—Кодацци оказывается разрешимой.

2. Соотношения Френе—Серре—Гаусса—Кодацци
для уравнений Тоды алгебры Ли An

Определим W -поверхности для уравнений Тоды серии An по аналогии с [4].
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Определение 1. W -поверхность— это двумерное многообразие S, вложенное
в 2(n + 1)-мерное евклидово пространство E2(n+1) по формулам

XA = fA(z), X̄Ā(z̄) = f̄ Ā(z̄), A = 1, . . . , n + 1, Ā = 1, . . . , n + 1, (2.1)

причём предполагается, что XA = fA(z), X̄Ā(z̄) = f̄ Ā(z̄)—независимые (т. е.
вронскианы функций fA и f̄ Ā отличны от нуля) бесконечно дифференцируемые
функции. В каждой точке поверхности S определим матрицу

gi,̄ =
n+1∑
A=1

n+1∑
B̄=1

difA(z)d̄̄f̄ B̄(z̄)δAB̄ , (2.2)

где

di =
di

dzi
, d̄j =

d̄j

d̄z̄j
.

Определим в пространстве E2(n+1) скалярное произведение формулой

(X,Y ) =
∑
A=Ā

(XAY Ā + Y AXĀ).

Определение 2 (подвижной репер). Определим векторы ea, ēā (a =
= 1, . . . , n + 1, ā = 1, . . . , n + 1) c компонентами

eA
a =

1√
∆a∆a−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g11̄ . . . ga1̄
...

. . .
...

g1a−1 . . . gaa−1

f (1)A . . . f (a)A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, eĀ

a = 0, (2.3)

ēĀ
a =

1√
∆a∆a−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g1̄1 . . . gā1

...
. . .

...
g1̄a−1 . . . gāa−1

f̄ (1)Ā . . . f̄ (a)Ā

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ēA

a = 0, (2.4)

где

∆a =

∣∣∣∣∣∣∣
g11̄ . . . gā1

...
. . .

...
g1ā . . . gaā

∣∣∣∣∣∣∣ .

Предложение 1. Подвижной репер, определённый формулами (2.3), (2.4),
ортонормирован, т. е.

(ea, eb) = (ēa, ēb) = 0, (ea, ēb) = δab.

Доказательство. Первые два равенства утверждения очевидны. Докажем
последнее. Имеем

(ea, ēb) =
∑
A=Ā

(eA
a ēĀ

b + eĀ
a ēA

b ) = eA
a ēĀ

b .
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Введём в рассмотрение миноры a∆ij матрицы ∆a, соответствующие элемен-
ту gij . Разложим определители, входящие в определение eA

a и ēĀ
a , по последней

строке:

eA
a =

1√
∆a∆a−1

a∑
i=1

(−1)a+if (i)A
(a)∆i,ā,

eĀ
a =

1√
∆a∆a−1

a∑
̄=1

(−1)a+̄f̄ (̄)Ā
(b)∆̄,a.

Тогда получим
n∑

A=Ā

eA
a eĀ

b =
1√

∆a∆a−1

a,b∑
i,j

(−1)a+b+i+jgī(a)∆iā(b)∆jb̄.

1. Случай a > b. Имеем

1√
∆a∆a−1

b∑
j=1

(b)∆jb̄

( a∑
i=1

(−1)(a+b+̄)+igīa∆iā

)
= 0.

Выражение в скобках представляет собой разложение определителя по неко-
торой строке, причём алгебраические дополнения берутся из другой. Таким
образом, всё выражение равно нулю.

2. Случай a = b. Имеем

1√
∆a∆a−1

a,a∑
i,j

(−1)2a+i+̄gī(a)∆iā(a)∆̄a =
1√

∆a∆a−1

a,a∑
i,j

(−1)i+̄gī(a)∆iā(a)∆̄a.

Согласно предыдущему случаю из всей суммы ненулевым может быть слагаемое
с ̄ = a:

1√
∆a∆a−1

a∑
i=1

(−1)i+āgiā(a)∆iā(a)∆āa =
∆a(a)∆aā

∆a∆a−1
= (a)∆aā

∆a−1
= 1.

Случай b > a сводится к a > b. Предложение доказано.

Для последующих вычислений полезно заметить, что

ea =
∑
b�a

Cab(z, z̄)
√

∆a−1

∆a
f (b)(z), (2.5)

ēa =
∑
b�a

Aba(z, z̄)
√

∆a−1

∆a
f̄ (b)(z̄), (2.6)

где Caa = 1, Aaa = 1,
f =

∑
A

fA, f̄ =
∑
Ā

f̄ Ā.

Эти формулы получены разложением определителей (2.3), (2.4) по последней
строке.
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Предложение 2 (формулы Френе—Серре). Производные векторов подвиж-
ного репера выражаются следующим образом:

dea =
1
2
d ln

(
∆a

∆a−1

)
ea +

√
∆a∆a−1

∆2
a

ea+1, a � n,

den+1 =
1
2
d ln

(
∆n+1

∆n

)
en,

d̄ea = −1
2
d̄ ln

(
∆a

∆a−1

)
ea −

√
∆a∆a−2

∆2
a−1

ea−1, 2 � a,

d̄e1 = −1
2
d̄ ln(∆1)e1.

Аналогичные соотношения имеют место для ē.

Доказательство. Запишем производные в виде

dea =
∑

b

Rabeb, d̄ea =
∑

b

Sabeb,

d̄ēa =
∑

b

R̄abēb, dēa =
∑

b

S̄abēb.

Учтём, что

0 = d(ea, ēb) = Rab + S̄ba, df̄ (a) = d̄f (a) = 0.

Тогда получается, что Sab = S̄ab = 0 при b > a, а dea и d̄ēa могут быть представ-
лены через f (b) и f̄ (b) при b � a+1. Тогда формулы для производных приводятся
к следующему виду:

dea = κaea+1 + σaea, d̄ea = −σ̄aea − κ̄a−1ea−1,

d̄ēa = κ̄aēa+1 + σ̄aēa, dēa = −σaēa − κa−1ēa−1.

Теперь вычислим (ea, f̄ (b)) = (ēa, f (b)):

(ea, f̄ (b)) = (ēa, f (b)) =
1√

∆a∆a−1

∑
i=1

(−1)a+if (i)∆iaf̄ (b) =

=
1√

∆a∆a−1

∑
i=1

(−1)a+igib̄∆ia = δab
1√

∆a∆a−1

∆a =
√

∆a√
∆a−1

δab̄.

Полученную выше формулу используем для вычисления σa и κa:
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Raa = σa = −(dea, ēa) = −(dēa, ea) = −d

(
Aaa

√
∆a−1

∆a
f̄ (a)(z̄), ea

)
=

= −d

(√
∆a−1

∆a

)√
∆a

∆a−1
=

1
2

ln
(

∆a

∆a−1

)
,

Ra,a+1 = κa = −(dea, ēa+1) =
√

∆a−1

∆a

(
ēa+1, f

(a+1)
)

=

√
∆a−1∆a+1

∆2
a

.

Утверждение доказано.

Определение 3. Поле Тоды определяется формулой

φa ≡ − ln (∆a). (2.7)

Условия согласования уравнений Френе—Серре можно записать как равен-
ство смешанных производных или в следующем виде:

[d, d̄]ea = 0.

Эти уравнения и приводят к цепочке Тоды серии An:

d̄dφa = − exp
( n∑

j=1

KAn
aj φj

)
, a = 1, . . . , n,

d̄dφn+1 = 0,

где KAn
aj —матрица Картана алгебры Ли An.

Последнее уравнение не является уравнением Тоды и должно удовлетво-
ряться тождественным образом. Это можно осуществить, положив вронскиан
функций f̄ Ā и вронскиан функций fA тождественно равными единице.

3. Редукционная процедура
для алгебры Ли серии Ar

Рассмотрим уравнения Тоды для алгебры Ли серии Ar:

d̄dφ1 = exp (2φ1 − φ2),
d̄dφi = exp (−φi−1 + 2φi − φi+1), i = 2, . . . , r − 1,

d̄dφr = exp (−φr−1 + 2φr),
d̄dφr+1 = 0.

Положим по определению

χA ≡ fA(1), χ̄Ā ≡ f̄ Ā ¯(1).
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Тогда, выражая gī через χA, легко получим, что

∆a =

∣∣∣∣∣∣∣
g11̄ . . . ga1̄
...

. . .
...

g1ā . . . gaā

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∑

i1<...<ia

∣∣∣∣∣∣∣
χi1 . . . χia

...
. . .

...
χi1(a−1) . . . χia(a−1)

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

χ̄i1 . . . χ̄ia

...
. . .

...
χ̄i1(a−1) . . . χ̄ia(a−1)

∣∣∣∣∣∣∣ .

Вначале рассмотрим цепочку Тоды, соответствующую алгебре Ли A1, т. е.
пусть r = 1:

d̄dφ1 = exp (2φ1), d̄dφ2 = 0. (3.1)

Положим ∆2 = 1. Тогда второе уравнение в (3.1) выполняется тождественно.
Это равенство эквивалентно системе уравнений

χ1χ2(1) − χ1(1)χ2 = 1, χ̄1χ̄2 ¯(1) − χ̄2χ̄1 ¯(1) = 1. (3.2)

Из системы (3.2) получаем(
χ2

χ1

)(1)

= (χ1)−2,

(
χ̄2

χ̄1

) ¯(1)

= (χ̄1)−2.

Проинтегрируем полученные выражения:

χ2 = χ1

z∫
dz

(
1
χ1

)2

, χ̄2 = χ̄1

z̄∫
dz̄

(
1
χ̄1

)2

. (3.3)

Сделаем преобразование

χ1 = ϕ−1/2(z), χ̄1 = ϕ̄−1/2(z̄).

В итоге интегралы (3.3) выглядят следующим образом:

χ2 = (ϕ−1/2)

z∫
dz ϕ, χ̄2 = (ϕ̄−1/2)

z̄∫
dz̄ ϕ̄.

Обратимся теперь к рассмотрению общего случая, т. е. к серии Ar, как то-
го требует индукция. Предположим, что известно решение для алгебры Ar−1,
определяемое 2(r − 1) произвольными функциями ϕj(z), ϕ̄j(z̄). Тогда известны
функции (r−1)χ

A, (r−1)χ̄
A. В этом случае для уравнений Тоды для алгебры Ar

имеется следующее частное решение, зависящее от 2(r−1) произвольных функ-
ций:

(r)χ
A(z) =

z∫
(r−1)χ

A(z) dz, (r)χ̄
Ā(z̄) =

z̄∫
(r−1)χ̄

Ā(z̄) dz̄,

если 1 � A � r, и
(r)χ

r+1(z) =(r) χ̄r+1(z̄) = 1.
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Система уравнений Тоды серии Ar конформно ковариантна относительно
преобразований

z → ϕ(z), z̄ → ϕ̄(z̄), φj → φj + lnϕ(z)ϕ̄(z̄)
∑

1�i�r

K−1
ji .

Применяя данное преобразование к функциям (r)χ
A, (r)χ̄

Ā, приходим к пол-
ному решению цепочки Тоды серии Ar:

(r)χ
A(z) =

ϕ(z)∫
dz(r−1)χ

A(z) dϕ−r/2(z), (r)χ̄
A(z̄) =

ϕ̄(z̄)∫
dz̄(r−1)χ̄

A(z̄) d̄ϕ̄−r/2,

если A = Ā = 1, . . . , r, и

(r)χ
r+1(z) = dϕ−r/2(z), (r)χ̄

r+1(z̄) = d̄ϕ̄−r/2(z̄).

Как следует из редукционной процедуры, явную зависимость (r)χ
r+1(z),

(r)χ̄
r+1(z̄) от функций ϕj(z), ϕ̄j(z̄) естественно представить в виде

χA(z) = ϕ0(z)

z∫
dz(1)ϕ1

(
z(1)

) z(1)∫
dz(2)ϕ2

(
z(2)

)
. . .

z(A−1)∫
dz(A)ϕA(zA), (3.4)

χ̄Ā(z̄) = ϕ̄0(z̄)

z̄∫
dz̄(1)ϕ̄1

(
z̄(1)

) z̄(1)∫
d̄z̄(2)ϕ̄2

(
z̄(2)

)
. . .

z̄(A−1)∫
d̄z̄(Ā)ϕ̄Ā

(
z̄Ā

)
, (3.5)

причём

ϕ̄0(z̄) =
∏

1�j�r

ϕ̄
1/(r+1)
j , ϕ0(z) =

∏
1�j�r

ϕ
1/(r+1)
j .

Итак, получено выражение экспонент ∆k, k = 1, . . . , r + 1, полей Тоды
через функции χi, i = 1, . . . , r + 1, зависящие от произвольных функций ϕj ,
j = 1, . . . , r, а также выполняется ∆r+1 = 1.

Замечание. Теперь в определение W -поверхности серии Ar можно добавить,
что функции dfA ≡ χA, d̄f̄ Ā ≡ χ̄Ā удовлетворяют уравнениям (3.4) и (3.5). Это
приводит к тому, что ∆r+1 = 1 выполняется тождественно.

4. Уравнения Тоды алгебры Ли Cr

Уравнения Тоды алгебры Ли Cr получаются некоторым предельным перехо-
дом из соответствующих уравнений серии A. Уравнения Тоды серии As сим-
метричны относительно перестановки φj → φs−j+1 и, следовательно, обладают
решениями с φj = φs−j+1. Такая операция приравнивания приводит к соотно-
шениям

ϕj(z) = ϕs−j+1(z), ϕ̄j(z̄) = ϕ̄s−j+1(z̄).
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Пусть s = 2r−1. Осуществим операцию приравнивания, описанную выше. Тогда
получаем

dd̄φ1 = exp (2φ1 − φ2),
. . .

dd̄φr−1 = exp (−φr−2 + 2φr−1 − φr),
dd̄φr = exp (−2φr−1 + 2φr),

dd̄φ2r = 0.

Полученные уравнения, за исключением последнего, которое выполняется тож-
дественно, так как согласно построениям предыдущего раздела ∆2r = 1, опреде-
ляют цепочку Тоды Cr. Теперь можно сформулировать определение W -поверх-
ности для данной серии.

Определение 4. W -поверхность серии Cr —двумерное многообразие S, вло-
женное в 2(2r)-мерное евклидово пространство E2(2r). Уравнения вложения за-
даются соотношениями

XA = fA(z), A = 1, . . . , 2r, X̄Ā = f̄ Ā(z̄), Ā = 1, . . . , 2r,

где функции fA, f̄ Ā определяются соотношениями

dfA = χA(z) = ϕ0(z)

z∫
dz(1)ϕ1

(
z(1)

) z(1)∫
dz(2)ϕ2

(
z(2)

)
. . .

z(A−1)∫
dz(A)ϕA(zA),

d̄f̄A = χ̄Ā(z̄) = ϕ̄0(z̄)

z̄∫
dz̄(1)ϕ̄1

(
z̄(1)

) z̄(1)∫
d̄z̄(2)ϕ̄2

(
z̄(2)

)
. . .

z̄(A−1)∫
d̄z̄(Ā)ϕ̄Ā

(
z̄Ā

)
,

причём, очевидно, должно выполняться следующее:

ϕi = ϕ2r−i+1, ϕ̄i = ϕ̄2r−i+1,

а также по определению

ϕ̄0(z̄) =
∏

1�j�2r

ϕ̄
1/(2r+1)
j , ϕ0(z) =

∏
1�j�2r

ϕ
1/(2r+1)
j .

Так как уравнения Тоды для серии C получаются редукцией от уравнений
Тоды для серии A, то соотношения Френе—Серре обладают тем же свойством.
Тогда получаем, что подвижной репер цепочки Тоды Cr определяется так же,
как для серии As, s = 2r− 1, только с учётом условия ∆j = ∆s−j+1. Уравнения
Френе—Серре выглядят следующим образом:
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dea =
1
2
d ln

∆a

∆a−1
ea +

√
∆a∆a−1

∆2
a

ea+1, 1 � a � r − 1;

der =
1
2
d ln

∆r

∆r−1
er +

√
∆2

r−1

∆2
r

er+1,

der+a =
1
2
d ln

∆r−a

∆r−a−1
er+a +

√
∆r−a−1∆r−a+1

∆2
r−a

er+a+1, 1 � a � r − 1,

de2r =
1
2
d ln

∆2r

∆2r−1
e2r−1.

Подобные соотношения получаются для ē.

Автор выражает благодарность А. В. Овчинникову за полезные обсуждения.
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