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Аннотация

В работе доказано, что любой автоморфизм полугруппы обратимых матриц
с неотрицательными элементами над линейно упорядоченным ассоциативным коль-
цом на некоторой специально определённой подгруппе совпадает с композицией вну-
треннего автоморфизма полугруппы, автоморфизма кольца, сохраняющего порядок,
и центральной гомотетии.

Abstract

E. I. Bunina, A. V. Mikhalev, Automorphisms of the semigroup of invertible matrices
with nonnegative elements, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005),
no. 2, pp. 3—23.

In this paper, we prove that every automorphism of the semigroup of invertible matri-
ces with nonnegative elements over a linearly ordered associative ring on some specially
defined subgroup coincides with the composition of an inner automorphism of the semi-
group, an order-preserving automorphism of the ring, and a central homothety.

Пусть R —линейно упорядоченное кольцо с 1/2, Gn(R) (n � 3) — подполу-
группа группы GLn(R), состоящая из матриц с неотрицательными элементами.
В [2] А. В. Михалёв и М. А. Шаталова описали все автоморфизмы полугруппы
Gn(R) в случае, когда R является телом и n � 2. В данной работе мы опи-
сываем все автоморфизмы полугруппы Gn(R), если R —произвольное линейно
упорядоченное ассоциативное кольцо с 1/2, n � 3.

1. Необходимые определения и понятия.
Формулировка основной теоремы

Пусть R —ассоциативное кольцо с 1.
Определение 1. Кольцо R называется линейно упорядоченным, если в нём

выделено подмножество R+, удовлетворяющее следующим условиям:
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1) ∀x ∈ R (x = 0 ∨ x ∈ R+ ∨ −x ∈ R+) ∧ (x ∈ R+ ⇒ −x /∈ R+);
2) ∀x, y ∈ R+ (x + y ∈ R+ ∧ xy ∈ R+).

Если x − y ∈ R+ (x − y ∈ R+ ∪ {0}), то мы говорим, что x ∈ R больше (не
меньше), чем y ∈ R, и обозначаем это через x > y или y < x (x � y или y � x).

Очевидно, что 1 ∈ R+, так как в противном случае −1 ∈ R+, поэтому
1 = (−1)(−1) ∈ R+, что невозможно.

Легко доказать по индукции, что в линейно упорядоченном кольце R имеет
место char R = 0.

Элементы множества R+ называются положительными, а элементы множе-
ства R+ ∪ {0}— неотрицательными.
Определение 2. Пусть R —линейно упорядоченное кольцо. Через Gn(R)

обозначается подполугруппа группы GLn(R), состоящая из всех матриц
с неотрицательными элементами.

Множество всех обратимых элементов кольца R обозначается через R∗. Если
1/2 ∈ R, то множество R∗ бесконечно, так как оно содержит все 1/2n для
n ∈ N. Множество R+ ∩R∗ обозначается через R∗

+. Если 1/2 ∈ R, то оно также
бесконечно.
Определение 3. Предположим, что R —линейно упорядоченное кольцо,

T ⊂ R. Тогда Z(T ) обозначает центр множества T , Z∗(T ) = Z(T )∩R∗, Z+(T ) =
= Z(T ) ∩ R+, Z∗

+(T ) = Z(T ) ∩ R∗
+.

Ясно, что Z∗
+(R) ⊆ Z∗

+(R∗). Если 1/2 ∈ R, то все эти множества бесконечны
для T = R.
Определение 4. Пусть I = In, Γn(R) — группа, состоящая из всех обрати-

мых матриц из Gn(R), Σn — симметрическая группа порядка n, Sσ —матрица
перестановки σ ∈ Σn (т. е. матрица (δiσ(j)), где δiσ(j) — символ Кронекера),
Sn = {Sσ | σ ∈ Σn}, diag[d1, . . . , dn] —диагональная матрица с элементами
d1, . . . , dn на диагонали, d1, . . . , dn ∈ R∗

+.
Определение 5. Через Dn(R) обозначим группу всех обратимых диагональ-

ных матриц из Gn(R), через DZ
n (R) —центр группы Dn(R).

Ясно, что группа DZ
n (R) состоит из всех матриц diag[d1, . . . , dn], d1, . . . , dn ∈

∈ Z∗
+(R∗).
Определение 6. Если A, B—подмножества в Gn(R), то положим

CA(B) = {a ∈ A | ∀b ∈ B (ab = ba)}.
Матрица A ∈ Γn(R), удовлетворяющая условию A2 = I, называется инво-

люцией.
Определение 7. Через Kn(R) обозначим подполугруппу в Gn(R), состоя-

щую из всех матриц(
Xn−1 0

0 x

)
, Xn−1 ∈ Gn−1(R), x ∈ R∗

+.

Пусть Eij —матрица с единственным ненулевым элементом eij = 1.
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Определение 8. Через Bij(x) обозначим матрицу I + xEij . Пусть P обо-
значает подполугруппу в Gn(R), порождённую всеми матрицами Sσ (σ ∈ Σn),
Bij(x) (x ∈ R+, i 
= j) и diag[α1, . . . , αn] ∈ Dn(R).
Определение 9. Две матрицы A,B ∈ Gn(R) называются P-эквивалентными

(см. [2]), если существуют матрицы Aj ∈ Gn(R), j = 0, . . . , k, A0 = A, Ak = B,
и матрицы Pi, P̃i, Qi, Q̃i ∈ P, i = 0, . . . , k − 1, такие что PiAiP̃i = QiAi+1Q̃i.
Определение 10. Через GE+

n (R) обозначим подполугруппу в Gn(R), поро-
ждённую всеми матрицами, P-эквивалентными матрицам из P.

Заметим, что если R — тело, то GE+
n (R) = Gn(R).

Определение 11. Если G—некоторая полугруппа (например, G = R∗
+,

Gn(R),GE+
n (R)), то гомоморфизм λ(·) : G → G называется центральным го-

моморфизмом G, если λ(G) ⊂ Z(G). Отображение Ω(·) : G → G, такое что для
любого X ∈ G

Ω(X) = λ(X) · X,

где λ(·) —центральный гомоморфизм, называется центральной гомотетией.
Например, если R = R (поле действительных чисел), то гомоморфизм

λ(·) : Gn(R) → Gn(R), такой что λ(A) = |det A| · I для любого A ∈ Gn(R),
является центральным гомоморфизмом, а отображение Ω(·) : Gn(R) → Gn(R),
такое что Ω(A) = |det A| · A для любого A ∈ Gn(R), является центральной
гомотетией. Заметим, что центральная гомотетия Ω(·) всегда является эндомор-
физмом полугруппы G: для любых X,Y ∈ G

Ω(X)Ω(Y ) = λ(X)X · λ(Y )Y = λ(X)λ(Y )X · Y = λ(XY )XY = Ω(XY ).

Для каждой матрицы M ∈ Γn(R) пусть ΦM обозначает автоморфизм полу-
группы Gn(R), такой что ΦM (X) = MXM−1 для любого X ∈ Gn(R).

Для каждого y(·) ∈ Aut(R+) через Φy обозначим автоморфизм полугруппы
Gn(R), такой что Φy(X) = Φy((xij)) = (y(xij)) для любого X = (xij) ∈ Gn(R).

Основным результатом этой работы является следующая теорема.

Теорема. Пусть Φ —автоморфизм полугруппы Gn(R), n � 3, 1/2 ∈ R. Тогда
на полугруппе GE+

n (R) выполнено Φ = ΦMΦcΩ, где M ∈ Γn(R), c(·) ∈ Aut(R+),
Ω(·) —центральная гомотетия полугруппы GE+

n (R).

2. Построение автоморфизма Φ′

В этом разделе мы предполагаем, что фиксирован некоторый автоморфизм
Φ ∈ Aut(Gn(R)), где n � 3, 1/2 ∈ R, и с помощью его мы строим новый
автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)), такой что Φ′ = ΦM ′Φ для некоторой матрицы
M ′ ∈ Γn(R) и для всех σ ∈ Σn выполнено условие Φ′(Sσ) = Sσ.

Следующая лемма (в большей общности) доказана в [1].

Лемма 1. Γn(R) = Dn(R) · Sn, т. е. группа Γn(R) состоит из всех мономи-
альных матриц.
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Доказательство. Очевидно, что любая мономиальная матрица обратима,
т. е. Dn(R)Sn ⊂ Γn(R).

Теперь рассмотрим некоторую матрицу A = (aij) ∈ Γn(R). Нам требуется
показать, что в каждой её строке (столбце) содержится ровно один ненулевой
элемент. Предположим, что это не так и i-я строка матрицы A содержит по
крайней мере два ненулевых (т. е. положительных) элемента aik и aij . Рассмот-
рим обратную матрицу B = (blm). Её k-я строка ненулевая, поэтому существует
такое l, что bkl > 0. Значит,

δil = ai1b1l + . . . + ainbnl � aikbkl > 0,

и поэтому i = l.
Аналогично существует такое m, что bjm > 0, т. е. i = m. Таким образом,

l = m = i. Значит, bji > 0, bki > 0.
Условие I = BA влечёт

δjk = bj1a1k + . . . + bjnank � bjiaik > 0.

Следовательно, j = k, что противоречит предположению о том, что i-я строка
содержит два ненулевых элемента.

Заметим, что представление матрицы A ∈ Γn(R) в виде

A = DSσ, D ∈ Dn(R), σ ∈ Σn,

единственно.

Лемма 2. Если r ∈ R+ и rk = 1 для некоторого k � 1, то r = 1.

Доказательство. Нам нужно показать, что из x > 1 следует xk > 1, а из
0 < x < 1 следует 0 < xk < 1.

Докажем по индукции, что

x > 1 =⇒ xk > 1.

Если k = 1, то соотношение очевидно. Предположим, что наше соотношение
доказано для некоторого k, т. е. x > 1, xk > 1, откуда x − 1 ∈ R+, xk − 1 ∈ R+,
следовательно,

xk+1−x ∈ R+ =⇒ (xk+1−x)+(x−1) ∈ R+ =⇒ xk+1−1 ∈ R+ =⇒ xk+1 > 1.

Аналогично докажем по индукции, что

0 < x < 1 =⇒ 0 < xk < 1.

Если k = 1, то соотношение очевидным образом выполнено. Предположим, что
наше соотношение доказано для некоторого k. Значит, x, xk, 1 − x, 1− xk ∈ R+,
откуда

x(1 − xk) = x − xk+1 ∈ R+ =⇒ (1 − x) + (x − xk+1) = 1 − xk+1 ∈ R+,

т. е. 0 < xk+1 < 1.
Таким образом, соотношение доказано.
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Ясно, что в кольце R нет делителей нуля.
Доказательство следующей леммы можно найти в [2].

Лемма 3. Если A —инволюция в полугруппе Gn(R), то A=diag[t1, . . . , tn]Sσ,
где σ2 = 1 и для любого i = 1, . . . , n выполнено ti · tσ(i) = 1.

Доказательство. По лемме 1 имеем A = dSσ, где d = diag[d1, . . . , dn]. Так
как A2 = I, то

dSσdSσ = I =⇒ dSσ = S−1
σ d−1SσS−1

σ .

Так как представление матрицы A в виде dSσ единственно и S−1
σ d−1Sσ ∈ Dn(R),

то d = S−1
σ d−1Sσ и Sσ = S−1

σ .
Значит, σ2 = 1 и diag[d1, . . . , dn] = diag[d−1

σ(1), . . . , d
−1
σ(n)], т. е. ti = t−1

σ(i).

Лемма 4. Если Φ —автоморфизм полугруппы Gn(R), где n � 3, 1/2 ∈ R, то
1) Φ(Γn(R)) = Γn(R);
2) Φ(Dn(R)) = Dn(R);
3) Φ(DZ

n (R)) = DZ
n (R).

Доказательство.
1) Так как Γn(R) является подгруппой всех обратимых матриц полугруппы

Gn(R), то Φ(Γn(R)) = Γn(R).
2) Рассмотрим множество F всех матриц A ∈ Γn(R), коммутирующих со

всеми матрицами, сопряжёнными к A.
Рассмотрим

A = diag[α1, . . . , αn] ∈ DZ
n (R),

тогда любая матрица, сопряжённая к A, имеет вид

Sσ−1 diag[d−1
1 , . . . , d−1

n ] diag[α1, . . . , αn] diag[d1, . . . , dn]Sσ =
= Sσ−1 diag[α1, . . . , αn]Sσ = diag[ασ−1(1), . . . , ασ−1(n)],

т. е. коммутирует с A = diag[α1, . . . , αn].
Если мы рассмотрим

A = diag[α1, . . . , αn] ∈ Dn(R) \ DZ
n (R),

то матрица, сопряжённая к A, также диагональна, но невозможно сказать, ком-
мутирует ли она с A = diag[α1, . . . , αn].

Пусть
A = diag[α1, . . . , αn]Sρ, ρ 
= e, α1, . . . , αn ∈ R∗

+.

Рассмотрим некоторую матрицу

M = diag[d1, . . . , dn] ∈ DZ
n (R),

чтобы получить матрицу, сопряжённую с A. Имеем

M−1AM = diag[d−1
1 , . . . , d−1

n ] diag[α1, . . . , αn]Sρ diag[d1, . . . , dn] =

= diag[dρ−1(1)d
−1
1 α1, . . . , dρ−1(n)d

−1
n αn]Sρ = diag[γ1α1, . . . , γnαn]Sρ,
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где γ1, . . . , γn ∈ Z∗
+(R∗). Имеем соотношения

A(M−1AM) = diag[γρ−1(1)α1αρ−1(1), . . . , γρ−1(n)αnαρ−1(n)]Sρ2 ,

(M−1AM)A = diag[γ1α1αρ−1(1), . . . , γnαnαρ−1(1)]Sρ2 .

Так как ρ 
= e, то существует такое i ∈ {1, . . . , n}, что j = ρ−1(i) 
= i. В этом
случае возьмём

dk =

{
2, если k = j,

1, если k 
= j.

Таким образом, имеем

γk =




2 если k = i,

1/2, если k = j,

1, если k 
= i и k 
= j.

Значит,
A(M−1AM) 
= (M−1AM)A.

Поэтому соотношение

(A ∈ Γn(R)) ∧ (∀M ∈ Γn(R) (M−1AM)A = A(M−1AM))

выполняется для всех элементов из DZ
n (R), может выполняться для некото-

рых элементов из Dn(R) \ DZ
n (R) и никогда не выполняется для элементов из

Γn(R) \ Dn(R).
Ясно, что Φ(F) = F .
Введём на множестве F дополнительное условие

(A ∈ F) ∧ (∀M ∈ Γn(R) (M 
= I ∧ Mn! = I ⇒ AM 
= MA)), (1)

т. е. «A не коммутирует ни с одной неединичной матрицей конечного порядка».
Ясно, что если матрица A ∈ Dn(R) содержит два ненулевых элемента на i-м и
j-м местах диагонали, то она коммутирует с S(i,j).

Если A ∈ DZ
n (R) имеет различные собственные значения, то она удовле-

творяет условию (1). Кроме того, это условие может выполняться для некото-
рых матриц из Dn(R) \ DZ

n (R), но они также должны содержать различные
собственные значения. Обозначим множество всех матриц, удовлетворяющих
условию (1), через L. Ясно, что Φ(L) = L.

Рассмотрим множество

X =
⋃

M∈L
CΓn(R)(M),

т. е. множество всех обратимых матриц, коммутирующих с некоторой матрицей
из L.

Покажем, что X = Dn(R). Для того чтобы доказать, что X ⊂ Dn(R), за-
метим, что каждая матрица M ∈ L имеет различные собственные значения,
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поэтому если AM = MA, то A ∈ Dn(R). Чтобы доказать Dn(R) ⊂ X , рассмот-
рим матрицу

M = diag[2, 22, . . . , 2n] ∈ DZ
n (R).

Очевидно, что M ∈ L и CΓn(R)(M) = Dn(R). Так как CΓn(R)(M) ⊂ X , имеем
Dn(X ) ⊂ X . Следовательно, X = Dn(R).

Ясно, что Φ(X ) = X . Значит, Φ(Dn(R)) = Dn(R).
3) Так как CΓn(R)(Dn(R)) = DZ

n (R) и Φ(Dn(R)) = Dn(R), то имеем
Φ(DZ

n (R)) = DZ
n (R).

Лемма 5. Если Φ является автоморфизмом полугруппы Gn(R), n � 3,
1/2 ∈ R, то существует матрица M ∈ Γn(R), такая что ΦMΦ(Kn(R)) = Kn(R),
где для всех X ∈ Gn(R)

ΦM (X) = MXM−1.

Доказательство. Рассмотрим матрицу

A = diag[α, . . . , α, β] ∈ DZ
n (R), α 
= β.

Предположим, что

B = Φ(A) = diag[γ1, . . . , γn] ∈ DZ
n (R).

Ясно, что
CΓn(R)(A)/Dn(R) ∼= Σn−1,

поэтому
Φ(CΓn(R)(A))/Φ(Dn(R)) = CΓn(R)(B)/Dn(R) ∼= Σn−1.

Значит,
B = diag[γ, . . . , γ, δ, γ, . . . , γ], γ 
= δ.

Таким образом, существует перестановка σ ∈ Σn, такая что

B̃ = SσBSσ−1 = [γ, . . . , γ, δ].

Имеем CGn(R)(A) ⊆ K и CGn(R)(B̃) ⊆ K. Кроме того, существует такая матри-
ца A (например, diag[1, . . . , 1, 2]), что CGn(R)(A) = Kn(R), т. е.

Kn(R) =
⋃

A=diag[α,...,α,β]∈DZ
n (R), α�=β

CGn(R)(A),

Kn(R) =
⋃

A=diag[α,...,α,β]∈DZ
n (R), α�=β

CGn(R)(SσΦ(A)S−1
σ ),

так как Φ —автоморфизм.
Рассмотрим M =Sσ, Φ′=ΦM ◦Φ. Для каждой матрицы A=diag[α, . . . , α, β]∈

∈ DZ
n (R), α 
= β, имеем Φ′(A) = diag[γ, . . . , γ, δ] ∈ DZ

n (R), γ 
= δ, и
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Φ′(Kn(R)) = Φ′
( ⋃

A=diag[α,...,α,β]∈DZ
n (R), α�=β

CGn(R)(A)
)

=
⋃

A=diag[α,...,α,β]∈DZ
n (R), α�=β

Φ′(CGn(R)(A))

=
⋃

A=diag[α,...,α,β]∈DZ
n (R), α�=β

CGn(R)(Φ′(A)) = Kn(R).

Значит, ΦMΦ(Kn(R)) = Kn(R).

Лемма 6. Если Φ является автоморфизмом группы Gn(R), то по лемме 4,
так как Φ(Γn(R)) = Γn(R), для каждого σ ∈ Σn имеем

Φ(Sσ) = DσSϕ(σ),

где Dσ ∈ Dn(R). Полученное отображение ϕ : Σn → Σn является эндоморфиз-
мом группы Σn.

Доказательство. Для всех σ1, σ2 ∈ Σn

Φ(Sσ1 · Sσ2) = Φ(Sσ1·σ2) = Dσ1σ2 · Sϕ(σ1σ2),

Φ(Sσ1) · Φ(Sσ2) = Dσ1Sϕ(σ1)Dσ2Sϕ(σ2) = Dσ1 · D′
σ2

Sϕ(σ1)ϕ(σ2),

Φ(Sσ1 · Sσ2) = Φ(Sσ1) · Φ(Sσ2),

поэтому
ϕ(σ1σ2) = ϕ(σ1)ϕ(σ2).

Так как Φ(Dn(R)) = Dn(R) (утверждение 2) леммы 4), имеем ϕ ∈ Aut(Σn).
Действительно, если σ1, σ2 ∈ Σn, σ1 
= σ2, σ = ϕ(σ1) = ϕ(σ2), то

Φ(Sσ1) = Dσ1Sσ, Φ(Sσ2) = Dσ2Sσ =⇒ Φ(Sσ1 ·Sσ−1
2

) = Dσ1SσSσ−1D−1
σ2

∈ Dn(R).

Таким образом, для некоторого ρ 
= e имеем

Φ(Sρ) ∈ Dn(R),

но это невозможно.

Доказательство следующей леммы совершенно аналогично доказательству
предложения 10 из [2].

Лемма 7. Если Φ —автоморфизм полугруппы Gn(R), 1/2 ∈ R, n � 3, то
существует матрица M ∈ Γn(R), такая что ΦMΦ(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn.

Доказательство. Пусть n 
= 6. Рассмотрим автоморфизм ϕ ∈ Aut(Σn), вве-
дённый в лемме 6. Так как для n 
= 6 все автоморфизмы группы Σn являются
внутренними, то существует такая перестановка ρ ∈ Σn, что для всех σ ∈ Σn

ϕ(σ) = ρσρ−1.

Значит, для всех σ ∈ Σn

Φ(Sσ) = DσSρσρ−1 = DσSρSσSρ−1 = SρD
′
σSσSρ.
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Тогда для M ′ = S−1
ρ для всех σ ∈ Σn

ΦM ′Φ(Sσ) = D′
σSσ.

Пусть n = 6. Рассмотрим некоторый автоморфизм Φ1 = ΦM1Φ полугруппы
G6(R), такой что Φ1(Kn(R)) = Kn(R), который существует по лемме 5. Пусть
ϕ1 —автоморфизм группы Σ6, индуцированный автоморфизмом Φ1. Заметим,
что для каждой перестановки σ ∈ Σ6 имеем Sσ ∈ Kn(R) тогда и только то-
гда, когда σ(6) = 6. Таким образом, ϕ1 индуцирует внутренний автоморфизм
группы Σ(1, . . . , 5), т. е. существует такое τ ∈ Σ(1, . . . , 5), что для каждого
σ ∈ Σ(1, . . . , 5) имеет место ϕ1(σ) = τστ−1.

Рассмотрим автоморфизм Φ2 = ΦM2 ◦ Φ1 группы G6(R), где M2 = S−1
τ . Для

каждой перестановки σ ∈ Σ(1, . . . , 5) имеем

Φ2(Sσ) = S−1
τ Φ1(Sσ)Sτ = S−1

τ DσSτστ−1Sτ = D′
σSσ.

Пусть ϕ2 —автоморфизм группы Σ6, ассоциированный с Φ2. Заметим, что
Φ2(Kn(R)) = Kn(R) и ϕ2(σ) = σ для всех σ ∈ Σ(1, . . . , 5).

Докажем, что ϕ2 является тождественным автоморфизмом группы Σ6. Пусть
δ = ϕ2((1, 6)). Ясно, что δ является нечётной подстановкой, и поэтому ли-
бо δ = (1, 6), либо δ = (1, 6)(α1, α2)(β1, β2). Если δ = (1, 6), то для любого
i = 2, . . . , 5

ϕ2((i, 6)) = ϕ2((1, 6)(1, i)(1, 6)) = (1, 6)(1, i)(1, 6) = (i, 6).

Так как группа Σn порождается транспозициями, а для каждой транспозиции σ
справедливо ϕ2(σ) = σ, получаем, что для всех σ ∈ Σ6 имеет место ϕ2(σ) = σ,
т. е. ϕ2 тождественный.

Покажем, что второй случай невозможен. Действительно, в этом случае

ϕ2((1, 6)) = ϕ2((α2, β1)(1, 6)(α2, β1)) =
= (α2, β1)(1, 6)(α1, α2)(β1, β2)(α2, β1) = (1, 6)(α1, β1)(α2, β2) 
= ϕ(1, 6).

Значит, для матрицы M ′ = M2M1 имеем ΦM ′Φ(Sσ) = DσSσ для всех
Sσ ∈ Sn.

Теперь для любого n � 3 мы имеем некоторую матрицу M ′ ∈ Γn(R), такую
что ΦM ′Φ(Sσ) = DσSσ для любой матрицы Sσ ∈ Sn.

Рассмотрим ρ = (1, 2, . . . , n) ∈ Σn. Пусть

ΦM ′Φ(Sρ) = DρSρ,

где
Dρ = diag[α1, . . . , αn].

Равенство Sn
ρ = I влечёт (DρSρ)n = I, и тогда α1α2 . . . αn = 1. Рассмотрим мат-

рицу T = diag[t1, . . . , tn], где ti = (αiαi+1 . . . αn)−1, i = 1, . . . , n, и автоморфизм
Φ3 = ΦT ΦMΦ. Мы видим, что

Φ3(Sρ) = diag[t1, . . . , tn] diag[α1, . . . , αn]Sρ diag[t−1
1 , . . . , t−1

n ] =

= diag[t1α1t
−1
2 , t2α2t

−1
3 , . . . , tnαnt−1

1 ]Sρ = Sρ
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и для каждой перестановки σ ∈ Σn имеет место Φ3(Sσ) = D̃σSσ, где D̃σ ∈
∈ Dn(R). Пусть теперь τ = (1, 2). Тогда Sτ является инволюцией. В соответ-
ствии с леммой 3 получаем Φ3(Sτ ) = D̃τSτ , где

D̃τ = diag[β, β−1, 1, . . . , 1], β ∈ R∗
+.

Соотношение ρ = (n, n − 1)(n − 1, n − 2) . . . (2, 1) влечёт Sρ = Sρn−2

τ . . . Sτ , где
Sδ

τ = S−1
δ SτSδ. Следовательно,

Sρ = Φ3(Sρn−2

τ . . . Sτ ) = (DτSτ )ρn−2
. . . DτSτ .

Сравнивая ненулевые элементы, получаем βn = 1, откуда β = 1 (лемма 2).
Значит, Φ3(Sτ ) = Sτ . Так как ρ и τ порождают Σn, то Φ3(Sσ) = Sσ для каждого
σ ∈ Σn.

3. Действие автоморфизма Φ′

на диагональных матрицах

В предыдущем разделе по нашему автоморфизму Φ мы построили новый
автоморфизм Φ′ = ΦMΦ, такой что Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn. Мы предпо-
ложим, что такой автоморфизм Φ′ фиксирован.

Лемма 8. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то для всех α, β ∈ R∗

+ мы имеем

Φ′(diag[α, β, . . . , β]) = diag[γ, δ, . . . , δ], γ, δ ∈ R∗
+.

Если α 
= β, то γ 
= δ. Если α, β ∈ Z∗
+(R∗), то γ, δ ∈ Z∗

+(R∗).

Доказательство. По лемме 4

Φ′(diag[α, β, . . . , β]) = diag[γ1, . . . , γn].

Так как Φ′(S(i,i+1)) = S(i,i+1) для всех i = 2, . . . , n−1, то для всех i = 2, . . . , n−1
имеем

Φ′(diag[α, β, . . . , β])Φ′(S(i,i+1)) = Φ′(S(i,i+1))Φ′(diag[α, β, . . . , β]) =⇒
=⇒ diag[γ1, . . . , γn]S(i,i+1) = S(i,i+1) diag[γ1, . . . , γn] =⇒ γi = γi+1.

Таким образом, γ2 = γ3 = . . . = γn−1 = γn, и мы можем считать, что

Φ′(diag[α, β, . . . , β]) = diag[γ, δ, . . . , δ].

Если α 
= β, то

diag[α, β, . . . , β]S(1,2) 
= S(1,2) diag[α, β, . . . , β] =⇒
=⇒ diag[γ, δ, . . . , δ]S(1,2) 
= S(1,2) diag[γ, δ, . . . , δ] =⇒ γ 
= δ.

Если α, β ∈ Z∗(R∗), то diag[α, β, . . . , β] ∈ DZ
n (R), и по утверждению 3) леммы 4

diag[γ, δ, . . . , δ] ∈ DZ
n (R∗), откуда γ, δ ∈ Z∗(R∗).
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Лемма 9. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то для всех X ∈ G2(R) имеет место

Φ′




X 0 . . . 0
0 1 . . . 0

· · · · · · . . . · · ·
0 . . . . . . 1


 =




Y 0 . . . 0
0 a . . . 0

· · · · · · . . . · · ·
0 . . . . . . a


 ,

где Y ∈ G2(R), a ∈ Z∗
+(R∗).

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 8 можно доказать, что
для любой матрицы

A = diag[α, α, β, . . . , β] ∈ Dn(R), α 
= β,

имеет место
Φ′(A) = diag[γ, γ, δ, . . . , δ] ∈ Dn(R), γ 
= δ.

Рассмотрим теперь множество L всех инволюций вида

diag[ξ, ξ−1, 1, . . . , 1]S(1,2), ξ ∈ R∗
+.

Для любой такой инволюции M имеем

N = Φ′(M) = Φ′(diag[ξ, ξ−1, 1, . . . , 1])S(1,2),

и N является инволюцией. По лемме 3

N = diag[η, η−1, 1, . . . , 1]S(1,2).

Если ξ ∈ Z∗
+(R∗), то η ∈ Z∗

+(R∗), если ξ /∈ Z∗
+(R∗), то η /∈ Z∗

+(R∗). Мы видим,
что Φ′(L) = L.

Множество матриц вида

diag[α, α, β, . . . , β], α, β ∈ R∗
+, α 
= β,

обозначим через M. Мы знаем, что Φ′(M) = M. Таким образом,

Φ′(CML) = CML,

т. е. для любых µ ∈ Z∗
+(R∗), η ∈ R∗

+ имеем

Φ′(diag[µ, µ, η, . . . , η]) = diag[µ′, µ′, η′, . . . , η′],

где µ′ ∈ Z∗
+(R∗), η′ ∈ R∗

+ и если η ∈ R∗
+ \ Z∗

+(R∗), то η′ ∈ R∗
+ \ Z∗

+(R∗).
Через Z мы обозначим множество всех матриц

αI = diag[α, . . . , α], α ∈ Z∗
+(R∗).

Ясно, что Φ′(Z) = Z.
Рассмотрим некоторую матрицу

A =




X 0
0 a

. . .
a


 , X ∈ G2(R), a ∈ Z∗

+(R∗).
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Эта матрица удовлетворяет условию

∀M ∈ CML ∃N ∈ Z A(MN) = (MN)A ∧
∧ AS(3,4) = S(3,4)A ∧ . . . ∧ AS(n−1,n) = S(n−1,n)A. (2)

Действительно, любая матрица M ∈ CML имеет вид

M = diag[µ, µ, η, . . . , η], µ ∈ Z∗
+(R∗), η ∈ R∗

+.

Если MA = AM , то мы можем взять N = I. Если MA 
= AM , т. е. µ ∈
∈ Z∗

+(R∗) \ Z∗
+(R) и X diag[µ, µ] 
= diag[µ, µ]X, то мы можем взять

N = diag[µ−1, . . . , µ−1] ∈ Z.

Тогда MN = diag[1, 1, ηµ−1, . . . , ηµ−1] и A(MN) = (MN)A.
Если некоторая матрица A удовлетворяет условию (2), то часть

AS(3,4) = S(3,4)A ∧ . . . ∧ AS(n−1,n) = S(n−1,n)A

влечёт

A =




X 0
0 a

. . .
a


 , X ∈ G2(R), a ∈ R∗

+.

Если a ∈ R∗
+\Z∗

+(R∗), то существует элемент b ∈ R∗
+, такой что ab 
= ba, значит,

для
M = diag[1, 1, b, . . . , b] ∈ CML

имеем MA 
= AM . Для каждой матрицы N = diag[α, . . . , α] ∈ Z имеем
A(MN) 
= (MN)A, так как abα 
= bαa. Значит, матрица

A =




X 0
0 a

. . .
a




с a ∈ R∗
+ \ Z∗

+(R∗) не может удовлетворять условию (2). Таким образом, мы
имеем a ∈ Z∗

+(R∗).
Итак, матрица A имеет вид

A =




X 0
0 a

. . .
a


 , X ∈ G2(R), a ∈ Z∗

+(R∗),

тогда и только тогда, когда она удовлетворяет условию (2).
Так как Φ′(S(i,i+1)) = S(i,i+1) для всех i = 3, . . . , n − 1, Φ′(Z) = Z,

Φ′(CML) = CMM, мы получаем, что если матрица A удовлетворяет (2), то
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и матрица Φ′(A) удовлетворяет (2). Следовательно, для X ∈ G2(R), a ∈ Z∗
+(R∗)

имеем

Φ′




X 0
0 a

. . .
a


 =




Y 0
0 b

. . .
b


 , Y ∈ G2(R), b ∈ Z∗

+(R∗).

Лемма доказана.

Лемма 10. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то для всех x ∈ Z∗

+(R)

Φ′(diag[x, 1, . . . , 1]) = diag[ξ, η, . . . , η], ξ, η ∈ Z∗
+(R).

Доказательство. Так как x ∈ Z∗
+(R), то x ∈ Z∗

+(R∗), откуда

A = diag[x, 1, . . . , 1] ∈ DZ
n (R),

поэтому по лемме 8
A′ = Φ′(A) = diag[ξ, η, . . . , η],

где ξ, η ∈ Z∗
+(R∗).

Пусть Y обозначает множество всех матриц вида


a 0 . . . 0

0
. . . · · · · · ·

. . . . . . a 0

. . . . . . 0 X


 , X ∈ G2(R), a ∈ Z∗

+(R∗).

Ясно, что Φ′(Y) = Y (доказательство полностью аналогично доказательству
леммы 9).

Пусть Z̄ обозначает центр полугруппы Gn(R). Ясно, что

Z̄ = {αI | α ∈ Z∗
+(R)}.

Имеем Φ′(Z̄) = Z̄.
Любая матрица A = diag[x, 1, . . . , 1], где x ∈ Z∗

+(R), удовлетворяет условию

∀M ∈ Y MA = AM. (3)

Матрица A′ = Φ′(A) также удовлетворяет условию (3), поэтому

∀M ∈ Y M · diag[ξ, η, . . . , η] = diag[ξ, η, . . . , η] · M,

или
∀X ∈ G2(R) X ◦ diag[η, η] = diag[η, η] ◦ X,

откуда η ∈ Z∗
+(R).

Теперь нам нужно доказать, что ξ ∈ Z∗
+(R).
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Имеем

Φ′(diag[1, x, 1, . . . , 1]) = Φ′(S(1,2) diag[x, 1, . . . , 1]S(1,2)) =
= S(1,2) diag[ξ, η, . . . , η]S(1,2) = diag[η, ξ, η, . . . , η]

и, аналогично,

Φ′(diag[1, 1, x, 1, . . . , 1]) = diag[η, η, ξ, η, . . . , η], . . . ,
Φ′(diag[1, . . . , 1, x]) = diag[η, . . . , η, ξ].

Следовательно,

Φ′(x · I) = Φ′(diag[x, 1, . . . , 1] · diag[1, x, . . . , 1] · . . . · diag[1, . . . , 1, x]) = ξηn−1 · I.

Так как x ∈ Z∗
+(R), то ξηn−1 ∈ Z∗

+(R). Так как (как мы только что доказали)
η ∈ Z∗

+(R), то ηn−1 ∈ Z∗
+(R), откуда ξ ∈ Z∗

+(R), что нам и нужно было доказать.

Лемма 11. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то для любых x1, x2 ∈ Z∗

+(R), таких что x1 
= x2,

Φ′(A1) = Φ′(diag[x1, 1, . . . , 1]) = diag[ξ1, η1, . . . , η1],
Φ′(A2) = Φ′(diag[x2, 1, . . . , 1]) = diag[ξ2, η2, . . . , η2],

имеем ξ1η
−1
1 
= ξ2η

−1
2 .

Доказательство. Предположим, что для некоторых различных x1, x2 ∈
∈ Z∗

+(R) имеет место ξ1η
−1
1 = ξ2η

−1
2 , т. е.

Φ′(A1) = Φ′(diag[x1, 1, . . . , 1]) = diag[ξ, η, . . . , η] = A′
1,

Φ′(A2) = Φ′(diag[x2, 1, . . . , 1]) = α · diag[ξ, η, . . . , η] = A′
2,

где ξ, η, α ∈ Z∗
+(R) (лемма 10). Значит,

Φ′−1(αI) = Φ′−1(A′
1A

′
2
−1) = diag[x1x

−1
2 , 1, . . . , 1]) = diag[β, 1, . . . , 1],

где 1 
= β ∈ Z∗
+(R), что невозможно, так как Φ′−1(Z̄) = Z̄ (см. доказательство

леммы 10). Таким образом, ξ1η
−1
1 
= ξ2η

−1
2 .

4. Основная теорема

В этом разделе мы докажем основную теорему.
Напомним (определение 8), что для x ∈ R+

B12(x) =




1 x
0 1

1
. . .

1


 , B21(x) =




1 0
x 1

1
. . .

1


 .
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Лемма 12. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то существуют две возможности:

1) существует некоторое отображение c(·) : R+ → R+, такое что для всех
x ∈ R+ справедливо Φ′(B12(x)) = B12(c(x));

2) существует некоторое отображение b(·) : R+ → R+, такое что для всех
x ∈ R+ справедливо Φ′(B12(x)) = B21(b(x)).

Доказательство. По лемме 9 имеем

Φ′(B12(1)) =




α β
γ δ

a
. . .

a


 , a ∈ Z∗

+(R∗),
(

α β
γ δ

)
∈ G2(R).

Пусть для каждого x ∈ R∗
+

Φ′(diag[x, 1, . . . , 1)] = diag[ξ(x), γ(x), . . . , γ(x)], ξ(x), η(x) ∈ R∗
+

(лемма 8). Тогда для любого x ∈ Z∗
+(R)

Φ′(B12(x)) = Φ′(diag[x, 1, . . . , 1]B12(1) diag[x−1, 1, . . . , 1]) =

= diag[ξ(x), η(x), . . . , η(x)]




α β
γ δ

a
. . .

a


diag[ξ(x)−1, η(x)−1, . . . , η(x)−1] =

=




ξ(x)αξ(x)−1 ξ(x)βη(x)−1

η(x)γξ(x)−1 η(x)δη(x)−1

a
. . .

a


 .

Так как по лемме 10 ξ(x), η(x) ∈ Z∗
+(R), то

ξ(x)αξ(x)−1 = α, ξ(x)βη(x)−1 = ξ(x)η(x)−1β,

η(x)γξ(x)−1 = η(x)ξ(x)−1γ, η(x)δη(x)−1 = δ,

поэтому

Φ′(B12(x)) =




α ν(x)β
ν(x)−1γ δ

a
. . .

a




для ν(x) = ξ(x)η(x)−1.
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По лемме 11 для x1 
= x2 имеем ν(x1) 
= ν(x2).
Для каждого x ∈ R+ элементы Φ′(B12(1)) и Φ′(B12(x)) коммутируют. На-

пишем это условие в матричной форме для x ∈ Z∗
+(R) (напомним, что в этом

случае ν(x) ∈ Z∗
+(R) по лемме 10):

(
α β
γ δ

) (
α ν(x)β

ν(x)−1γ δ

)
=

(
α ν(x)β

ν(x)−1γ δ

) (
α β
γ δ

)
=⇒

=⇒
(

α2 + ν(x)−1βγ ν(x)αβ + βδ
γα + ν(x)−1δγ ν(x)γβ + δ2

)
=

(
α2 + ν(x)βγ αβ + ν(x)βδ

ν(x)−1γα + δγ ν(x)−1γβ + δ2

)
.

Следовательно, ν(x)−1βγ = ν(x)βγ для различных x ∈ Z∗
+(R) (например, для

x = 2, 22, . . .). По лемме 11 ν(x) 
= 1 для x 
= 1, откуда ν(x) 
= ν(x)−1 для x 
= 1
и βγ = 0, т. е. либо β = 0, либо γ = 0.

Предположим, что γ = 0 (случай β = 0 аналогичен). Тогда

Φ′(B12(1)) =




α β
0 δ

a
. . .

a


 , a ∈ Z∗

+(R∗), α, δ ∈ R∗
+, β ∈ R+ ∪ {0}.

Используем условие (B12(1))2 = diag[2, 1, . . . , 1]B12(1) diag[1/2, 1, . . . , 1]:


α2 αβ + βδ
0 δ2

a2

. . .
a2


 =




α ν(2)β
0 δ

a
. . .

a


 ,

откуда α = δ = a = 1, ν(2) = 2. Значит, имеем Φ′(B12(1)) = B12(β) для
некоторого β ∈ R+.

Аналогично, если β = 0, то Φ′(B12(1)) = B21(γ) для некоторого γ ∈ R+.
Рассмотрим случай γ = 0 (случай β = 0 аналогичен). Так как для любого

x ∈ R+ Φ′(B12(x)) коммутирует с Φ(B12(1)), с S(i,i+1) для i = 3, . . . , n − 1 и
с diag[1, 1, µ3, . . . , µn] для µ3, . . . , µn ∈ R∗

+, то

Φ′(B12(x)) =




a(x) b(x)
0 a(x)

d(x)
. . .

d(x)


 , a(x), b(x)∈R+, d(x)∈Z∗

+(R∗).

Теперь используем условие (B12(x))2 = diag[2, 1, . . . , 1]B12(x) diag[1/2, 1, . . . , 1]:
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


a(x)2 a(x)b(x) + b(x)a(x)
0 a(x)2

d(x)2
. . .

d(x)2


 =

=




a(x) 2b(x)
0 a(x)

d(x)
. . .

d(x)


 .

Получаем, что a(x) = d(x) = 1 для любого x ∈ R+. Значит, если γ = 0, то
Φ′(B12(x)) = B12(b(x)) для любого x ∈ R+. Аналогично, в случае β = 0 имеем
Φ′(B12(x)) = B21(c(x)) для любого x ∈ R+.

Теперь рассмотрим случаи γ = 0 и β = 0 по отдельности. В следующей
лемме мы докажем, что случай β = 0 невозможен.

Лемма 13. Если n � 3, 1/2 ∈ R, автоморфизм Φ′ ∈ Aut(Gn(R)) таков, что
Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то условие

Φ′(B12(1)) = B21(c(1)) (= B21(γ))

невозможно.

Доказательство. Если Φ′(B12(1)) = B21(γ) = B21(c(1)) для некоторого
γ = c(1) ∈ R+, то по предыдущей лемме существует такое отображение
c(·) : R+ → R+, что для каждого x ∈ R+ мы имеем Φ′(B12(x)) = B21(c(x)).
Так как n � 3 и Φ′(Sσ) = Sσ для всех σ ∈ Σn, то

Φ′(B13(x)) = Φ′(S(2,3)B12(x)S(2,3)) = S(2,3)B21(c(x))S(2,3) = B31(c(x)).

Аналогично, Φ′(B32(x)) = B23(c(x)).
Используем условие

∀x1, x2 ∈ R+ B13(x1)B32(x2) = B32(x2)B13(x1)B12(x1x2).

Из него следует

Φ′(B13(x1)B32(x2)) = Φ′(B32(x2)B13(x1)B12(x1x2)) =⇒
=⇒ B31(c(x1))B23(c(x2)) = B23(c(x2))B31(c(x1))B21(c(x1x2)) =⇒

=⇒

 1 0 0

0 1 c(x2)
c(x1) 0 1


 =


 1 0 0

c(x2)c(x1) + c(x1x2) 1 c(x2)
c(x1) 0 1


 =⇒

=⇒ ∀x1, x2 ∈ R+ c(x2)c(x1) + c(x1x2) = 0 =⇒
=⇒ ∀x ∈ R+ c(x)2 + c(x2) = 0 =⇒ c(x) = 0,

но это невозможно, так как Φ′ является автоморфизмом.
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Теорема. Пусть Φ —автоморфизм полугруппы Gn(R), n � 3, 1/2 ∈ R. Тогда
на полугруппе GE+

n (R) выполнено Φ = ΦMΦcΩ, где M ∈ Γn(R), c(·) ∈ Aut(R+),
Ω(·) —центральная гомотетия полугруппы GE+

n (R).

Доказательство. По лемме 6 существует такая матрица M ′ ∈ Γn(R), что
для любой перестановки σ ∈ Σn

Φ′(Sσ) = ΦM ′Φ(Sσ) = Sσ.

Теперь рассмотрим автоморфизм Φ′.
По леммам 12 и 13 существует отображение c(·) : R+ → R+, такое что для

любого элемента x ∈ R+

Φ′(B12(x)) = B12(c(x)).

Рассмотрим это отображение. Так как Φ —автоморфизм полугруппы Gn(R), то
c(·) : R+ → R+ биективно.

Так как для всех x1, x2 ∈ R+ справедливо B12(x1 +x2) = B12(x1)B12(x2), то

B12(c(x1 + x2)) = Φ′(B12(x1 + x2)) = Φ′(B12(x1)B12(x2)) =
= Φ′(B12(x1))Φ′(B12(x2)) = B12(c(x1))B12(c(x2)) = B12(c(x1) + c(x2)),

откуда получаем, что для всех x1, x2 ∈ R+ справедливо c(x1+x2) = c(x1)+c(x2),
поэтому c(·) аддитивно.

Отображение c(·) мультипликативно, поскольку

Φ′(B13(x)) = Φ′(S(2,3)B12(x)S(2,3)) = S(2,3)) = S(2,3)B12(c(x))S(2,3) = B13(c(x)),

аналогично, Φ′(B32(x)) = B32(c(x)) и

B13(x1)B32(x2) = B32(x2)B13(x1)B12(x1x2) =⇒
=⇒ Φ′(B13(x1))Φ′(B32(x2)) = Φ′(B32(x2))Φ′(B13(x1))Φ′(B12(x1x2)) =⇒
=⇒ B13(c(x1))B32(c(x2)) = B32(c(x2))B13(c(x1))B12(c(x1x2)) =⇒

=⇒ ∀x1, x2 ∈ R+


1 c(x1)c(x2) c(x1)

0 1 0
0 c(x2) 1


 =


1 c(x1x2) c(x1)

0 1 0
0 c(x2) 1


 =⇒

=⇒ ∀x1, x2 ∈ R+ c(x1x2) = c(x1)c(x2)

(ср. доказательство леммы 13).
Так как c(·) биективно, аддитивно и мультипликативно, то c(·) является авто-

морфизмом полукольца R+, или, другими словами, c(·) может быть продолжено
до автоморфизма кольца R, сохраняющего порядок.

Рассмотрим теперь отображение Φc−1
, которое переводит каждую матрицу

A = (aij) в матрицу Φc−1
(A) = (c−1(aij)). Это отображение является автомор-

физмом полукольца Gn(R). Тогда Φ′′ = Φc−1 ◦Φ′ = Φc−1 ◦ΦM ′ ◦Φ является авто-
морфизмом полугруппы Gn(R), оставляющим на месте все матрицы Sσ (σ ∈ Σn)
и Bij(x) (x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 
= j). Именно,

Φ′′(Sσ) = Φc−1
(Φ′(Sσ)) = Φc−1

(Sσ) = Sσ,
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так как матрица Sσ содержит только 0 и 1; для i = 3, . . . , n

Φ′′(Bi2(x)) = Φ′′(S(1,i)B12(x)S(1,i)) = S(1,i)Φ′′(B12(x)))S(1,i) =

= S(1,i)Φc−1
(B12(c(x)))S(1,i) = S(1,i)B12(x)S(1,i) = Bi,2(x);

для j = 3, . . . , n

Φ′′(B1j(x)) = Φ′′(S(2,j)B12(x)S(2,j)) = S(2,j)B12(x)S(2,j) = B1j(x);

для i, j = 3, . . . , n

Φ′′(Bij(x)) = Φ′′(S(i,1)B1j(x)S(1,i)) = S(1,i)B1j(x)S(1,i) = Bij(x).

Как мы знаем (лемма 8), для всех α ∈ R∗
+

Φ′′(diag[α, 1, . . . , 1]) = diag[β(α), γ(α), . . . , γ(α)], β, γ ∈ R∗
+.

Имеем

diag[α, 1, . . . , 1]B12(1) diag[α−1, 1, . . . , 1] = B12(α) =⇒
=⇒ Φ′′(diag[α, 1, . . . , 1])Φ′′(B12(1)) ×

× Φ′′(diag[α−1, 1, . . . , 1]) = Φ′′(B12(α)) =⇒
=⇒ diag[β(α), γ(α), . . . , γ(α)]B12(1) ×

× diag[β(α)−1, γ(α)−1, . . . , γ(α)−1] = B12(α) =⇒
=⇒ β(α)γ(α)−1 = α =⇒ β(α) = αγ(α) =⇒
=⇒ ∀α ∈ R∗

+ Φ′′(diag[α, 1, . . . , 1]) = diag[αγ(α), γ(α), . . . , γ(α)].

Так как diag[α, 1, . . . , 1] коммутирует с любой матрицей вида(
1 0
0 X

)
, X ∈ Gn−1(R),

и n � 3, то для всех α ∈ R∗
+ справедливо γ(α) ∈ Z∗

+(R).
Так как для всех α1, α2 ∈ R∗

+

diag[α1α2γ(α1α2), γ(α1α2), . . . , γ(α1α2)] = Φ′′(diag[α1α2, 1, . . . , 1]) =
= Φ′′(diag[α1, 1, . . . , 1])Φ′′(diag[α2, 1, . . . , 1]) =
= diag[α1γ(α1), γ(α1), . . . , γ(α1)] diag[α2γ(α2), γ(α2), . . . , γ(α2)] =
= diag[α1α2γ(α1)γ(α2), γ(α1)γ(α2), . . . , γ(α1)γ(α2)] =⇒
=⇒ ∀α1, α2 ∈ R∗

+ γ(α1α2) = γ(α1)γ(α2),

то отображение γ(·) является центральным гомоморфизмом (определение 11)
γ(·) : R∗

+ → Z∗
+(R).
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Если A = diag[α1, . . . , αn] ∈ Dn(R), то

Φ′′(A) = Φ′′(diag[α1, 1, . . . , 1]S1,2 diag[α2, 1, . . . , 1]S(1,2)S(1,3) ×
× diag[α3, 1, . . . , 1]S(1,3) . . . S(1,n) diag[αn, 1, . . . , 1]S(1,n)) =

= γ(α1) diag[α1, 1, . . . , 1]S(1,2)γ(α2) diag[α2, 1, . . . , 1]S(1,2) . . . S(1,n) ×
× γ(αn) diag[αn, 1, . . . , 1]γ(αn) =

= γ(α1) . . . γ(αn)A = γ(α1 . . . αn)A.

Напомним (определение 8), что P является подполугруппой в Gn(R), по-
рождённой матрицами Sσ (σ ∈ Σn), Bij(x) (x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 
= j) и
diag[α1, . . . , αn] (α1, . . . , αn ∈ R∗

+). Ясно, что любая матрица A ∈ P может быть
представлена в виде

A = diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak,

где

α1, . . . , αn ∈ R∗
+,

A1, . . . , Ak ∈ {Sσ, Bij(x) | σ ∈ Σn, x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 
= j}.
Тогда

Φ′′(A) = Φ′′(diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak) =
= γ(α1 . . . αn) diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak = γ(α1 . . . αn)A.

Теперь введём отображение γ̄(·) : P → Z∗
+(R) с помощью следующего правила:

если A ∈ P и A = diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak, где

A1, . . . , Ak ∈ {Sσ, Bij(x) | σ ∈ Σn, x ∈ R+, i, j = 1, . . . , n, i 
= j},
то γ̄(A) = γ(α1, . . . , αn).

Отображение λ̄(·) определено однозначно, так как если

A = diag[α1, . . . , αn]A1 . . . Ak = diag[α′
1, . . . , α

′
n]A′

1 . . . A′
m,

то Φ′′(A) = γ(α1 . . . αn)A и Φ′′(A) = γ(α′
1 . . . α′

n)A, и поэтому

γ(α1 . . . αn) = γ(α′
1 . . . α′

n).

Так как

γ̄(AA′)AA′ = Φ′′(AA′) = Φ′′(A)Φ′′(A′) = γ̄(A)A · γ̄(A′)A′ = γ̄(A)γ̄(A′)AA′,

то γ̄ является гомоморфизмом P → Z∗
+(R).

Теперь мы видим, что на полугруппе P автоморфизм Φ′′ совпадает с цен-
тральной гомотетией Ω(·) : P → P, где для всех A ∈ P справедливо Ω(A) =
= γ̄(A) · A.

Пусть B ∈ GE+
n (R). Тогда (определения 99, 10) матрица B P-эквивалент-

на некоторой матрице A ∈ P, т. е. существуют матрицы A0, . . . , Ak ∈ Gn(R),
A0 = A ∈ P, Ak = B, и матрицы Pi, P̃i, Qi, Q̃i ∈ P, i = 0, . . . , k − 1, такие что
для всех i = 0, . . . , k − 1

PiAiP̃i = QiAi+1Q̃i.
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Тогда

Φ′′(P0A0P̃0) = Φ′′(Q0A1Q̃0) =⇒
=⇒ γ̄(P0)P0γ̄(A0)A0γ̄(P̃0)P̃0 = γ̄(Q0)Q0Φ′′(A1)γ̄(Q̃0)Q̃0 =⇒
=⇒ γ̄(P0A0P̃0)P0A0P̃0 = γ̄(Q0Q̃0)Q0Φ′′(A1)Q̃0 =⇒
=⇒ γ̄(P0A0P̃0)γ̄(Q0Q̃0)−1Q0A1Q̃0 = Q0Φ′′(A1)Q̃0 =⇒
=⇒ Φ′′(A1) = γ̄(P0A0P̃0)γ̄(Q0Q̃0)−1A1, . . . ,

Φ′′(B) = Φ′′(An) = γ̄(Pn−1)γ̄(An−1)γ̄(P̃n−1)γ̄(Qn−1)−1γ̄(Q̃n−1).

Значит, мы можем продолжить отображение γ̄(·) : P → Z∗
+(R) до некоторого

отображения λ(·) : GE+
n (R) → Z∗

+(R), такого что для каждого B ∈ GE+
n (R)

Φ′′(B) = λ(B) · B.

Так как Φ′′ является автоморфизмом полугруппы GE+
n (R), то λ(·) яв-

ляется центральным гомоморфизмом λ(·) : GE+
n (R) → Z∗

+(R) и, значит,
автоморфизм Φ′′ : GE+

n (R) → GE+
n (R) является центральной гомотетией

Ω(·) : GE+
n (R) → GE+

n (R), где Ω(X) = λ(X) · X для всех X ∈ GE+
n (R).

Так как Φ′′ = Ω на GE+
n (R) и Φ′′ = Φc−1◦ΦM ′◦Φ на Gn(R), то Φ = ΦM ◦Φc◦Ω

на GE+
n (R), где M = M ′−1.
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