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Аннотация

Некоторые проблемы, имеющие отрицательное решение в общем случае, имеют
положительное решение в классе локально ступенчатых групп и отрицательное ре-
шение вне этого класса. Мы рассмотрим три такие проблемы, а также упомянем ещё
три проблемы, которые, возможно, также относятся к подобному типу.

Abstract

O. Macedońska, On difficult problems and locally graded groups, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 2, pp. 127—133.

Some problems that in general have a negative answer have an affirmative answer in
the class of locally graded groups and a negative answer outside of this class. We present
three such problems and mention other three, which possibly are of that type.

Пусть F — свободная полугруппа со свободным порождающим множеством
X = {x1, x2, . . .}. Пусть u :=u(x1, x2, . . . , xn), v :=v(x1, x2, . . . , xn)— слова из F ,
т. е. u, v не содержат элементов, обратных к xi. Будем говорить, что полугруп-
повое тождество u = v выполнено в группе G, если при любом отображении
ϕ : X → G имеем uϕ = vϕ в G.
Локально ступенчатые группы были введены С. Н. Черниковым [5] в 1970 г.
Определение 1. Группа G называется локально ступенчатой группой

(LG-группой), если каждая нетривиальная конечно порождённая подгруппа
группы G имеет собственную подгруппу конечного индекса. Группы, которые
не являются LG-группами, называют не-LG-группами.
Нетрудно доказать следующие свойства LG-групп.

Следствие 1. Класс всех LG-групп замкнут относительно взятия подгрупп,
расширений и декартовых произведений. Этот класс содержит все группы, ко-
нечно порождённые подгруппы которых являются LG-группами, и все группы,
которые аппроксимируются LG-группами.
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Примеры LG- и не-LG-групп.

1. Если G является расширением нильпотентной группы при помощи локаль-
но конечной группы, то G—LG-группа по следствию 1.

2. Если G имеет конечно порождённую бесконечную простую фактор-группу
H/N (N � H ⊆ G), то G—не-LG-группа. Действительно, если G имеет
такую фактор-группу, то можно считать, что H —конечно порождённая
группа. Тогда фактор-группа H/N , будучи простой и бесконечной, не име-
ет собственной нормальной подгруппы конечного индекса. Поэтому H не
имеет собственной нормальной подгруппы конечного индекса. Из теоремы
Пуанкаре следует, что H не имеет собственной подгруппы конечного ин-
декса. Значит, H есть не-LG-группа. Из следствия 1 выводим, что G также
не-LG-группа.

На рисунке класс локально ступенчатых групп изображён в виде внутрен-
него затемнённого эллипса (подробнее см. [18]). Левая половина рисунка со-
держит группы, не содержащие свободных неабелевых подполугрупп. Правая
половина содержит группы, содержащие свободные неабелевы подполугруппы.
Верхние области рисунка 1—4, 1∗—3∗ содержат группы, которые не удовле-
творяют никакому тождеству. Сектор, расположенный в нижнем левом углу,
содержит группы, удовлетворяющие полугрупповым тождествам. Эллипс, об-
ведённый прерывистой линией, содержит финитно аппроксимируемые группы.
Область 11 содержит группы полиномиального роста. Область 1 содержит все из-
вестные группы промежуточного роста. Не-LG-группы расположены в областях
4, 7, 8, 3∗, 6∗.

Автор полагает, что класс LG-групп указывает на различие между группа-
ми, построенными стандартным способом, т. е. построенными из разрешимых
и локально конечных групп, и группами, обладающими бесконечными конечно
порождёнными простыми факторами. Если группа G есть не-LG-группа, то G
должна содержать бесконечную конечно порождённую простую фактор-группу,
так как если конечно порождённая подгруппа H ⊆ G не имеет собственной
подгруппы конечного индекса и N является максимальной нормальной подгруп-
пой в H (такая подгруппа существует по лемме Цорна), то фактор-группа H/N
является простой и бесконечной группой.
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Некоторые проблемы, имеющие отрицательное решение в общем случае,
имеют положительное решение в классе всех LG-групп и отрицательное ре-
шение в классе всех не-LG-групп.
Вначале рассмотрим проблему Бернсайда.

Проблема 1. Каждая ли группа конечной экспоненты локально конечна?

Теорема 1. Группа G конечной экспоненты является локально конечной
группой тогда и только тогда, когда G есть LG-группа.

Доказательство. Так как локально конечные группы локально ступенчаты,
то часть «только тогда» очевидна. Для доказательства части «тогда» достаточно
рассмотреть конечно порождённую локально ступенчатую группу G конечной
экспоненты. Тогда из положительного решения ограниченной проблемы Берн-
сайда (см. [25]) следует, что G содержит конечно порождённую минимальную
нормальную подгруппу N конечного индекса. Если N �= 1, то, будучи локально
ступенчатой, N содержит собственную подгруппу H конечного индекса. Груп-
па H содержит подгруппу, которая нормальна в G и имеет конечный индекс в G.
Это противоречит минимальности N . Значит, N = 1, и G—конечная группа.

Согласно результату Мальцева [3] (см. также [20]) группа, содержащая
нильпотентную подгруппу конечного индекса, удовлетворяет полугрупповому
тождеству. Вопрос о справедливости обратного утверждения оставался откры-
тым более тридцати лет. В общем случае ответ отрицателен [22], однако для
класса LG-групп ситуация похожа на предыдущую.

Проблема 2. Каждая ли группа, удовлетворяющая полугрупповому тожде-
ству, есть расширение нильпотентной группы посредством локально конечной
группы конечной экспоненты?

Теорема 2. Группа G, удовлетворяющая полугрупповому тождеству, являет-
ся расширением нильпотентной группы посредством локально конечной группы
конечной экспоненты тогда и только тогда, когда G есть LG-группа.

Доказательство. Часть «только тогда» следует из следствия 1. Часть «то-
гда» доказана в [12, следствие 1], где утверждается, что LG-группы, удовле-
творяющие полугрупповому тождеству, являются расширениями нильпотент-
ных групп посредством локально конечных групп конечной экспоненты (см.
также [7, теорема 1]).

Согласно результатам Громова [13], Милнора [19] и Вулфа [26] конечно по-
рождённая группа имеет полиномиальный рост тогда и только тогда, когда она
есть расширение нильпотентной группы посредством конечной группы. Поэтому
по теореме 2 справедливо следствие 2.

Следствие 2. Конечно порождённая группа G, удовлетворяющая полугруп-
повому тождеству, имеет полиномиальный рост тогда и только тогда, когда G
есть LG-группа.
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Согласно результатам Адяна [1] бесконечные бернсайдовы группы B(m,n)
простой экспоненты m � 665 и конечного ранга n > 1 имеют экспоненциальный
рост. Из следствия 2 выводим, что эти бернсайдовы группы есть не-LG-группы,
содержащиеся в области 8 рисунка. То же самое следует из теоремы 1.
Следующая проблема касается так называемых коллапсирующих групп, вве-

дённых Шалевом в [23]. Группа G называется n-коллапсирующей, если для
каждого n-элементного подмножества S ⊆ G выполнено неравенство |Sn| < nn.
Группа называется коллапсирующей, если она n-коллапсирующая для некото-
рого n.

Проблема 3. Каждая ли коллапсирующая группа есть расширение нильпо-
тентной группы посредством локально конечной группы конечной экспоненты?

Теорема 3. Коллапсирующая группа G является расширением нильпотент-
ной группы посредством локально конечной группы конечной экспоненты тогда
и только тогда, когда G есть LG-группа.

Доказательство. Как показано в [7], коллапсирующая LG-группа удовле-
творяет полугрупповому тождеству. По теореме 2 отсюда следует, что G есть
расширение нильпотентной группы посредством локально конечной группы ко-
нечной экспоненты. Часть «тогда» доказана. Справедливость части «только то-
гда» следует из того, что расширения нильпотентных групп посредством ло-
кально конечных групп конечной экспоненты есть LG-группы.

Группа G называется n-энгелевой, если она удовлетворяет коммутаторному
тождеству [. . . [[x, y], y], . . . , y] = 1, где y повторяется n раз. В 1963 г. Ширшов
поставил вопрос: всякая ли n-энгелева группа удовлетворяет полугрупповому
тождеству [2, 2.82]. Вопрос остаётся открытым для n > 4 [24], однако возмож-
ные контрпримеры должны быть не-LG-группами.

Проблема 4. Всякая ли n-энгелева группа удовлетворяет полугрупповому
тождеству?

Теорема 4. Если G есть n-энгелева LG-группа, то G удовлетворяет полу-
групповому тождеству.

Доказательство. Пусть Nc означает многообразие нильпотентных групп
ступени нильпотентности � c и Be означает локально конечное многообразие
экспоненты e [25]. В [15] показано, что каждая локально ступенчатая n-энге-
лева группа G локально нильпотентна. Тогда из [11] следует, что G содержится
в многообразии Nc(n)Be(n)∩Be(n)Nc(n), где c(n) и e(n) зависят только от n. Со-
гласно [3] многообразие Nc(n)Be(n) удовлетворяет полугрупповому тождеству.
Значит, в G выполнено полугрупповое тождество.

Через A обозначим многообразие всех абелевых групп, через Ap—много-
образие всех абелевых групп экспоненты p. Если группа G удовлетворяет
полугрупповому тождеству, то многообразие var(G), порождённое этой груп-
пой, имеет базис, состоящий из полугрупповых тождеств [17]. Многообразие
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всех метабелевых групп, например, не удовлетворяет никакому полугрупповому
тождеству [3], однако каждое многообразие содержит абелево подмногообра-
зие, имеющее базис, состоящий из полугрупповых тождеств. По лемме Цорна
среди многообразий, в которых не выполняются полугрупповые тождества, су-
ществуют минимальные многообразия. Единственные известные примеры таких
многообразий— это ApA для простого p [14]. Проблема, поставленная в [6, 19.2],
эквивалентна следующей.

Проблема 5. Пусть var(G)—многообразие, в котором не выполнено ни одно
полугрупповое тождество. Существует ли такое простое число p, что

var(G) ⊇ ApA?

Теорема 5. Положительный ответ для проблемы 5 известен только для неко-
торых LG-групп. В общем случае ответ отрицателен.

Доказательство. Положительный ответ известен для SC-групп [14], т. е.
для групп, принадлежащих произведению многообразий, каждое из которых
либо разрешимо, либо является кроссовым многообразием. Так как каждое
кроссово многообразие порождается конечной группой [21], то кроссовы мно-
гообразия локально конечны. Таким образом, каждая SC-группа может быть
получена с помощью расширений из разрешимых и локально конечных групп.
Значит, SC-группы являются LG-группами.
Отрицательный ответ для этой проблемы дан в [16]. Показано, что суще-

ствует такая группа G, содержащая свободную неабелеву подполугруппу (и,
следовательно, не удовлетворяющая никакому полугрупповому тождеству), что
var(G) не содержит ApA ни для какого p. Группа G является конечно поро-
ждённой относительно свободной группой (подробно эта группа рассматривает-
ся в [4, глава 9]). Группа G определяет псевдоабелево многообразие, в котором
все метабелевы и все конечные группы являются абелевыми группами. Однако
неизвестно, является ли G не-LG-группой.

Следующая проблема была сформулирована Г. Бергманом в 1981 г. [8, 9] и
в несколько иной форме содержится также в [6].

Проблема 6. Каждая ли группа G удовлетворяет всем полугрупповым тож-
дествам, выполненным в подполугруппе S, порождающей G?

Известно, что ответ утвердителен, если G есть LG-группа, не содержащая
свободных неабелевых подполугрупп (результат не опубликован). Существова-
ние контрпримера было анонсировано С. Ивановым и А. Сторожевым на алге-
браической конференции в Москве в 2004 г. Построенная ими полугруппа S
удовлетворяет тождеству, подобному тому, что было определено в [22]. От-
носительно свободная группа с тождеством, сконструированным в [22], есть
не-LG-группа, однако неизвестно, является ли группа G не-LG-группой в слу-
чае, если это тождество выполнено на полугруппе S, порождающей G.
Полученные результаты представлены в таблице.
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Проблема Ответ для LG-групп Ответ для не-LG-групп

1 ∀G, ДА ∀G, НЕТ

2 ∀G, ДА ∀G, НЕТ

3 ∀G, ДА ∀G, НЕТ

4 ∀G, ДА ничего не известно

5 ∃G, ДА ∃G, НЕТ (является ли G не-LG-группой?)

6 ∃G, ДА ∃G, НЕТ (является ли G не-LG-группой?)
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