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Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова

И. А. ПИНЧУК
Московский государственный областной университет

e-mail: irenepin@yandex.ru

УДК 512.554

Ключевые слова: унитарная конформная алгебра Ли, универсальное центральное
расширение, ядро универсального центрального расширения, косодиэдральная гомо-
логия.

Аннотация

В работе изучаются унитарные конформные алгебры Ли—Стейнберга, которые яв-
ляются универсальными центральными расширениями унитарных конформных алгебр
Ли. Ядра таких расширений описываются с помощью косодиэдральной гомологии.

Abstract

A. V. Mikhalev, I. A. Pinchuk, Steinberg unitary Lie conformal algebras, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 2, pp. 135—155.

In this paper, we study Steinberg unitary Lie conformal algebras, which are universal
central extensions of unitary Lie conformal algebras. We describe the kernels of these
extensions by means of skew-dihedral homology.

В работе изучаются унитарные конформные алгебры Ли—Стейнберга, ко-
торые являются универсальными центральными расширениями унитарных кон-
формных алгебр Ли. Ядра таких расширений описываются с помощью косоди-
эдральной гомологии.

Унитарные конформные алгебры Ли—Стейнберга являются аналогом уни-
тарных алгебр Ли—Стейнберга, введённых в [4] для унитарных алгебр Ли и
являющихся обобщением алгебр Ли—Стейнберга (см. [7,8]). Связь между уни-
тарными алгебрами Ли—Стейнберга и косодиэдральной гомологией подробно
изучена в [9]. Унитарные конформные алгебры Ли—Стейнберга, в свою очередь,
являются обобщением конформных алгебр Ли—Стейнберга, структуре которых
посвящена работа [1].

Напомним основные сведения из теории конформных алгебр Ли (см., напри-
мер, [5,6]).

Как известно, конформной алгеброй Ли называется линейное простран-
ство C над полем k (char k = 0), в котором задано линейное отображение
D : C → C и для всех неотрицательных целых чисел n определены билинейные
произведения n , такие что для всех a, b, c ∈ C справедливы следующие условия:
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1) a n b = 0 при всех n � N(a, b), где N(a, b)—некоторое целое неотрица-
тельное число, зависящее только от a и b;

2) D(a n b) = Da n b+ a n Db;
3) Da n b = −na n−1 b, причём Da 0 b = 0;
4) a n b =

∑
s�0

(−1)n+s+1D(s)(b n+s a) (условие антикоммутативности);

5) (a n b) m c =
∑
s�0

(−1)s
(
n
s

)
(a n−s (b m+s c) − b m+s (a n−s c))

(тождество Якоби).

Посредством D(i) обозначено отображение Di

i! при i � 0, m и n принадле-
жат Z+ —множеству неотрицательных целых чисел.

Назовём коммутантом C Z+ C конформной алгебры Ли C идеал в C,
порождённый всеми элементами вида a n b, где a, b ∈ C, n ∈ Z+.

Конформную алгебру Ли C назовём совершенной, если она совпадает со
своим коммутантом, т. е. C = C Z+ C.

Центральным расширением конформной алгебры Ли C называется кон-
формная алгебра U и сюръективный гомоморфизм ϕ : U → C, ядро которого
лежит в центре алгебры U .

Центральное расширение (U,ϕ) конформной алгебры Ли C называется уни-
версальным, если для любого другого центрального расширения (V, ψ) алге-
бры C существует единственный гомоморфизм h : U → V , такой что ψh = ϕ.
Это условие может быть задано с помощью коммутативной диаграммы

0 −−−−→ I −−−−→ U
ϕ−−−−→ C −−−−→ 0�h �id

0 −−−−→ J −−−−→ V
ψ−−−−→ C −−−−→ 0

Как отмечено в [6], для задания любого центрального расширения (U,ϕ)
конформной алгебры Ли C с одномерным центром I необходимо определить
2-коцикл {αn} алгебры C, т. е. счётное множество отображений αn : C×C → I,
для которых

αn(Da, b) = −nαn−1(a, b); (1)

αn(a, b) = (−1)n+1αn(b, a); (2)

αm(a, b n c) =
m∑
j=0

(
m

j

)
αm+n−j(a j b, c) + αn(b, a m c). (3)

Тогда U = C ⊕ I, билинейные произведения n̄ в U определяются так: для всех
a, b ∈ C ⊂ U a n̄ b = a n b+ αn(a, b), где n —произведение, определённое в C,
I n̄ U = 0 и DI = 0.

В [2] доказано, что конформная алгебра Ли C имеет универсальное цен-
тральное расширение тогда и только тогда, когда алгебра C совершенна, при
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этом центральное расширение (U,ϕ) конформной алгебры Ли C является уни-
версальным тогда и только тогда, когда U — совершенная конформная алгебра
Ли и любое центральное расширение алгебры U расщепляется.

Далее мы будем использовать конформные алгебры Ли, встречающиеся
в [5,6]. Напомним их описание.

Пусть R—алгебра Ли над полем k, CR = k[D] ⊗k R, элементы из CR вида
Di⊗ r, как и в [5], будем записывать в форме Dir (r ∈ R). Для любых r, s ∈ R,
n, i ∈ Z+ и x ∈ CR зададим следующие соотношения:

r 0 s = [r, s], для n � 1 r n s = 0; (4)

D(i)r n x = (−1)i
(
n

i

)
r n−i x (5)

(причём r n x = 0 для n < 0);

r n D(i)s = D(i−n)[r, s] (6)

(ясно, что D(i) = 0 для i < 0), где [ , ]—операция коммутирования в R.
Непосредственная проверка показывает, что соотношения (4)—(6) превраща-

ют CR в конформную алгебру Ли.
Пусть теперь g—конечномерная простая комплексная алгебра Ли ранга l,

∆— система ненулевых корней g, {α1, . . . , αl}—множество простых корней g,
{eα, hα | α ∈ ∆}—базис Шевалле в g, элементы которого удовлетворяют ком-
мутационным соотношениям

[hα, hβ ] = 0; (7)

[hα, eβ ] = β(hα)eβ ; (8)

[eα, e−α] = hα; (9)

[eα, eβ ] = Nα,β eα+β , (10)

где α, β, α + β ∈ ∆. Коэффициенты Nα,β —целые числа, определяемые с точ-
ностью до знака и зависящие только от системы корней ∆. Если α, β ∈ ∆, но
α+ β /∈ ∆, то положим Nα,β = 0.

В алгебре Ли g условием θ(eα) = −e−α определена инволюция Шевалле θ
(см. [3]). Заметим также, что для всех α, β ∈ ∆ и α± β �= 0

Nα,β = −Nβ,α = −N−α,−β ; (11)

β(Hα) +N−α,βN−α+β,α +Nβ,αNα+β,−α = 0 (12)

(см., например, [9]).
Рассмотрим ассоциативную и коммутативную k-алгебру A с 1 и инволю-

цией ¯ (k—поле характеристики 0) и определим алгебру Ли g(A) = gZ ⊗Z A
следующими формулами:

λ(x⊗ a) = x⊗ λa, [x⊗ a, y ⊗ b] = [x, y] ⊗ ab,

где x, y ∈ gZ, a, b ∈ A, λ ∈ k (см., например, [7, 9]). Здесь через gZ обозначена
подалгебра Ли в алгебре g, порождённая всеми eα с целыми коэффициентами.
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Обозначим µ = (µ1, . . . , µl) ∈ k×l, µi �= 0. Будем записывать µα =
= µn1

1 µn2
2 . . . µnl

l , если α = n1α1 + n2α2 + . . . + nlαl. Тогда в g(A) определена
подалгебра Ли eu(g, A, ¯, µ), порождённая элементами вида eα(a) − µαe−α(ā),
α ∈ ∆, a ∈ A (см. [9]). Из равенств (7)—(12) нетрудно получить следующие
соотношения в eu(g, A, ¯, µ):

[eα(a) − µαe−α(ā), e−α(b) − µ−αeα(b̄)] = hα(ab− ab), (13)

[hα(a− ā), eβ(b) − µβe−β(b̄)] = β(hα)(eβ(ab− āb) − µβe−β(ab− ab̄)); (14)

[eα(a) − µαe−α(ā), eβ(b) − µβe−β(b̄)] = Nα,β(eα+β(ab) − µα+βe−α−β(ab)) +

+N−α,βµβ(eα−β(ab̄) − µα−βe−α+β(āb)). (15)

Обозначим через Cg(A) = k[D] ⊗k g(A) конформную алгебру Ли, заданную
условиями (4)—(6). Тогда алгебра Cg(A) порождается образующими D(i)eα(a)
и D(i)hα(a) и соотношениями

D(i)eα(a) n D(j)e−α(b) =

{
0, если i+ j < n,

(−1)i
(
n
i

)
D(i+j−n)hα(ab), если i+ j � n,

(16)

D(i)hα(a) n D(j)eβ(b) =

=

{
0, если i+ j < n,

(−1)i
(
n
i

)
β(hα)D(i+j−n)eβ(ab), если i+ j � n,

(17)

D(i)eα(a) n D(j)eβ(b) =

=

{
0, если i+ j < n или α+ β /∈ ∆ ∪ {0},
(−1)i

(
n
i

)
NαβD

(i+j−n)eα+β(ab), если i+ j � n и α, β, α+ β ∈ ∆.
(18)

Определение 1. Назовём унитарной конформной алгеброй Ли Cu(g, A, ¯, µ)
подалгебру в конформной алгебре Ли Cg(A), которая порождается элементами
вида D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)).

Очевидно, что

Cu(g, A, ¯, µ) = k[D] ⊗k eu(g, A, ¯, µ). (19)

Из условий (13)—(18) следует, что в алгебре Cu(g, A, ¯, µ) выполняются со-
отношения

D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)) n D(j)(e−α(b) − µ−αeα(b̄)) =

=

{
0, если i+ j < n,

(−1)i
(
n
i

)
D(i+j−n)hα(ab− āb), если i+ j � n,

D(i)hα(a− ā) n D(j)(eβ(b) − µβe−β(b̄)) =

=

{
0, если i+ j < n,

(−1)i
(
n
i

)
β(hα)D(i+j−n)(eβ(ab− āb) − µβe−β(ab− ab̄)), если i+ j > n,
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D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)) n D(j)(eβ(b) − µβe−β(b̄)) =

=




0, если i+ j < n или α± β /∈ ∆ ∪ {0},
(−1)i

(
n
i

)
(Nα,βD(i+j−n)(eα+β(ab) − µα+βe−α−β(ab)) +

+N−α,βµβD(i+j−n)(eα−β(ab̄) − µα−βe−α+β(āb))),
если i+ j � n, α, β ∈ ∆, α+ β ∈ ∆ и (или) α− β ∈ ∆.

(20)

Пусть теперь l � 2.
Определение 2. Назовём унитарной конформной алгеброй Ли—Стейнбер-

га stuc(g, A, ¯, µ) для унитарной конформной алгебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) кон-
формную алгебру Ли, порождённую элементами D(i)uα(a) (α ∈ ∆, a ∈ A) и
соотношениями

отображение a→ D(i)uα(a) k-линейно, (21)

D(i)uα(a) = D(i)u−α(−µαā), (22)

D(i)uα(a) n D(j)uβ(b) =

=




0, если i+ j < n или α± β /∈ ∆ ∪ {0},
(−1)i

(
n
i

)
(Nα,βD(i+j−n)uα+β(ab) +

+N−α,βµβD(i+j−n)uα−β(ab̄)), если i+ j � n и α+ β ∈ ∆
и (или) α− β ∈ ∆.

(23)

Обозначим

D(i)Hα(a, b) = (−1)i
(
n

j

)−1

D(j)uα(a) n D(i−j+n)u−α(b).

Дальнейшие вычисления существенно опираются на следующие формулы
(см. [5]): ∑

k�0

(−1)k
(
r

k

)(
s+ k

n

)
= (−1)r

(
s

n− r

)
, (r � 0),

(
n

s

)(
n− s

i

)
=

(
n

i

)(
n− i

s

)
,

(−r
k

)
= (−1)k

(
r + k − 1

k

)
,

D(s)D(t) =
(
s+ t

s

)
D(s+ t), D(s)(a n b) =

∑
s1�0

D(s1)(a) n D(s−s1)(b),

(
n

i

)
(n− i) =

(
n

i+ 1

)
(i+ 1).

Лемма 1. Если l � 2, то

D(i)Hα(a, b) m D(k)uβ(c) =

=

{
0, если i+ k < m,

(−1)i
(
m
i

)
β(hα)D(i+k−m)uβ((ab− ab)c), если i+ k � m.
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда β �= ±α. Имеем
D(i)Hα(a, b) m D(k)uβ(c) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)

(D(j)uα(a) n D(i−j+n)u−α(b)) m D(k)uβ(c) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)

×

×
∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)
(D(j)uα(a) n−s (D(i−j+n)u−α(b) m+s D(k)uβ(c)) −

−D(i−j+n)u−α(b) m+s (D(j)uα(a) n−s D(k)uβ(c))) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1) ∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)(
D(i)uα(a) n−s (−1)i−j+n

(
m+ s

i− j + n

)
×

× (N−α,βD(i−j+n+k−m−s)u−α+β(bc) +Nα,βµ
β(D(i−j+n+k−m−s)u−α−β(bc̄)) −

−D(i−j+n)u−α(b) m+s (−1)j
(
n− s

j

)
×

× (Nα,βD(i+k−n+s)uα+β(ac) +N−α,βµβD(j+k−n+s)uα−β(ac̄))
)

=

= (−1)i+j+n
(
n

j

)(−1) ∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)(
n− s

j

)(
m+ s

i− j + n

)
×

× (N−α,βNα,−α+βD
(i+k−m)uβ(abc) +

+N−α,βN−α,−α+βµ
−α+βD(i+k−m)u2α−β(abc) +

+Nα,βNα,−α−βµβD(i+k−m)u−β(abc̄) +

+Nα,βN−α,−α−βµ−αD(i+k−m)u2α+β(ab̄c) −Nα,βN−α,α+βD
(i+k−m)uβ(abc) −

−Nα,βNα,α+βµ
α+βD(i+k−m)u−2α−β(bac) −

−N−α,βN−α,α−βµβD(i+k−m)u−β(abc̄) −
−N−α,βNα,α−βµαD(i+k−m)u−2α+β(ābc)) =

= (−1)i
(
m

i

)
β(hα)D(i+k−m)uβ((ab− ab)c).

Пусть теперь α = β. Так как l � 2, то существуют такие корни γ, δ ∈ ∆, что
α = γ + δ, α �= ±(γ − δ), α �= ±γ, α �= ±δ, откуда следует, что Nγ �= 0, δ �= 0.
Учитывая, что

(−1)p
(
r

p

)
Nγ,δD

(k)uγ+δ(c) =

= D(p)uγ(c) r D(k+r−p)uδ(1) − (−1)p
(
r

p

)
N−γ,δµδD(k)uγ−δ(c),
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имеем

(−1)p
(
r

p

)
Nγ,δD

(i)Hα(a, b) m D(k)uγ+δ(c) =

= D(i)Hα(a, b) m (D(p)uγ(c) r D(k+r−p)uδ(1)) − (24)

− (−1)p
(
r

p

)
N−γ,δµδD(i)Hα(a, b) m D(k)uγ−δ(c). (25)

Выполняя преобразования выражений (24) и (25), аналогичные использован-
ным в доказательстве первой части леммы 1, записываем разность выражений
(24) и (25) так:

(−1)i+p
(
m

i

)(
r

p

)
α(hα)Nγ,δD(i+k−m)uγ+δ((ab− ab)c) −

− (−1)i+p
(
m

i

)(
r

p

)
(δ(hα) − γ(hα))N−γ,δµδD(i+k−m)uγ−δ((ab− ab)c) +

+ (−1)i+p
(
m

i

)(
r

p

)
N−γ,δµδ(δ(hα) − γ(hα))D(i+k−m)uγ−δ((ab− ab)c) =

= (−1)i+p
(
m

i

)(
r

p

)
α(hα)Nγ,δD(i+k−m)uγ+δ((ab− ab)c).

Отсюда, используя условие (−1)p
(
r
p

)
Nγ,δ �= 0, получаем утверждение лем-

мы 1, чем и завершаем её доказательство.

Обозначим через H подмодуль в конформной алгебре stuc(g, A, ¯, µ), поро-
ждённый всеми элементами D(i)Hα(a, b), где α ∈ ∆, a, b ∈ A.

Пусть ϕ : stuc(g, A, ¯, µ) → Cu(g, A, ¯, µ)— сюръективный гомоморфизм,
определённый условием ϕD(i)uα(a) = D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)).

Предложение 2. Унитарная конформная алгебра Ли—Стейнберга
stuc(g, A, ¯, µ) с гомоморфизмом ϕ является центральным расширением
унитарной конформной алгебры Ли Cu(g, A, ¯, µ), справедливо включение
Kerϕ ⊆ H.

Доказательство. Обозначая через U подмодуль в конформной алгебре
stuc(g, A, ¯, µ), порождённый всеми элементами D(i)uα(a) (α ∈ ∆, a ∈ A),
получаем, что stuc(g, A, ¯, µ) = H ⊕ U . Кроме того, по лемме 1 H n U ⊆ U .
Отсюда и из инъективности ограничения гомоморфизма ϕ на подмодуль U сле-
дует выполнение включения Kerϕ ⊆ H, а также центральность построенного
расширения.

Пусть A+ = {a + ā | a ∈ A}—подалгебра в алгебре A. Ясно, что a ∈ A+

тогда и только тогда, когда a = ā.

Лемма 3. Пусть α, β, α+ β ∈ ∆. Тогда

1) D(i)Hα(a, b) = −D(i)H−α(b, a) = −D(i)Hα(b̄, ā);
2) Nα,βD(i)Hα+β(ab, c) = Nβ,−α−βD(i)Hα(a, bc) −Nα,−α−βD(i)Hβ(b, ac);
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3) D(i)Hβ(1, c) = D(i)Hβ(c, 1);
4) D(i)Hβ(1, c) = 0 для всех c ∈ A+.

Доказательство. Для проверки утверждения 1) запишем

D(i)Hα(a, b) = (−1)j
(
n

j

)(−1)

D(j)uα(a) n D(i−j+n)u−α(b) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1) ∑
s�0

(−1)n+s+1D(s)(D(i−j+n)u−α(b) n+s D(j)uα(a)) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)∑
s�0

(−1)n+s+1D(s)

(
(−1)i−j+n

(
n+ s

i− j + n

)
D(i−s)H−α(b, a)

)
=

= (−1)i+1

(
n

j

)(−1) ∑
s�0

(−1)s
(
i

s

)(
n+ s

i− j + n

)
D(i)H−α(b, a) = −D(i)H−α(b, a),

а также

D(i)H−α(b, a) = (−1)j
(
n

j

)(−1)

D(j)u−α(b) n D(i−j+n)uα(a) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)

(−µ−αD(j)uα(b̄) n (−µαD(i−j+n)u−α(ā))) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)

D(j)uα(b̄) n D(i−j+n)u−α(ā) = D(i)Hα(b̄, ā).

Докажем условие 2). Имеем

(−1)k
(
r

k

)
Nα,βD

(i)uα+β(ab) = D(k)uα(a) r D(j−k+r)uβ(b),

откуда, используя определение алгебры stuc(g, A, ¯, µ) и соотношения, выполня-
емые в ней, получаем

(−1)k
(
r

k

)
Nα,βD

(i)Hα+β(ab, c) =

= (−1)j
(
n

j

)(−1)( ∑
t�0

(−1)t
(
r

t

)(
(−1)j−k+r

(
n+ t

j − k + r

)
×

×
(
Nβ,−α−β(−1)k

(
r − t

k

)(
D(i)Hα(a, bc) +N−β,−α+βµ

−α−β
(

(−1)k
(
r − t

k

)
×

× (Nα,α+2βD
(i)u2α+2β(abc̄) +N−α,α+2βµ

α+2βD(i)u−2β(abc̄ ))
))

−

− (−1)k
(
r − t

k

)(
Nα,−α−β(−1)j−k+r

(
n+ t

j − k + r

)
D(i)Hβ(b, ac) +
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+N−α,−α−βµ−α−β
(

(−1)j−k+r
(

n+ t

j − k + r

)
(Nβ,2α+βD

(i)u2α+2β(bac̄) +

+N−β,2α+βµ
2α+βD(i)u−2α(bac̄ )

))))
.

Если α, β, α+ β ∈ ∆, то 2α, 2β, 2α+ 2β /∈ ∆, откуда

Nα,α+2β = Nβ,2α+β = N−α,α+2β = N−β,2α+β = 0.

Используя то, что (−1)k
(
r
k

) �= 0, завершаем доказательство условия 2).
Для доказательства условий 3) и 4) подставим в равенство 2) a = b = 1:

Nα,βD
(i)Hα+β(1, c) = Nβ,−α−βD(i)Hα(1, c) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, c), (26)

при a = c̄, b = c = 1 получим

Nα,βD
(i)Hα+β(c̄, 1) = Nβ,−α−βD(i)Hα(c̄, 1) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, c̄). (27)

Перепишем равенство (27), используя условие (1):

−Nα,βD(i)Hα+β(1, c) = −Nβ,−α−βD(i)Hα(1, c) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, c̄). (28)

Складывая равенства (26) и (28), получаем

−Nα,−α−β(D(i)Hβ(1, c) +D(i)Hβ(1, c̄)) = 0.

Так как Nα,−α−β �= 0, то

D(i)Hβ(1, c) +D(i)Hβ(1, c̄) = 0.

Отсюда
D(i)Hβ(1, c) = −D(i)Hβ(1, c̄)) = D(i)Hβ(c, 1),

что доказывает утверждение 3). Также D(i)Hβ(1, c+ c̄) = 0, что означает выпол-
нение условия 4). Доказательство леммы 3 завершено.

Обозначим
D(i)tα(a, b) = D(i)Hα(a, b) −D(i)Hα(1, ab),

где α ∈ ∆, a, b ∈ A.

Лемма 4. Элементы D(i)tα(a, b) удовлетворяют следующим условиям:
1) Nβ,−α−βD(i)tα(a, b) = −Nα,−α−βD(i)tβ(a, b);
2) Nβ,−α−βD(i)tα(a, b) = Nα,−α−βD(i)tα(b, a).

Доказательство. В равенстве 2) леммы 3 положим a = 1, b = a, c = b, тогда

Nα,βD
(i)Hα+β(a, b) = Nβ,−α−βD(i)Hα(1, ab) −Nα,−α−βD(i)Hβ(a, b). (29)

При b = 1, c = b получим

Nα,βD
(i)Hα+β(a, b) = Nβ,−α−βD(i)Hα(a, b) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, ab). (30)

Вычисляя разность (29) и (30), имеем

Nβ,−α−β(D(i)Hα(a, b)−D(i)Hα(1, ab)) = −Nα,−α−β(D(i)Hβ(a, b)−D(i)Hβ(1, ab)),



144 А. В. Михалёв, И. А. Пинчук

или
Nβ,−α−βD(i)tα(a, b) = −Nα,−α−βD(i)tβ(a, b).

Аналогично последовательно выполняя замены c = 1 и a = ab, b = 1, c = 1
в равенстве 2) леммы 3, получаем

Nα,βD
(i)Hα+β(ab, 1) = Nβ,−α−βD(i)Hα(a, b) −Nα,−α−βD(i)Hβ(b, a), (31)

Nα,βD
(i)Hα+β(ab, 1) = Nβ,−α−βD(i)Hα(ab, 1) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, ab). (32)

Вычисляя разность (31) и (32) и используя свойство 3) леммы 3, имеем

Nβ,−α−β(D(i)Hα(a, b) −D(i)Hα(1, ab)) = Nα,−α−β(D(i)Hβ(b, a) −D(i)Hβ(1, ab)),

что означает
Nβ,−α−βD(i)tα(a, b) = Nα,−α−βD(i)tβ(b, a).

Доказательство леммы 4 завершено.

Лемма 5. Для всех α ∈ ∆ и a, b ∈ A справедливы следующие равенства:

1) D(i)tβ(a, b) +D(i)tβ(b, a) = 0;
2) D(i)tβ(a, b) −D(i)tβ(ā, b̄) = 0;
3) D(i)tβ(ab, c) +D(i)tβ(bc, a) +D(i)tβ(ac, b) = 0;
4) D(i)tβ(a, 1) = D(i)tβ(1, a) = 0.

Доказательство. Вычитая из равенства 2) леммы 4 почленно равенство 1)
той же леммы, получаем

Nα,−α−β(D(i)tβ(a, b) +D(i)tβ(b, a)) = 0. (33)

Так как l � 2, то для любого α ∈ ∆ существует корень β ∈ ∆, такой что
α + β ∈ ∆, что означает Nα,−α−β �= 0. После сокращения равенства (33) на
Nα,−α−β получаем условие 1).

Чтобы доказать условие 2), запишем

D(i)tβ(ā, b̄) = D(i)Hβ(ā, b̄) −D(i)Hβ(1, āb̄) = −D(i)Hβ(b, a) +D(i)Hβ(ab, 1) =

= −(D(i)Hβ(b, a) −D(i)Hβ(1, ab)) = −D(i)tβ(b, a) = D(i)tβ(a, b).

Для доказательства условия 3) подставим в равенство (30) a = ab, b = c:

Nα,βD
(i)Hα+β(ab, c) = Nβ,−α−βD(i)Hα(ab, c) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, abc). (34)

Сопоставляя равенство (34) и условие 2) леммы 3, получаем

Nβ,−α−βD(i)Hα(ab, c) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, abc) =

= Nβ,−α−βD(i)Hα(a, bc) −Nα,−α−βD(i)Hβ(b, ac),

Nβ,−α−β(D(i)tα(ab, c) +D(i)Hα(1, abc)) −Nα,−α−βD(i)Hβ(1, abc) =

= Nβ,−α−β(D(i)tα(a, bc) +D(i)Hα(1, abc)) −Nα,−α−βD(i)Hβ(b, ac),

Nβ,−α−βD(i)tα(ab, c) +Nα,−α−βD(i)tβ(b, ac) −Nβ,−α−βD(i)tα(a, bc) = 0. (35)
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Применяем к равенству (35) условия 1) леммы 4 и 1) леммы 5:

−Nα,−α−βD(i)tβ(ab, c) −Nα,−α−βD(i)tβ(ac, b) −Nα,−α−βD(i)tβ(bc, a) = 0.

Так как Nα,−α−β �= 0, получаем условие 3).
Для доказательства утверждения 4) запишем, что

D(i)tβ(1, a) = D(i)Hβ(1, a) −D(i)Hβ(1, a) = 0.

Учитывая условие 1), получаем утверждение 4), что завершает доказательство
леммы 5.

Предложение 6. Любой элемент ω ∈ Kerϕ может быть записан в виде

ω =
∑
i

D(0)tα1(ai, bi),

где α1 —некоторый простой корень относительно выбранного упорядочения си-
стемы корней ∆, ai, bi ∈ A.

Доказательство. Любой корень λ ∈ ∆ является линейной комбинацией про-
стых корней α1, . . . , αk, следовательно, D(i)Hλ(a, b) является линейной комби-
нацией элементов D(i)Hαj

(aj , bj), где αj —простые корни системы корней ∆,
aj , bj ∈ A (это следует из леммы 3).

Запишем D(i)Hαj
(a, b) в виде

D(i)Hαj
(a, b) = D(i)tαj

(a, b) +D(i)Hαj
(1, ab).

Из леммы 4 следует, что элементы D(i)tαj
(a, b) и D(i)tαk

(a, b) линейно зависимы
только тогда, когда αj+αk —корень, поэтому любой элемент ω ∈ H может быть
записан так:

ω =
∑
j

D(i)tα1(aj , bj) +
l∑

k=1

D(i)Hαk
(1, ck),

где l—ранг системы корней ∆. Если ω ∈ Kerϕ, то ϕ(ω) = 0 и Dω = 0 (см. [6]).
Имеем

ϕ(ω) = ϕ

( ∑
j

D(i)tα1(aj , bj) +
l∑

k=1

D(i)Hαk
(1, ck)

)
=

l∑
k=1

D(i)hαk
(ck) = 0,

следовательно, c1 = c2 = . . . = cl = 0, т. е.

ω =
∑
j

D(i)tα1(aj , bj).

Так как Dω = 0, то D(i)tα1(a, b) = 0 для всех i � 1, откуда i = 0, что доказывает
предложение 6.

Для описания ядра центрального расширения (stuc(g, A, ¯, µ), ϕ) напомним
определение косодиэдральной гомологии k-алгебры A.
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Рассмотрим тензорное произведение алгебры A

A⊗(n+1) = A⊗k A⊗k . . .⊗k A︸ ︷︷ ︸
n+1

,

где A⊗0 = k, и граничный оператор dn : A⊗(n+1) → A⊗n, заданный условием

dn(a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) =

=
n−1∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an + (−1)nana0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an−1,

где ai ∈ A, 0 � i � n.
Так как d2 = 0 (d0 = 0), то комплекс (A⊗(n+1), d) определяет гомологию

Хохшильда H∗(A) ассоциативной алгебры A.
Пусть также в алгебре A⊗(n+1) определено действие диэдральной группы

Dn+1 = 〈tn+1, sn+1 | tn+1
n+1 = s2n+1 = 1, sn+1tn+1s

−1
n+1 = t−1

n+1〉
следующим образом:

tn+1(a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) = (−1)nan ⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an−1,

sn+1(a0 ⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) = (−1)
n(n+1)

2 ā0 ⊗ ān ⊗ ān−1 ⊗ . . .⊗ ā1,

где ai ∈ A, 0 � i � n.
Введём обозначение

−1Dn(A) =
A⊗(n+1)

Im(tn+1 − 1) + Im(sn+1 + 1)
.

Так как tndn = dntn+1 и sndn = dnsn+1, то оператор dn индуцирует отобра-
жение

dn : −1Dn(A) → −1Dn−1(A),

для которого d2 = 0.
Косодиэдральной гомологией −1HD∗(A) алгебры A называется гомология

комплекса (−1D∗(A), d).
Следуя [9], опишем первую группу косодиэдральной гомологии алгебры A

в следующем виде. Пусть 〈A,A〉d = A⊗kA/Id, где Id—подпространство тензор-
ного произведения A⊗kA, порождённое элементами вида a⊗b+b⊗a, a⊗b−ā⊗b̄,
ab⊗ c+ bc⊗ a+ ca⊗ b для a, b, c ∈ A, и пусть 〈a, b〉d = a⊗ b+ Id. Тогда

−1HD−1(A) =
{ ∑

i

〈ai, bi〉d
∣∣∣ ∑

i

aibi − biai =
∑
i

(aibi − biai)
}
.

Если алгебра A коммутативна, то

−1HD1(A) = 〈A,A〉d.
Теорема 7. Kerϕ ∼= −1HD1(A).
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Доказательство. Определим отображение η : −1HD1(A) → Kerϕ условием

η(a⊗ b) = D(0)tα1(a, b).

Очевидно, что η определено корректно (в силу свойств элементов D(0)tα1(a, b)),
причём η— сюръекция.

Для доказательства инъективности отображения η определим 2-коцикл {fn}
на Cu(g, A, ¯, µ).

Лемма 8. Счётное множество отображений

fn : Cg(A) × Cg(A) → −1HD1(A),

задаваемых условиями

f0(D(0)x(a),D(0)y(b)) = (x, y) a⊗ b,

fn(D(i)x(a),D(j)y(b)) =

{
(−1)i

(
n
i

)
f0(D(0)x(a),D(0)y(b)), если n = i+ j,

0, если n �= i+ j,

где (x, y)—форма Киллинга алгебры Ли gZ, n ∈ Z+, является 2-коциклом.

Доказательство. Проверим, что отображения fn удовлетворяют условиям
(1)—(3).

Во-первых,

fn(DD(i)x(a),D(j)y(b)) =
1
i!
fn(D(i+1)x(a),D(j)y(b)) =

= (i+ 1)fn(D(i+1)x(a),D(j)y(b)) =

= (i+ 1)(−1)i+1

(
n

i+ 1

)
f0(D(0)x(a),D(0)y(b)) =

= −n(−1)i
(
n− 1
i

)
f0(D(0)x(a),D(0)y(b)) = −nfn−1(D(i)x(a),D(j)y(b)).

Далее,

fn(D(i)x(a),D(j)y(b)) = (−1)i
(
n

i

)
f0(D(0)x(a),D(0)y(b)) =

= (−1)i
(
n

i

)
(x, y)adb = (−1)i+1

(
n

i

)
(y, x)bda =

= (−1)i+1

(
n

i

)
f0(D(0)y(b),D(0)x(a)) =

= (−1)i+j+1(−1)j
(

n

n− i

)
f0(D(0)y(b),D(0)x(a)) =

= (−1)n+1(−1)j
(
n

j

)
f0(D(0)y(b),D(0)x(a)) = (−1)n+1fn(D(j)y(b),D(i)x(a)).

Наконец,

fm(D(i)x(a),D(j)y(b) n D(k)z(c)) =
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= fm

(
D(i)x(a), (−1)j

(
n

j

)
D(j+k−n)[y(b), z(c)]

)
=

= (−1)i+j
(
m

i

)(
n

j

)
f0(D(0)x(a),D(0)[y(b), z(c)]). (36)

С другой стороны,

fn(D(j)y(b),D(i)x(a) m D(k)z(c)) =

= fn

(
D(j)y(b), (−1)i

(
m

i

)
D(i+k−m)[x(a), z(c)]

)
=

= (−1)i+j
(
m

i

)(
n

j

)
f0(D(0)y(b),D(0)[x(a), z(c)]), (37)

m∑
r=0

(
m

r

)
fm+n−r(D(i)x(a) r D(j)y(b),D(k)z(c)) =

=
m∑
r=0

(
m

r

)
fm+n−r

(
(−1)i

(
r

i

)
D(i+j−r)[x(a), y(b)],D(k)z(c)

)
=

=
m∑
r=0

(−1)j−r
(
r

i

)(
m

r

)(
m+ n− r

i+ j − r

)
f0(D(0)[x(a), y(b)],D(0)z(c)). (38)

Так как
m∑
r=0

(−1)j−r
(
r

i

)(
m

r

)(
m+ n− r

i+ j − r

)
=

= (−1)i+j
(
m

i

) m∑
r=0

(−1)r−i
(
m− i

r − i

)(
m+ n− r

i+ j − r

)
= (−1)i+j

(
m

i

)(
n

j

)
,

то выражение (36) равно сумме выражений (37) и (38), так как отображение f0
является 2-коциклом на алгебре Ли g(A), и лемма 8 доказана.

Рассмотрим ограничение коцикла {fn} на подалгебру Cu(g, A, ¯, µ) и полу-
чим 2-коцикл на Cu(g, A, ¯, µ).

Построим центральное расширение C̃u(g, A, ¯, µ) унитарной конформной ал-
гебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) с центром −1HD1(A):

C̃u(g, A, ¯, µ) = C̃u(g, A, ¯, µ) ⊗ −1HD1(A),

операции ñ в алгебре C̃u(g, A, ¯, µ) задаются следующими условиями:

(x1, τ1) ñ (x2, τ2) = x1 n x2 + fn(x1, x2),

где x1, x2 ∈ Cu(g, A, ¯, µ), τ1, τ2 ∈ −1HD1(A), {fn}— 2-коцикл, определённый
ранее, n —билинейные произведения, определённые в алгебре Cu(g, A, ¯, µ).

Если α± β �= 0 и i+ j = n, то

fn(D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)),D(j)(eβ(b) − µβe−β(b̄))) =

= fn(D(i)eα(a),D(j)eβ(b)) − µβfn(D(i)eα(a),D(j)e−β(b̄)) −
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− µαfn(D(i)e−α(ā),D(j)eβ(b)) + µα+βfn(D(i)e−α(ā),D(j)e−β(b̄)) =

= (−1)i
(
n

i

)
(eα, eβ) a⊗ b− (−1)i

(
n

i

)
µβ(eα, e−β) a⊗ b̄−

− (−1)i
(
n

i

)
µα(e−α, eβ) ā⊗ b+ (−1)i

(
n

i

)
µα+β(e−α, e−β) ā⊗ b̄ = 0.

Следовательно, элементы (D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)), 0) удовлетворяют соотноше-
ниям (21)—(23), поэтому существует гомоморфизм

ρ : stuc(g, A, ¯, µ) → C̃u(g, A, ¯, µ),

такой что
ρD(i)uα(a) = (D(i)(eα(a) − µαe−α(ā)), 0).

При этом

f0(D(0)(eα1(a) − µ1e−α1(ā)),D
(0)(e−α1(b) − µ−1

1 eα1(b̄))) =

= f0(D(0)(eα1(a),D
(0)e−α1(b)) − µ1f0(D(0)e−α1(ā),D

(0)(e−α1(b)) −
− µ−1

1 f0(D(0)eα1(a),D
(0)eα1(b̄)) + f0(D(0)e−α1(ā),D

(0)eα1(b̄)) =

= (eα1 , e−α1) a⊗ b− µ1(e−α1 , e−α1) ā⊗ b− µ−1
1 (eα1 , eα1) a⊗ b̄+

+ (e−α1 , eα1) ā⊗ b̄ = 2(eα1 , e−α1) a⊗ b.

Тогда для любого a⊗ b ∈ −1HD1(A)

ρη(a⊗ b) = ρ(η(a⊗ b)) = ρ(D(0)tα1(a, b)) =

= ρ(D(0)Hα1(a, b) −D(0)Hα1(1, ab)) = ρ(D(0)Hα1(a, b)) −ρ(D(0)Hα1(1, ab)) =

= ρ(D(0)uα1(a) 0 D(0)u−α1(b)) − ρ(D(0)uα1(1) 0 D(0)u−α1(ab)) =

= (D(0)(eα1(a) − µ1e−α1(ā)), 0) 0̃ (D(0)(e−α1(b) − µ−1
1 eα1(b̄)), 0) −

− (D(0)(eα1(1) − µ1e−α1(1)), 0) 0̃ (D(0)(e−α1(ab) − µ−1
1 eα1(ab)), 0) =

= D(0)(eα1(a) − µ1e−α1(ā)) 0 D(0)(e−α1(b) − µ−1
1 eα1(b̄))) +

+ f0(D(0)(eα1(a) − µ1e−α1(ā)),D
(0)(e−α1(b) − µ−1

1 eα1(b̄))) −
−D(0)(eα1(1) − µ1e−α1(1)) 0 D(0)(e−α1(ab) − µ−1

1 eα1(ab)) −
− f0(D(0)(eα1(1) − µ1e−α1(1)),D(0)(e−α1(ab) − µ−1

1 eα1(ab))) =

= D(0)hα1(ab− ab) + 2(eα1 , e−α1) a⊗ b−
−D(0)hα1(ab− ab) − 2(eα1 , e−α1) 1 ⊗ ab = 2(eα1 , e−α1) a⊗ b �= 0,

так как (eα1 , e−α1) �= 0. Отсюда следует, что отображение η инъективно, что
завершает доказательство теоремы 7.

Выясним, при каких условиях унитарные конформные алгебры Ли
Cu(g, A, ¯, µ) и stuc(g, A, ¯, µ) являются совершенными.
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Предложение 9. Если алгебра Ли g не является алгеброй типа Cl, l � 1,
то унитарные конформные алгебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) и stuc(g, A, ¯, µ) являются
совершенными.

Доказательство. Как видно из (20) и (23), для того чтобы конформные ал-
гебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) и stuc(g, A, ¯, µ) были совершенными, необходимо, чтобы
для любого корня γ ∈ ∆ существовали корни α, β ∈ ∆, такие что γ = α + β
(тогда Nα,β �= 0), но α − β /∈ ∆ (т. е. N−α,β = 0). В [9] показано, что во всех
перечисленных в условии предложения 9 случаях это требование выполняется,
откуда и следует утверждение предложения 9.

Если алгебра Ли g является простой алгеброй типа Cl, то унитарные кон-
формные алгебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) и stuc(g, A, ¯, µ) окажутся совершенными
лишь в том случае, когда алгебра A удовлетворяет некоторым дополнительным
условиям.

Введём обозначение A− = {a | a ∈ A, ā = −a}, и пусть существует элемент
e ∈ A, такой что

e ∈ A−, т. е. ē = −e, (39)

e ∈ Z(A) (e является центральным элементом алгебры A), (40)

e является обратимым элементом. (41)

Предложение 10. Если алгебра A удовлетворяет условиям (39)—(41), то
унитарные конформные алгебры Ли Cu(g, A, ¯, µ) и stuc(g, A, ¯, µ) при g = Cl,
l � 2, являются совершенными.

Доказательство. Из равенства (19) следует, что унитарная конформная ал-
гебра Ли Cu(g, A, ¯, µ) является совершенной тогда и только тогда, когда со-
вершенной является унитарная алгебра Ли eu(g, A, ¯, µ). В [9] показано, что
если алгебра A удовлетворяет условиям, перечисленным в предложении 10,
то унитарная алгебра Ли eu(g, A, ¯, µ) при g = Cl является совершенной, что
означает совершенность конформной алгебры Cu(g, A, ¯, µ). Аналогичные рас-
суждения справедливы и для унитарной конформной алгебры Ли—Стейнберга,
что завершает доказательство предложения 10.

Теорема 11. Если алгебра A удовлетворяет условиям (39)—(41), то цен-
тральное расширение (stuc(g, A, ¯, µ), ϕ) унитарной конформной алгебры Ли
Cu(g, A, ¯, µ) является её универсальным центральным расширением.

Доказательство. Для доказательства универсальности центрального рас-
ширения (stuc(g, A, ¯, µ), ϕ) достаточно доказать, что алгебра stuc(g, A, ¯, µ) яв-
ляется центрально замкнутой, т. е. любая короткая точная последовательность

0 → I → V
π→ stuc(g, A, ¯, µ) → 0 (42)

расщепляется. При доказательстве теоремы 11 мы следуем плану, предложенно-
му в [9].
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Для любого элемента D(i)uα(a) из унитарной конформной алгебры
Ли—Стейнберга stuc(g, A, ¯, µ) выберем его прообраз при гомоморфизме π.
Для этого зафиксируем {rλ}λ∈Λ —базис алгебры A, содержащий 1 (Λ—множе-
ство индексов), и выберем прообраз D(i)ũα(a) элемента D(i)uα(a) для любого
a ∈ {rλ}λ∈Λ и любого положительного корня α из ∆+ — системы положитель-
ных корней алгебры Ли g. Далее по линейности расширим наш выбор на все
элементы D(i)ũα(a) для всех a ∈ A и α ∈ ∆+. Пусть также

D(i)H̃α(a, b) = (−1)j
(
n

j

)−1

D(j)ũα(a) n D(i−j+n)ũ−α(b).

Используя лемму 1, нормируем выбор элемента D(i)ũα(a). Имеем

D(i)H̃α(1, e) m D(k)ũα(e−1a) =

= (−1)i
(
m

i

)
α(hα)D(i+k−m)ũα((e− ē)e−1a) + ωα(a) =

= (−1)i4
(
m

i

)
D(i+k−m)ũα(a) + ωα(a), (43)

где ωα(a) ∈ I, e—фиксированный элемент алгебры A, удовлетворяющий усло-
виям (39)—(41).

Заменим элемент D(k)ũα(a) на элемент D(k)ũα(a) + 1
4ωα(a), тогда равен-

ство (43) перепишется в виде

D(i)H̃α(1, e) m D(k)ũα(e−1a) = (−1)i4
(
m

i

)
D(i+k−m)ũα(a). (44)

По равенству (22) получаем также элементы D(i)ũα(a) для всех отрицательных
корней α.

Далее покажем, что D(i)H̃α(1, e) m D(k)H̃α(1, e) ∈ I. Для этого вычислим
D(i)Hα(1, e) m D(k)Hα(1, e):

D(i)Hα(1, e) m D(k)Hα(1, e) =

= (−1)j
(
n

j

)−1

(D(i)uα(1) n D(i−j+n)u−α(e)) m D(k)Hα(1, e) =

= (−1)j
(
n

j

)−1( ∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)
×

× (D(j)uα(1) n−s (D(i−j+n)u−α(e) m+s D(k)Hα(1, e)) −

−D(i−j+n)u−α(e) m+s (D(j)uα(1) n−s D(k)Hα(1, e)))
)

=

= (−1)j
(
n

j

)−1 ∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)
×

×
(
D(j)uα(1) n−s 2(−1)i−j+n

(
m+ s

i− j + n

)(
D(i+k−j−n−m−s)u−α(2e2) −
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−D(i−j+n)u−α(e) m+s 2(−1)j+1

(
n− s

j

)
(D(k+j−n+s)uα(2e))

))
=

= 2
(
n

j

)−1∑
s�0

(−1)s
(
n

s

)(
(−1)i+j−n

(
m+ s

i− j + n

)(
n− s

j

)
D(i+k−m)Hα(1, 2e2)+

+ 4
(
n+ s

j

)
µ−αD(i−j+n)uα(e) m+s D(k+j−n+s)uα(e)

)
= 0,

так как 2e2 = 2e2, откуда 2e2 ∈ R+ и D(i+k−m)Hα(1, 2e2) = 0 по свойству 4)
леммы 3.

Умножим обе части равенства (44) на D(j)H̃β(1, e):

D(j)H̃β(1, e) r (D(i)H̃α(1, e) m D(k)ũα(e−1a)) =

= (−1)i4
(
m

i

)
D(j)H̃β(1, e) r D(i+k−m)ũα(a), (45)

D(j)H̃β(1, e) r (D(i)H̃α(1, e) m D(k)ũα(e−1a)) =

=
∑
s�0

(−1)r+s+1Ds((D(i)H̃α(1, e) m D(k)ũα(e−1a)) r+s D(j)H̃β(1, e)) =

=
∑
s�0

(−1)r+s+1Ds

( ∑
s�0

(−1)t
(
m

t

)
×

× (D(i)H̃α(1, e) m−t (D(k)ũα(e−1a) r+s+t D(j)H̃β(1, e)) −

−D(k)ũα(e−1a) r+s+t (D(i)H̃α(1, e) m−t D(j)H̃β(1, e)))
)

=

=
∑
s�0

(−1)r+s+1Ds

( ∑
t�0

(−1)t
(
m

t

)
(−1)k+12α(hβ)

(
r + s+ t

k

)
×

×D(i)H̃α(1, e) m−t D(j+k−r−s−t)ũα(a)
)

=

= (−1)i+j8α(hβ)
(
m

i

)(
r

j

)
D(i+j+k−r−m)ũα(ea), (46)

так как D(i)H̃α(1, e) m−t D(j)H̃β(1, e) ∈ I.
Из равенств (45) и (46) имеем

(−1)i4
(
m

i

)
D(j)H̃β(1, e) r D(i+k−m)ũα(a) =

= (−1)i+j8α(hβ)
(
m

i

)(
r

j

)
D(i+j+k−r−m)ũα(ea),

откуда получаем

D(j)H̃β(1, e) r D(i+k−m)ũα(a) = (−1)j2α(hβ)
(
r

j

)
D(i+j+k−r−m)ũα(ea).



Унитарные конформные алгебры Ли—Стейнберга 153

Если α± β �= 0 и α, β ∈ ∆, то

D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(b) =

= (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(ab) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(ab̄)) + ω,

где ω ∈ I. Преобразуем выражение

(D(0)H̃α(1, e) 0 D(i)ũα(a)) n D(j)ũβ(b)

двумя способами. С одной стороны,

(D(0)H̃α(1, e) 0 D(i)ũα(a)) n D(j)ũβ(b) =

= α(hα)D(i)ũα(2ea) n D(j)ũβ(b) = 4D(i)ũα(ea) n D(j)ũβ(b). (47)

С другой стороны,

(D(0)H̃α(1, e) 0 D(i)ũα(a)) n D(j)ũβ(b) =

= (D(0)H̃α(1, e) 0 (D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(b)) −
−D(i)ũα(a) n (D(0)H̃α(1, e) 0 D(j)ũβ(b)) =

= D(0)H̃α(1, e) 0

(
(−1)i

(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(ab) +

+N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(ab̄)) + ω

)
−D(i)ũα(a) n 2β(hα)D(j)ũβ(eb) =

= (−1)i
(
n

i

)
Nα,β2(α+ β)(hα)D(i+j−n)ũα+β(eab) +

+ (−1)i
(
n

i

)
N−α,βµβ2(α− β)(hα)D(i+j−n)ũα−β(eab̄) −

− 2β(hα)D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(eb). (48)

Приравниваем выражения (47) и (48) и переписываем полученное равенство
в виде

4
(
D(i)ũα(ea) n D(j)ũβ(b) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(eab) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(eab̄))

)
+

+ 2β(hα)
(
D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(eb) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(aeb) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(aeb ))

)
= 0.

(49)
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Аналогично вычисляя (D(0)H̃β(1, e) 0 D(i)ũα(a)) n D(j)ũβ(b) двумя способами,
получаем

2α(hβ)
(
D(i)ũα(ea) n D(j)ũβ(b) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(eab) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(eab̄))

)
+

+ 4
(
D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(eb) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(aeb) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(aēb))

)
= 0.

(50)

Равенства (49) и (50) образуют систему линейных уравнений относительно эле-
ментов

D(i)ũα(ea) n D(j)ũβ(b) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(eab) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(eab̄))

и

D(i)ũα(a) n D(j)ũβ(eb) −

− (−1)i
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(aeb) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(aēb)).

Определитель этой системы 4(4−β(hα)α(hβ)) отличен от нуля, так как α±β �= 0.
Отсюда

D(i)ũα(ea) n D(j)ũβ(b) =

= (−1)n
(
n

i

)
(Nα,βD(i+j−n)ũα+β(eab) +N−α,βµβD(i+j−n)ũα−β(eab̄)).

Так как элемент e обратим, элементы D(i)ũα(a) удовлетворяют всем соотноше-
ниям (21)—(23). Отсюда следует, что существует единственный гомоморфизм

ψ : stuc(g, A, ¯, µ) → V,

задаваемый условием ψ(D(i)uα(a)) = D(i)ũα(a). Из определения элементов
D(i)ũα(a) видно, что πψ = id, т. е. короткая последовательность (42) расщепля-
ется, и конформная алгебра Ли—Стейнберга stuc(g, A, ¯, µ) является центрально
замкнутой, что завершает доказательство теоремы 11.
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