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Аннотация

Автор упрощает свою конструкцию ниль-алгебр, доказывая, что для любого цело-
го d � 2 и над любым полем K существует почти нильпотентная ненильпотентная
ниль-алгебра над K, порождённая d элементами. Как следствие получаются аналогич-
ные результаты для неассоциативных алгебр и групп.

Abstract

L. Hammoudi, Nil-algebras and infinite groups, Fundamentalnaya i prikladnaya ma-
tematika, vol. 11 (2005), no. 3, pp. 189—200.

We simplify our construction of nil-algebras by proving, for any integer d � 2 and
over any field K, that there exists a residually nilpotent nonnilpotent nil-algebra over K

generated by d elements. As a consequence, we obtain similar results for nonassociative
algebras and groups.

1. Введение

Цель этой статьи состоит в том, чтобы упростить конструкцию ненильпо-
тентных ниль-алгебр над произвольным полем, предложенную недавно авто-
ром [7]. Задача состоит в изучении таких конструкций и сравнении их с кон-
струкцией Е. С. Голода [1, 2], поскольку сейчас известно лишь очень немного
подобных примеров [1,2,7—10]. Уже в несчётном случае конструкцию Е. С. Го-
лода можно рассматривать как «универсальную», поскольку любая конечно по-
рождённая ненильпотентная ниль-алгебра над несчётным полем является гомо-
морфным образом ниль-алгебры, построенной по методу Е. С. Голода [6]. Тем
не менее над счётным полем аналогичный факт не имеет места, поскольку кон-
струкция Е. С. Голода приводит к абсолютным ниль-алгебрам [6], в то время
как известны и неабсолютные ниль-алгебры, как показала А. Смоктунович [8,9].
Значение конструкций, недавно предложенных А. Смоктунович [8—10], состоит
в том, что они позволяют решить старые трудные проблемы. Кроме того, в каче-
стве решения проблем Бернсайда [5] и Куроша [4] эти конструкции дают метод,
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альтернативный методу Голода, поскольку знаменитая лемма Голода—Шафаре-
вича [3] в них не используется [7]. Тем не менее мы проведём наше построение
над произвольным полем, поскольку построения над счётным полем могут при-
вести и к неабсолютным ниль-алгебрам, как у А. Смоктунович. Мы отсылаем
читателя к работам [7—11], где освещено множеств различных проблем, возни-
кающих в этой области, и их история. Для ясности мы будем следовать нашему
построению в [7] и поделим эту статью на части аналогично прежнему изложе-
нию. Кроме того, для полноты изложения мы приведём все доказательства. Эта
статья возникла из доклада автора на Международной алгебраической конфе-
ренции (Москва, МГУ, 2004). Автор хотел бы поблагодарить организаторов за
гостеприимство и А. В. Тимофеенко за помощь в Москве.

Пусть F —алгебра многочленов от d � 2 некоммутирующих переменных
x1, x2, . . . , xd над полем K. Пусть Mn —множество всевозможных мономов
xi1xi2 . . . xin

, M0 = 1. Пусть Fi —подпространство в F, порождённое однород-
ными многочленами степени i (подпространство, натянутое на Mi). Положим
F0 = K и обозначим через F

(1) =
⊕
i�1

Fi алгебру многочленов без свободного

члена. Пусть ∂g обозначает степень многочлена g. Через #S будем обозначать
мощность конечного множества S.

2. Разложение многочленов

Мы опишем далее некоторый метод разложения многочленов. Такие мето-
ды являются ключевыми во всех известных конструкциях ненильпотентных
ниль-алгебр. Более того, полученные алгебры зависят от того, какой именно
метод разложения применяется.

Пусть

T = c
(1)
1 x1 + . . . + c

(1)
d xd + c

(2)
1 x2

1 + . . . + c
(t)
dt xt

d —

общий многочлен степени t. Для любого целого m мы будем рассматривать Tm

как многочлен от коммутирующих переменных c
(1)
1 , . . . , c

(t)
dt . Новые коэффици-

енты тогда будут многочленами от x1, . . . , xd. Назовём эти однородные много-
члены К-однородными (покоэффициентно однородными) компонентами много-
члена Tm.

Теорема 1. Пусть T —общий многочлен из F
(1) степени t. Пусть n > t—

целое число. Тогда существует такое множество G(T, n) ⊆ Fn, что #G(T, n) <
< ntdt(n+ q− 1)q−1, где q = d+ . . .+ dt, и для любого целого m > n множество
всех К-однородных компонент многочлена Tm является подмножеством в пра-
вом идеале в F, порождённым многочленами вида ghf , где g ∈ G(T, n), h—
однородный многочлен степени ∂h < t, а f —К-однородная компонента в Tm−n.

Доказательство. Пусть

T = c
(1)
1 x1 + . . . + c

(1)
d xd + c

(2)
1 x2

1 + . . . + c
(t)
dt xt

d —
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общий многочлен степени t. Рассмотрим Tm как многочлен от переменных
c
(1)
1 , . . . , c

(t)
dt , которые мы теперь рассмотрим как некоммутативные, но комму-

тирующие с переменными x1, . . . , xd. Тогда

Tm =
∑

1�ls�t
1�s�m

c
(j1)
l1

. . . c
(jm)
lm

xj1
l1

. . . xjm

lm
.

Поскольку 1 � js � t < n для всех s, 1 � s � m, и js + . . .+ jn′ � n для всех n′,
n � n′ � m, для каждого слагаемого c

(j1)
l1

. . . c
(jm)
lm

xj1
l1

. . . xjm

lm
в Tm существует

такое целое k, 1 � k � n − 1, что j1 + . . . + jk < n и j1 + . . . + jk + jk+1 � n.
Таким образом, можно записать Tm в виде

Tm =
n−1∑
k=1

∑
∆1

c
(j1)
l1

. . . c
(jk+1)
lk+1

xj1
l1

. . . x
jk+1
lk+1

∑
1�js�t

k+2�s�m

c
(jk+2)
lk+2

. . . c
(jm)
lm

x
jk+2
lk+2

. . . xjm

lm
,

где ∆1 = [j1 + . . . + jk < n � j1 + . . . jk+1]. Имеем

Tm =
n−1∑
k=1

∑
∆1

c
(j1)
l1

. . . c
(jk+1)
lk+1

xj1
l1

. . . x
jk+1
lk+1

Tm−k−1 =

=
n−1∑
k=1

min(n−k,t)∑
jk+1=1

∑
∆2

c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

xj1
l1

. . . xjk

lk

(
c
(jk+1)
lk+1

x
jk+1
lk+1

+ . . . + c
(t)
dt xt

d

)
Tm−k−1,

где ∆2 = [j1 + . . . + jk = n − jk+1]. Далее,

Tm =
t∑

jk+1=1

n−jk+1∑
k=1

∑
∆2

c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

xj1
l1

. . . xjk

lk
×

×
(
c
(jk+1)
lk+1

x
jk+1
lk+1

+ . . . + c
(t)
dt xt

d

)
Tm−k−1.

Положим

Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
=

∑
∆2

c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

xj1
l1

. . . xjk

lk
, 1 � jk+1 � t.

Заметим, что для каждого k = 1, . . . , n − jk+1 имеем m − n < m − k − 1 и,
поскольку t < n, jk+1 < n. Тогда

Tm =
t∑

jk+1=1

n−jk+1∑
k=1

Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
×

×
(
c
(jk+1)
lk+1

x
jk+1
lk+1

+ . . . + c
(t)
dt xt

d

)
Tm−nTn−k−1. (1)

В этих обозначениях рассмотрим элементы

Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
=

=
∑

j1+...+jk=n−jk+1

c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

xj1
l1

. . . xjk

lk
, 1 � jk+1 � tk+1,
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для всех jk+1, k, 1 � jk+1 � t, 1 � k � n − jk+1, и для всех мономов из Tm.
Посмотрим на эти элементы как на многочлены от переменных c

(1)
1 , . . . , c

(t)
dt ,

которые теперь рассматриваются как коммутативные. В таком случае каж-

дый многочлен Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
представи́м в виде суммы не более чем

(n − jk+1 + q − 1)q−1, q = d + . . . + dt, К-однородных многочленов степени
n− jk+1. Пусть G(T, n) — теоретико-множественное объединение всевозможных

множеств h
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
Mlk′+1

, где h
(
c
(j1)
i1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
пробегает

К-однородные компоненты многочлена Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
для всех jk+1, k,

1 � jk+1 � t, 1 � k � n − jk+1, и для всех мономов из Tm.
Чтобы сосчитать элементы в G(T, n), заметим сначала, что, посколь-

ку j1 + . . . + jk = n − jk+1, для любого фиксированного jk+1 количе-

ство элементов Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
меньше n. Поэтому общее количество

всех Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
, составляющих Tm, меньше nt. Заметим теперь,

что эти многочлены могут быть также получены из произведений длины n
множителей Tn. Действительно, поскольку Tm = TnTm−n, мы применя-
ем наш метод разложения к Tn, чтобы получить всевозможные элементы

Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)
, входящие в разложение Tm. Таким образом,

#G(T, n) < ntdt(n + q − 1)q−1, q = d + . . . + dt.

Наконец, в (1) все элементы

Φ
(
c
(j1)
l1

. . . c
(jk)
lk

; c(jk+1)
lk+1

)(
c
(jk+1)
lk+1

x
jk+1
lk+1

+ . . . + c
(t)
dt xt

d

)

являются линейными комбинациями элементов из G(T, n), умноженных справа
на многочлены степеней меньше t. Из этого замечания и того факта, что можно
переписать в (1) многочлен Tm−n как сумму его К-однородных многочленов,
следует, что каждая К-однородная компонента в Tm лежит в правом идеале
в F, порождённом многочленами вида ghf , g ∈ G(T, n), где h—однородный
многочлен степени ∂h < t, а f —К-однородный многочлен в Tm−n.

Для любого целого числа n � 0 и любого множества B ⊂ F пусть

Fn(B) =
+∞∑
k=0

MnkBF

обозначает правый идеал в F, порождённый множеством
+∞⋃
k=0

MnkB.

Теорема 2. Пусть T —общий многочлен степени t в F
(1). Пусть n̄ и η —

такие натуральные числа, что η > n̄ > 2t. Тогда существует множество B ⊂ Fn̄,
#B < t2d2tn̄(n̄ + q − 1)q−1, q = d + . . . + dt, такое что идеал в F, порождённый
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всевозможными К-однородными многочленами из T 3η, является подмножеством
в Fη(B).

Доказательство. По теореме 1 для любого целого i, 1 � i � t, существует
множество однородных многочленов G(T, n̄ − i). Пусть

B =
⋃

1�i�t′
MiG(T, n̄ − i).

Тогда

#B <

t∑
i=1

di(n̄ − i)tdt(n̄ − i + q − 1)q−1 �

� tdt
t∑

i=1

di(n̄ − i)(n̄ − i + q − 1)q−1 � t2d2tn̄(n̄ + q − 1)q−1.

Чтобы доказать последнее утверждение теоремы, достаточно показать, что для
любого однородного многочлена u степени j < η для любой К-однородной ком-
поненты f многочлена T 3η справедливо uf ∈ Fη(B). Поскольку t < 2η − j < 3η,
применяем теорему 1 к T , n = 2η − j, m = 3η и получаем, что все К-одно-
родные компоненты многочлена T 3η входят в правый идеал в F, порождённый
элементами вида ghf ′ для всех К-однородных компонент f ′ в T 3η−2η+j , где
g ∈ G(T, 2η − j) и ∂h < t. Поскольку для любого g ∈ G(T, 2η − j) справедливо
∂(ug) = 2η, достаточно доказать, что hf ′ ∈ Fη(B) для любого К-однородного
многочлена f ′ в T η+j и для любого монома h, ∂h = k < t.

Так как t < n̄ − k < η + j, по теореме 1, применённой к T и n = n̄ − k,
m = η + j, получаем, что все К-однородные компоненты f ′ многочлена T 3η−2η+j

входят в правый идеал в F, порождённый всевозможными элементами вида ḡh̄f ′′

для любых К-однородных многочленов f ′′ в T 3η−2η+j−n̄+k, где ḡ ∈ G(T, 2η − j),
∂h̄ < t. По определению B имеем hḡ ∈ B, и потому hf ′ ∈ Fη(B) для лю-
бой К-однородной компоненты f ′ многочлена T 3η−2η+j и для любого монома h,
∂h = k < t.

Следствие 1. Пусть Ti, i � 1, — общие многочлены в F
(1) степеней ti соответ-

ственно. Пусть ni, i � 1, — такие натуральные числа, что ni+1 > ni > 2ti. Тогда
существуют множества Bi ⊂ Fni

, #Bi < t2i d
2tini(ni+qi−1)qi−1, qi = d+. . .+dti ,

такие что идеал в F, порождённый всеми К-однородными компонентами много-

членов T
3ni+1
i , i � 1, содержится в правом идеале

+∞∑
i=1

Fni+1(Bi).

3. Линейные преобразования

В этом разделе определяются и изучаются свойства некоторых линейных пре-
образований. Ядра этих преобразований порождают такой идеал I, что F

(1)/I
является конечно порождённой ненильпотентной ниль-алгеброй. Использование
этих линейных преобразований не является «качественным», другими словами,
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нам не нужны какие-то «специальные» преобразования. Интересно было бы изу-
чить, как выбор определённого линейного преобразования влияет на свойства
алгебры F

(1)/I. Линейные преобразования, которые изучаются здесь, близки
к тем, которые были у А. Смоктунович [8], но несколько отличаются от преоб-
разований из [7], хотя прекрасные графические представления преобразований,
которые можно увидеть в [7], применимы и здесь.

Пусть m0 = 1, mi < mi+1, ei, i � 1, — такие положительные целые числа,
что mi+1 = kimi.

Рассмотрим множества однородных многочленов

Bi = {fi,1, . . . , fi,ei
} ⊂ Fmi

\ {0}
и зафиксируем линейные преобразования

Lfi,1,...,fi,ei
: Fmi

→ Fmi
,

такие что
〈fi,1, . . . , fi,ei

〉K = ker(Lfi,1,...,fi,ei
). (2)

Определим теперь индукцией по i линейные преобразования Ri из Fmi
в Fmi

.
Пусть R1 = id. Предположим, что уже определены Rj для всех j � i. Опреде-
лим Ri+1, положив

Ri+1(ω) = LRi(Bi)(Ri(x1 . . . xmi
))

[ ki∏
j=2

Ri(x(j−1)mi+1 . . . xjmi
)
]
,

где ω = x1 . . . xmi+1 ∈ Mmi+1 и

LRi(Bi) = LRi(fi,1),...,Ri(fi,ei
).

Теорема 3. Для любого целого j � 0 справедливо

Fmj+1 ∩
j∑

i=1

Fmi+1(Bi) ⊂ ker(Rj+1).

Доказательство. Будем доказывать утверждение индукцией по j. Заметим

сначала, что по определению Fmi+1(Bi) любой элемент из Fmj+1 ∩
j∑

i=1

Fmi+1(Bi)

является линейной комбинацией элементов вида ufv, ∂(ufv) = mj+1, где
u ∈ Mkmi+1 , f ∈ Bi, v ∈ Mmj+1−kmi+1−mi

для некоторых 1 � i � j и
k = 0, 1, . . ..

Поскольку для любого i � 1 преобразование Ri линейно, мы докажем более
сильный результат, а именно что Rj+1(ufv) = 0.

Предположим, что j = 1. Тогда из того, что i = j = 1 и mj+1 = ∂(ufv) �
� ∂u + ∂f = kmi+1 + mi > kmi+1, следует k = 0. Это означает, что ufv = fv
(u является пустым мономом). Таким образом,

Rj+1(ufv) = R2(fv) = LR1(B1)R1(f)w = LB1(f)w,
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где w ∈ F. Теперь, поскольку f ∈ B1, по определению трансформаций LBi
имеем

0 = LB1(f) = Rj+1(ufv). Таким образом, наше утверждение верно при j = 1.
Предположим теперь, что мы доказали наш результат для любого целого i,
1 � i < j. Докажем его для j.

Начиная снова с многочлена ufv, мы можем переписать u как u = u1u2, где
u1 ∈ Mlmj

для некоторого l � 0 и u2 ∈ Mn для некоторого n, 0 � n < mj . Мы
утверждаем, что ∂(u2f) = n + mi < mj . Действительно, kmi+1 = lmj + n.

Если n = 0, то, поскольку i < j, mj − n − mi = mj − mi > 0.
Предположим, что n �= 0. В таком случае i + 1 < j, и тогда можно записать

mj = αmi+1 + β, откуда

n = kmi+1 − lmj = (k − lα)mi+1 − lβ = (k − lα − β1)mi+1 − β2,

β2 < mi+1. Теперь

mj−n−mi = mj−(k−lα−β1)mi+1+β2−mi = (α−k+lα+β1)mi+1+β+β2−mi.

Однако поскольку n < mj , мы имеем α > k − lα − β1, β + β2 � 0, и потому
mj − n − mi > 0. Это доказывает наше утверждение.

Теперь рассмотрим

∂(u2fv) = n + mi + mj+1 − kmi+1 − mi = mj+1 − lmj .

Здесь можно выделить два случая.
1. Если ∂(u2fv) � mj , то, поскольку ∂(u2f) = n + mi < mj и ∂(ufv) =

= mj+1 > mj , можно записать v = v1v2, где ∂(u2fv1) = mj . Тогда

u2fv1 ∈ Fmj
∩ Fmi+1(Bi) ⊂ Fmj

∩
j−1∑
i=1

Fmi+1(Bi)

и по предположению индукции Rj(u2fv1) = 0. С другой стороны, по определе-
нию Rj+1(ufv) = ūRj(u2fv1) · v̄ = 0, ū, v̄ ∈ F.

2. Если ∂(u2fv) < mj , то, поскольку ∂(ufv) = mj+1 > mj , можно записать
u = ū1ū2, где ∂(ū2fv) = mj . Очевидно,

ū2fv ∈ Fmj
∩ Fmi+1(Bi) ⊂ Fmj

∩
j−1∑
i=1

Fmi+1(Bi)

и по предположению индукции Rj(ū2fv) = 0. С другой стороны, по определе-
нию Rj+1 имеем Rj+1(ufv) = ũRj(ū2fv) = 0, ũ ∈ F.

Следующая лемма используется, явно или неявно, в доказательствах после-
дующих двух теорем.

Лемма 1. Пусть m0 = 1, mi — такие положительные целые числа, что
mi+1 > (2d)i+1mi, mi+1 = kimi. Пусть s1 = m1 и si = si−1(ki−1 − 1) для
всех i � 1. Тогда для всех i � 1 справедливо

mi

(
1 − 1

2d2

)
� si � mi.
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Доказательство. Очевидно, si � mi. Докажем, что

mi

(
1 − 1

2d2

)
� si.

Имеем

si = si−1(ki−1 − 1) = si−2(ki−2 − 1)(ki−1 − 1) = . . . =

= s1

i−1∏
j=1

(kj − 1) = m1

i−1∏
j=1

kj

i−1∏
j=1

(
1 − 1

kj

)
.

Однако mj+1 = kjmj . Таким образом,

si = m2

i−1∏
j=2

kj

i−1∏
j=1

(
1 − 1

kj

)
= . . . = mi

i−1∏
j=1

(
1 − 1

kj

)
.

Заметим, что, поскольку mj+1 = kjmj и mj+1 > (2d)j+1mj , справедливо
kj � (2d)j+1. Поэтому

1 − 1
kj

� 1 − 1
(2d)j+1

.

Таким образом,

si � mi

i−1∏
j=1

(
1 − 1

(2d)j+1

)
� mi

(
1 −

+∞∑
j=1

1
(2d)j+1

)
� mi

(
1 − 1

(2d)2

)
.

Лемма доказана.

Для доказательства следующей теоремы нам нужно определить действие
перестановок на мономах и многочленах.

(i) Для любого монома x1 . . . xn ∈ Mn и произвольной перестановки σ в груп-
пе перестановок Sn n элементов положим (x1 . . . xn)σ = xσ(1) . . . xσ(n). Мы
продолжим это определение на любой однородный многочлен

∑
λiMi,

λi ∈ K, Mi ∈ Mn, положив
( ∑

λiMi

)σ =
∑

λiM
σ
i . Для положитель-

ных целых чисел k, m и перестановки σ ∈ Sm обозначим через σ̄ такую
перестановку множества Smk, что для любых w1, . . . , wk ∈ Mm справед-
ливо (w1 . . . wk)σ̄ = wσ

1 . . . wσ
k .

(ii) Пусть теперь u = u1 . . . uk, ui ∈ Ms, и v = v1 . . . vkw1, vi ∈ Ms′ , w1 ∈ Ms′′ .
Положим m′ = ks + ks′ + s′′ и рассмотрим такую перестановку ρ ∈ Sm′ ,
что (uv)ρ = w1u1v1u2v2 . . . ukvk.

(iii) Пусть ui ∈ Ms, vi ∈ Ms′ , 1 � i � k, и w1 ∈ Ms′′ . Положим
m′ = ks + ks′ + s′′ и рассмотрим такую перестановку τ ∈ Sm′ , что
(w1u1v1u2v2 . . . ukvk)τ = u1 . . . ukv1 . . . vkw1w1.

Теорема 4. Пусть m0 = 1, mi — такие положительные целые числа, что
mi < mi+1, mi+1 = kimi. Пусть s1 = m1 и si = si−1(ki−1 − 1) для всех i � 1.
В этих обозначениях для любого i � 1 существуют σi, πi ∈ Smi

и линейное
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преобразование hi из Fmi−si
в Fmi−si

, такие что для любых u ∈ Fsi
и v ∈ Fmi−si

выполнено [Ri((uv)σi)]πi = uhi(v).

Доказательство. С учётом определения перестановок на многочленах
(см. (i)) и линейности преобразований достаточно доказать теорему для мо-
номов u ∈ Msi

и v ∈ Mmi−si
. Доказательство проведём индукцией по i. Если

i = 1, пусть σ1 = id, π1 = id и h1 = id. Предположим, что утверждение верно
для любых i, 1 � i < j, и докажем его для j.

Запишем u = u1 . . . ukj−1−1, ul ∈ Msj−1 и v = v1 . . . vkj−1−1w1, vl ∈
∈ Mmj−1−sj−1 , w1 ∈ Mmj−1 . Пусть ρj —перестановка множества Smj

, опре-
делённая в (ii), а σ̄j−1 —перестановка множества Smj

, продолжающая пере-
становку σj−1 ∈ Smj−1 (см. (i)). Рассмотрим теперь перестановку σj ∈ Smj

,
определённую как σj = σ̄j−1 ◦ ρj . В этих обозначениях имеем

Rj((uv)σj ) = Rj [((uv)ρj )σ̄j−1 ] =

= Rj [w
σj−1
1 (u1v1)σj−1 . . . (ukj−1−1vkj−1−1)σj−1 ] =

= LRj−1(Bj−1)(Rj−1(w
σj−1
2 ))

[ kj−1−1∏
l=1

Rj−1(ulvl)σj−1

]
.

Положим
LRj−1(Bj−1)(Rj−1(w

σj−1
1 )) = w̄1.

Пусть теперь τj ∈ Sm̄j
—перестановка, определённая в (iii). Положим πj =

= τj ◦ π̄j−1. По предположению индукции

[Rj((uv)σj )]πj = [(Rj((uv)σj ))π̄j−1 ]τi =

=
[
(w̄1)πj−1

[ kj−1−1∏
l=1

ulhj−1(vl)
]]τj

=
[ kj−1−1∏

l=1

ul

][ kj−1−1∏
l=1

hj−1(vl)
]
(w̄1)πj−1 .

Определим

hj(v) =
[ kj−1−1∏

l=1

hj−1(vl)
]
(w̄1)πj−1 .

По этому определению [Rj((uv)σj )]πj = uhj(v).

Для доказательства следующей теоремы нам потребуется лемма, которая
представляет и самостоятельный интерес.

Лемма 2. Пусть λ, µ—два целых числа, и пусть f : Fλ → F, g : Fλ+µ → F —
два таких линейных преобразования, что для любых u∈Mµ, v∈Mλ выполнено
g(uv)=uf(v). Если размерность векторного подпространства 〈g(w) |w∈Mλ+µ〉K

в F меньше dµ, то f = 0 и g = 0.

Доказательство. Предположим, что dim〈g(w) | w ∈ Mλ+µ〉K < dµ. По-
скольку dim〈Mµ〉K = dµ, существуют ненулевые скаляры αi ∈ K, такие что∑

αig(uiv) =
∑

αiuif(v) = 0,
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где ui пробегает Mµ, а v —произвольный фиксированный элемент из Mλ. То-
гда существует алгебраическое соотношение между элементами множества Mµ.
Однако Mµ порождает свободную подалгебру в F. Таким образом, f(v) = 0 для
любого фиксированного v ∈ Mλ. Поэтому f = 0 и g = 0.

Теорема 5. Пусть m0 = 1, mi — такие положительные целые числа, что для
любого i � 1 выполнено mi+1 > (2d)i+1mi. Для любого i � 1 рассмотрим
множества Bi = {fi,1, . . . , fi,ei

} ⊂ Fmi
, ei <

[
dmi(2d2−1)/2d2]

. Пусть Ri, i � 1, —
линейные преобразования, определённые в начале раздела 3. Тогда для любого
i � 1 справедливо Ri �= 0.

Доказательство. При j = 1 имеем R1 = id �= 0. Предположим, что Rj �= 0
для всех j � i. Докажем, что Ri+1 �= 0. Предположим обратное, т. е. что
Ri+1 = 0. Тогда LRi(Bi)(Ri) = 0 или Ri = 0. Действительно, если это не так,
то существуют u ∈ Mmi

, v ∈ Mmi
, такие что LRi(Bi)(Ri(u)) �= 0, Ri(v) �= 0 и

Ri+1(uv . . . v) = 0. В таком случае

0 = Ri+1(uv . . . v) = LRi(Bi)(Ri(u))
[∏

Ri(v)
]
Ri(v) �= 0.

Это противоречие доказывает наше утверждение.
Предположим теперь, что LRi(Bi)(Ri) = 0. Значит,

Ri(Mmi
) ⊂ 〈Ri(fi,1), . . . ,Ri(fi,ei

)〉K.

Следовательно, dim〈Ri(w) | w ∈ Mmi
〉K <

[
dmi(2d2−1)/2d2]

.
Для любого монома w ∈ Mmi

положим R̄i(w) = [Ri(wσi)]πi , где σi и πi

определены в теореме 4. Поскольку

R̄i(Mmi
) = (Ri(Mmi

))πi ,

имеем
dim〈R̄i(w) | w ∈ Mmi

〉K <
[
dmi(2d2−1)/2d2]

.

По теореме 4 существуют линейные преобразования hi. Пусть f = hi и g = R̄i —
линейные преобразования в лемме 2. С другой стороны, числа µ = si и
λ = mi − si удовлетворяют условиям леммы 1. Теперь все условия леммы 1
выполняются, так что R̄i(w) = g(w) = 0 для всех w ∈ Mmi

. Таким образом,
Ri = 0, что противоречит предположению индукции.

4. Ниль-алгебры и группы

Теорема 6. Для любого целого d � 2 и над любым полем K существует
почти нильпотентная ненильпотентная ниль-алгебра над K, порождённая d эле-
ментами.

Доказательство. Построим идеал I в F
(1), порождённый однородными мно-

гочленами, такой что F
(1)/I —ненильпотентная ниль-алгебра.
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Поскольку имеется лишь счётное множество общих многочленов, занумеру-
ем их по степеням i � 1 следующим образом:

Ti = c
(1)
1 x1 + . . . + c

(1)
d xd + c

(2)
1 x2

1 + . . . + c
(ti)
di xi

d.

Пусть mi, i � 1, — такие целые числа, что mi делит mi+1. Предположим, что
m1 > 2d и mi+1 > (2d)i+1mi, i � 1. Пусть I —идеал в F

(1), порождённый К-од-
нородными компонентами многочленов T

3mi+1
i , i � 1. Тогда F

(1)/I —алгебра из
условий теоремы. Единственное, что осталось доказать— это то, что алгебра
ненильпотентна. Предположим противное. Тогда существует такое целое k > 0,
что Mmk

⊂ I. Если мы теперь положим ti = i, ni = mi для каждого i � 1, то по
следствию 1 существуют множества Bi ⊂ Fmi

, #Bi < i2d2imi(mi + qi − 1)qi−1,
qi = d + . . . + di, такие что

Mmk
⊂ I ⊂

+∞∑
i=1

Fmi+1(Bi).

С другой стороны, поскольку все Fmi+1(Bi) однородны, то

Mmk
⊂

k∑
i=1

Fmi+1(Bi).

Однако Fmi+1(Bi)—правые идеалы, так что

Mmk+1 ⊂
k∑

i=1

Fmi+1(Bi).

Тогда по теореме 3 Rk+1(Mmk+1) = 〈0〉. Поэтому Rk+1 = 0. Но поскольку
#Bi < i2d2imi(mi + qi − 1)qi−1, по выбору целых чисел mi получаем #Bi <

< dmi(1−1/2d2), и по теореме 5 Ri �= 0, i � 1, в частности Rk+1 �= 0. Это
противоречие доказывает теорему.

Пусть A —ассоциативная ниль-алгебра из этой теоремы с порождающи-
ми X1, . . . , Xd над полем K. Обозначим через AL алгебру Ли, порождённую
X1, . . . , Xd. Если характеристика поля K не равна 2, можно определить на A
операцию a
b = 1

2 (ab+ba). Это умножение превращает A в йорданову алгебру.
Обозначим через A(+) её йорданову подалгебру, порождённую X1, . . . , Xd. Тогда
алгебры AL и A(+) доказывают следующий результат.

Следствие 2. Для любого целого d � 2 и над любым полем (над любым
полем, содержащим 1/2) существуют почти нильпотентная ненильпотентная
ниль-алгебра Ли (соответственно йорданова ниль-алгебра), порождённая d эле-
ментами.

Рассмотрим теперь ассоциативную ниль-алгебру A из последней теоремы,
порождённую элементами X1, . . . , Xd над полем K с единицей 1. Определим на
1+A операцию (1+a)(1+b) = 1+a+b+ab. Тогда 1+A — группа, которая является
p-группой, если характеристика поля K равна простому числу p. В этом случае
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подгруппа G в 1+A, порождённая 1+X, . . . , 1+Xd, удовлетворяет следующему
утверждению.

Следствие 3. Для любого целого d � 2 и любого простого p (p = 0) суще-
ствует почти нильпотентная бесконечная p-группа (соответственно группа без
кручений), порождённая d элементами.
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