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Аннотация

Найдены достаточные условия для того, чтобы для действия ортогональной груп-
пы O(n) на гильбертовом кубе Q пространство орбит Q/O(n) было гомеоморфно
компакту Банаха—Мазура BM(n). Этот результат применён для получения простых
топологических моделей BM(2).

Abstract

S. A. Antonyan, New topological models for Banach–Mazur compacta, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 5, pp. 19—31.

Sufficient conditions are given for an action of the orthogonal group O(n) on the
Hilbert cube Q in order that the corresponding orbit space Q/O(n) be homeomorphic to
the Banach–Mazur compactum BM(n). This result is applied to obtain simple topological
models for BM(2).

1. Введение

Исходное определение компактов Банаха—Мазура BM(n), n � 2, было дано
в [8]: BM(n) есть пространство классов изометрий [E] n-мерных банаховых
пространств E, снабжённых хорошо известной метрикой Банаха—Мазура

d([E], [F ]) = ln inf{‖T‖ · ‖T−1‖ | T : E → F есть линейный изоморфизм}.
Топология компактов Банаха—Мазура по-прежнему представляет интерес, и

следующие вопросы А. Пельчиньского Дж. Вест включил в 1990 году в свой
список проблем (см. [18, проблема 899]):
1) являются ли компакты BM(n) Банаха—Мазура AR-пространствами?
2) являются ли они гильбертовыми кубами?
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Утвердительный ответ на вопрос Пельчиньского, касающийся AR, был по-
лучен как простая комбинация некоторых результатов П. Фабеля и автора (см.
[5, 11]). Вопрос Пельчиньского о том, будут ли компакты BM(n) гомеоморф-
ны гильбертову кубу, остаётся открытым для всех n � 3, но автором [6] был
дан отрицательный ответ для случая n = 2. Прорыв в решении дало представ-
ление компактов Банаха—Мазура BM(n) как пространств орбит подходящего
действия ортогональной группы O(n) на гильбертовом кубе. Эта новая модель
BM(n) была открыта в [4] и опубликована в [6, теорема 4, замечание 1].

В этой статье мы продолжаем изучение O(n)-действий на гильбертовом кубе,
пространства орбит которых гомеоморфны компакту Банаха—Мазура BM(n),
n � 2 (см. теорема 3.3). Особенно простые топологические модели получены
для BM(2) (см. следствия 4.2 и 4.3).

Так как упомянутое представление BM(n) как пространство орбит O(n)-дей-
ствия на гильбертовом кубе понадобится дальше, коротко напомним его.

Обозначим через B(n), n � 2, гиперпространство всех центрально симмет-
ричных (относительно начала) компактных выпуклых тел в R

n. Мы рассмат-
риваем хаусдорфову метрическую топологию на B(n) и естественно индуциро-
ванное действие полной линейной группы GL(n) на нём. Хорошо известно, что
BM(n) гомеоморфен пространству орбит B(n)/GL(n) (см. [18, с. 544]).

Согласно классической теореме Ф. Джона [13], каждое компактное выпук-
лое тело A ∈ B(n) допускает единственный эллипсоид минимального объёма,
содержащий A.

Через L(n) мы обозначим подмножество B(n), состоящее из всех тел
A ∈ B(n), для которых обычный евклидов единичный шар

B
n = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n | x2
1 + . . . + x2

n � 1}
является эллипсоидом минимального объёма, содержащим A. Легко видеть, что
L(n) есть O(n)-инвариантное подмножество в B(n).

Некоторые базисные свойства O(n)-пространства L(n), n � 2, изучались
в [6,7]; в частности, L(n) есть O(n)-AR и гомеоморфно гильбертову кубу.

Напомним, что глобальный O(n)-срез для GL(n)-пространства B(n)—это
O(n)-инвариантное замкнутое подмножество S ⊂ B(n), такое что S ∩ gS = ∅

для всех g ∈ GL(n) \ O(n) и для каждого A ∈ B(n) имеется такой элемент
h ∈ GL(n), что hA ∈ S.

Второе утверждение следующей теоремы (см. [4, 6]) представляет BM(n),
n � 2, как пространство орбит естественного O(n)-действия на гильбертовом
кубе и имеет для последующего важное значение.

Теорема 1.1.

1. L(n) есть глобальный O(n)-срез для GL(n)-пространства B(n).
2. BM(n) ∼= L(n)/O(n).
3. Существует такая O(n)-эквивариантная ретракция r : B(n) → L(n), что
для каждого A ∈ B(n) найдётся линейный оператор T ∈ GL(n), для кото-
рого r(A) = T (A).
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Доказательство. Первое утверждение доказано в [6, теорема 4, замеча-
ние 1]. Второе утверждение есть немедленное следствие первого (см. [6, след-
ствие 1, замечание 1]). Третье утверждение есть простая комбинация утвержде-
ния 1 и результата Абелса [3, теорема 2.1].

В дальнейшем мы используем для компакта Банаха—Мазура именно модель

BM(n) = L(n)/O(n),

а также следующие обозначения:

L0(n) = L(n) \ {B
n}, BM0(n) = L0(n)/O(n).

Другие топологические модели BM(n) читатель может найти в [6,7].

2. Предварительные сведения

За базисными понятиями теории G-пространств мы отсылаем читателя преж-
де всего к [9, 16].

Под действием компактной группы Ли G на пространстве X мы понимаем
такое непрерывное отображение (g, x) → gx произведения G×X в X, что ex = x
и (gh)x = g(hx), где x ∈ X, g, h ∈ G и e есть единица в G. Пространство X
вместе с фиксированным действием группы G называется G-пространством.

Если X есть G-пространство, то для любого x ∈ X через Gx мы обозна-
чим стабилизатор x, определённый условием Gx = {g ∈ G | gx = x}. Для
подмножества S ⊂ X через G(S) обозначается насыщение S, т. е. G(S) =
= {gs | g ∈ G, s ∈ S}. В частности, для точки x ∈ X G(x) обозначает её
G-орбиту {gx ∈ X | g ∈ G}. Если G(S) = S, то S называют инвариантным под-
множеством в X. Множество всех орбит в X, снабжённое фактор-топологией,
называется пространством орбит для X и обычно обозначается X/G. Если X/G
состоит из одной точки, мы скажем, что G действует транзитивно на X.

Непрерывное отображение G-пространств f : X → Y называется G-эквива-
риантным отображением или, для краткости, G-отображением, если f(gx) =
= gf(x) для каждых x ∈ X и g ∈ G. Если к тому же Gx = Gf(x) для всех
x ∈ X, то f называется изовариантным отображением.

Для каждой подгруппы H ⊂ G множество H-неподвижных точек XH опре-
делено как множество {x ∈ X | H ⊂ Gx}.

Семейство всех подгрупп в G, которые сопряжены с H обозначается че-
рез (H), т. е. (H) = {gHg−1 | g ∈ G}. Мы назовём (H) G-орбитным типом (или
просто орбитным типом).

Так как Ggx = gGxg−1 для любого x ∈ X и g ∈ G, мы имеем (Gx) = {Ggx |
g ∈ G}.

Мы скажем, что орбитный тип (H) встречается в X, если (Gx) = (H) для
некоторого x ∈ X. Через Orb X обозначается множество всех орбитных типов,
встречающихся в X.
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Для подгруппы H ⊂ G через G/H будет обозначаться G-пространство клас-
сов смежности {gH | g ∈ G} относительно действия, индуцированного левыми
сдвигами.

Совместимая метрика ρ на G-пространстве X называется инвариантной или
G-инвариантной, если ρ(gx, gy) = ρ(x, y) для всех x, y ∈ X и g ∈ G.

Если G есть компактная группа Ли и X —метризуемое G-пространство,
снабжённое G-инвариантной метрикой ρ, то формула

ρ∗(G(x), G(y)) = inf{ρ(x′, y′) | x′ ∈ G(x), y′ ∈ G(y)}
определяет метрику ρ∗, совместимую с фактор-топологией X/G (см., например,
[16, предложение 1.1.12]).

Пусть f0, f1 : X → Y —G-отображения. G-гомотопия f0 в f1 есть гомотопия
в обычном смысле, которая является G-отображением на каждом шаге деформа-
ции. G-отображение f : X → Y есть G-гомотопическая эквивалентность, если
имеется такое G-отображение f ′ : Y → X, что f ′f G-гомотопно 1X и ff ′ G-го-
мотопно 1Y . Если имеется G-гомотопическая эквивалентность f : X → Y , мы
скажем что X и Y имеют один и тот же эквивариантный гомотопический тип
или G-гомотопический тип.

G-пространство X называется строго G-стягиваемым, если существуют
G-гомотопия ft : X → X, t ∈ [0, 1], и G-неподвижная точка a ∈ X, такие
что f0 есть тождественное отображение X и ft(x) = a, если и только если
(x, t) ∈ {(x, 1), (a, t)}. Соответствующее неэквивариантное понятие было введе-
но Майклом в [14].

Для данной топологической группы G мы обозначим через G-AR (G-ANR)
класс всех G-эквивариантных абсолютных (соответственно окрестностных) ре-
трактов для всех метризуемых G-пространств. Эти понятия прямо распространя-
ют соответствующие понятия для обычных AR (соответственно ANR) на случай
G-пространств. Дальнейшее обсуждение G-ANR-пространств читатель может
найти, например, в [1, 2].

Приводимая ниже теорема Джеймса и Сигала [12] будет играть важную роль
в доказательствах следующего раздела.

Теорема 2.1 (Джеймс, Сигал). Пусть G—компактная группа Ли, и пусть
f : T → Z —G-отображение G-ANR-пространств. Тогда f есть G-гомотопиче-
ская эквивалентность, если и только если для каждой замкнутой подгруппы
K ⊂ G ограничение fK : TK → ZK отображения f на множество K-неподвиж-
ных точек TK есть обычная гомотопическая эквивалентность.

Дальше для данного пространства X мы будем обозначать через Cone(X)
фактор-пространство [0, 1] × X/{0} × X. Образ точки (t, x) ∈ [0, 1] × X при
канонической проекции p : [0, 1] × X → Cone(X) будет обозначаться tx, и мы
будем просто писать θ (с намёком на нуль) вместо 0x; это — вершина конуса.

Если X есть G-пространство для компактной группы G, то Cone(X) стано-
вится G-пространством по отношению к действию, определённому следующим
образом: g(tx) = t(gx), g ∈ G, tx ∈ Cone(X).
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Пусть (X, d)—метрическое пространство. Через exp X мы обозначим ги-
перпространство всех непустых компактных подмножеств в X, снабжённое
хаусдорфовой метрической топологией. Именно, для A,B ∈ exp X хаусдорфово
расстояние dH(A,B) определено как число

max{sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)}.

Если к тому же X есть G-пространство с компактной действующей группой G,
то expX становится G-пространством, снабжённым естественно индуцирован-
ным действием G, т. е. для g ∈ G и A ∈ exp X gA определено как множество
{ga | a ∈ A}. Если d—инвариантная метрика, то dH также инвариантна. Через
exp0 X будем обозначать дополнение (exp X) \ {X}.

Как обычно, мы будем обозначать через O(n) ортогональную группу. Мы

сохраним букву Q для гильбертова куба
∞∏

k=1

Ik, где Ik = [0, 1].

Многообразие, смоделированное над гильбертовым кубом, или Q-многообра-
зие, есть сепарабельное метризуемое пространство, которое допускает открытое
покрытие множествами, гомеоморфными открытым подмножествам Q. Говорят,
что Q-многообразие [0, 1)-стабильно, если оно гомеоморфно своему произведе-
нию с полуинтервалом [0, 1) (см. [10, глава V]).

3. Компакт Банаха—Мазура
как пространство орбит гильбертова куба

Пусть G—компактная группа Ли и X есть G-пространство. Допустим, что
(H1), (H2), . . . есть последовательность всех орбитных типов, встречающихся
в X. Зафиксируем представителя в каждом орбитном типе (Hi), скажем под-
группу Hi.

Пусть Cone(G/Hi)—конус над G/Hi. Определим

Π(X) =
∞∏

i=1

Q(Hi), Q(Hi) = (Cone(G/Hi))∞,

где каждое произведение снабжено диагональным действием.
Обозначим Π0(X)= Π(X) \ {a}, где a—G-неподвижная точка в Π(X),

у которой все координаты — вершины соответствующих конусов. Так как
Cone(G/Hi) ∈ AR, i � 1 (см., например, [15, теорема 5.4.2]), из результата
Веста [17] следует, что Π(X) есть гильбертов куб.

Если G = O(n) и X = L0(n), мы будем писать Π(n) вместо Π(L0(n)) и Π0(n)
вместо Π0(L0(n)).

Ниже нам понадобятся следующие две леммы, установленные в [6].

Лемма 3.1 ([6, лемма 4]). Пусть G—компактная группа Ли и X —
метризуемое G-пространство. Тогда существует изовариантное отображение
f : X → Π(X).
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Лемма 3.2 ([6, теорема A1]). Пусть G—компактная группа Ли, Xi,
i = 1, 2, . . ., — последовательность метризуемых компактных G-AR-пространств
и ai ∈ Xi —G-неподвижная точка. Допустим, что выполнено следующее усло-
вие: если H — стабилизатор, встречающийся в некотором Xi, тогда существует
бесконечно много индексов j, таких что Xj \ {aj} содержит точку со стаби-

лизатором, большим или равным H. Пусть a = (ai) и X =
( ∞∏

i=1

Xi

)
\ {a}.

Тогда для каждой замкнутой подгруппы N ⊂ G пространство N -орбит X/N
есть Q-многообразие.

Следующая теорема является главным результатом статьи.

Теорема 3.3. Пусть ортогональная группа O(n) действует на гильбертовом
кубе X таким образом, что:

а) X есть O(n)-AR с единственной O(n)-неподвижной точкой ∗;
б) X строго O(n)-стягиваемо к ∗;
в) для замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) имеем, что XH = {∗}, если и только

если H действует транзитивно на единичной сфере Sn−1, и XH гомео-
морфно гильбертову кубу, когда XH �= {∗};

г) для любой замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) пространство H-орбит X0/H
есть Q-многообразие, где X0 = X \ {∗}.

Тогда для каждой замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) пространства H-орбит X/H
и L(n)/H гомеоморфны. В частности, пространство орбит X/O(n) гомеоморфно
компакту Банаха—Мазура BM(n).

Прежде чем приступить к доказательству этой теоремы, мы докажем
несколько лемм.

Лемма 3.4. Пусть K ⊂ O(n)— замкнутая подгруппа. Тогда эквивалентны
следующие условия:

1) K действует нетранзитивно на сфере Sn−1;
2) (exp0 Sn−1)K �= ∅;
3) L0(n)K �= ∅;
4) Π0(n)K �= ∅.

Доказательство. Докажем импликацию (1) =⇒ (2). Если K действует
нетранзитивно на сфере Sn−1, то существует K-инвариантное собственное под-
множество A ⊂ Sn−1, поэтому A ∈ (exp0 Sn−1)K .

Проверим импликацию (2) =⇒ (3). Если C ∈ (exp0 Sn−1)K , то либо
(−C) ∪ C �= Sn−1, либо (−C) ∩ C �= ∅. Значит, по меньшей мере одно из
множеств (−C) ∪ C и (−C) ∩ C принадлежит (exp0 Sn−1)K и является цен-
трально симметричным. Значит, существует множество A ∈ (exp0 Sn−1)K �= ∅

с A = −A.
Определим

ϕ(A) = conv(A ∪ B(0, 1/2)),
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где B(0, 1/2)— замкнутый 1/2-шар в R
n с центром в начале координат, а

conv означает выпуклую оболочку. Конечно, ϕ(A) не эллипсоид, поскольку из
A �= Sn−1 следует, что граница ∂(ϕ(A)) содержит нетривиальный линейный
сегмент. Положим теперь f = rϕ, где r : B(n) → L(n) является O(n)-эквивари-
антным отображением из теоремы 1.1. Так как ϕ(A) не эллипсоид, а r сохра-
няет GL(n)-орбиту, мы видим, что f(A) не единичный шар B

n. Таким образом,
f(A) ∈ L0(n). Так как r O(n)-эквивариантно, мы получаем f(A) ∈ L0(n)K , что
и требовалось.

Проверим справедливость импликации (3) =⇒ (4). Пусть K ⊂ O(n)— за-
мкнутая подгруппа и L0(n)K �= ∅. Тогда имеется такой орбитный тип (H)
в L0(n), что K ⊂ gHg−1 для некоторого g ∈ O(n), поэтому (O(n)/H)K �= ∅.
Отсюда без труда получаем, что Π0(n)K �= ∅.

Докажем (4) =⇒ (1). Пусть K ⊂ O(n)— замкнутая подгруппа и Π0(n)K �= ∅.
Тогда имеется такой орбитный тип (H) в L0(n), что (O(n)/H)K �= ∅. Следо-
вательно, K ⊂ gHg−1 для некоторого g ∈ O(n). Так как (H) ∈ Orb L0(n),
существует тело A ∈ L0(n), для которого O(n)A = H. Из этого следует, что
K ⊂ O(n)gA, и тогда контактное множество (gA) ∩ Sn−1 —непустое K-инвари-
антное собственное подмножество Sn−1. Значит, действие K на Sn−1 нетранзи-
тивно.

Лемма 3.5. Допустим, что X есть O(n)-пространство, имеющее только одну
O(n)-неподвижную точку ∗, и для замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) имеем, что
XH = {∗}, если и только если H действует транзитивно на единичной сфе-
ре Sn−1. Тогда существует O(n)-отображение f : X0 → Π0(n), где X0 = X \{∗}.

Доказательство. По лемме 3.1 существует O(n)-изовариантное отображе-
ние h : X0 → Π(X0). Из изовариантности h немедленно следует, что h(X0) ⊂
⊂ Π0(X0). Следовательно, достаточно доказать, что существует O(n)-отображе-
ние ϕ : Π0(X0) → Π0(n).

Пусть Orb X0 = {(K1), (K2), . . .} и Orb L0(n) = {(H1), (H2), . . .}. Для лю-
бого (Kj) ∈ OrbX0 имеем X

Kj

0 �= ∅, значит, XKj �= {∗}. По предположению
из этого следует, что Kj действует нетранзитивно на сфере Sn−1, и значит,
согласно лемме 3.4, L0(n)Kj �= ∅. Таким образом, существует такой орбит-
ный тип (H(j)) ∈ Orb L0(n), что Kj ⊂ g−1H(j)g для некоторого g ∈ O(n).
Зафиксируем для данного (Kj) такую подгруппу H(j) ⊂ O(n). Это определяет
O(n)-отображение fj : O(n)/Kj → O(n)/H(j), допускающее очевидное O(n)-эк-
вивариантное продолжение f ′

j : Cone(O(n)/Kj) → Cone(O(n)/H(j)). Ясно, что
f ′

j таково, что если y ∈ Cone(O(n)/Kj) и f ′
j(y) = θj , то y = θj . В свою очередь,

каждое отображение f ′
j индуцирует O(n)-отображение Fj : Q(Kj) → Q(H(j)),

для которого если z ∈ Q(Kj) и Fj(z) = θj , то z = θj .

Определим O(n)-отображение Φ: Π0(X0) →
∞∏

j=1

Q(H(j)) как декартово про-
изведение отображений Fj , j � 1.

Из определения Q(Hi) следует, что для любого конечного или счётного кар-
динала α степень (Q(Hi))α канонически O(n)-гомеоморфна Q(Hi).
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Следовательно,
∞∏

j=1

Q(H(j)) O(n)-гомеоморфно некоторому инвариантному

подмножеству
∞∏

i=1

Q(Hi), поскольку

{(H(1)), (H(2)), . . .} ⊂ {(H1), (H2), . . .}.

Значит, Φ можно считать O(n)-отображением из Π0(X0) в
∞∏

i=1

Q(Hi) = Π(n).

Остаётся увидеть, что на самом деле образ Φ лежит в Π0(n). Действительно,
пусть x = (x1, x2, . . .)— точка Π0(X0). Тогда xj ∈ Q(Kj), j = 1, 2, . . ., и xm �= θm

по меньшей мере для одного индекса m. Следовательно, Fm(xm) �= θm, что даёт
Φ(x) �= θ, как и требовалось.

Лемма 3.6. O(n)-пространство Π(n) удовлетворяет всем требованиям тео-
ремы 3.3.

Доказательство. Проверим выполнение свойства а). Поскольку O(n)/Hi ∈
∈ O(n)-ANR [16, с. 27], мы получаем, что Cone(O(n)/Hi) ∈ O(n)-AR (см.
[6, лемма 3]). Следовательно, Q(Hi) ∈ O(n)-AR, i � 1, и значит, Π(n) ∈
∈ O(n)-AR. Ясно, что точка θ ∈ Π(n), каждая координата которой равна
вершине соответствующего конуса, есть единственная O(n)-неподвижная точка.

Проверим, что справедливо свойство б). Благодаря своей конической струк-
туре Π(n) строго O(n)-стягиваемо в θ. Действительно, отображение

F : Π(n) × [0, 1] → Π(n),

определённое равенством

F ((x1, x2, . . .), t) = ((1 − t)x1, (1 − t)x2, . . .), (x1, x2, . . .) ∈ Π(n), t ∈ [0, 1],

есть строгое O(n)-стягивание в точку θ ∈ Π(n).
Проверим, что выполняется свойство в). Пусть K ⊂ O(n)— замкнутая под-

группа и Π(n)K �= {θ}. Тогда Π0(n)K �= ∅, и по лемме 3.4 K действует нетран-
зитивно на сфере Sn−1.

Покажем, что Π(n)K есть гильбертов куб, когда Π(n)K �= {θ}. В самом деле,
нетрудно увидеть, что если Π0(n)K �= ∅, то имеется орбитный тип (Hi) в L0(n),
такой что (O(n)/Hi)K �= ∅. Так как O(n)/Hi ∈ O(n)-ANR, мы получаем, что
(O(n)/Hi)K есть непустой ANR (см. [1]). Следовательно,

(Cone(O(n)/Hi))K = Cone((O(n)/Hi)K)

есть AR, содержащий более одной точки. Значит, согласно результату Веста [17],
счётное произведение

Q(Hi)K = (Cone(O(n)/Hi)K)∞

есть гильбертов куб. Так как

Π(n)K =
∞∏

i=1

Q(Hi)K ,



Новые топологические модели компактов Банаха—Мазура 27

мы получаем, что и Π(n)K есть гильбертов куб. В частности, Π(n) есть гиль-
бертов куб.

Свойство г), т. е. факт, что Π0(n)/H есть Q-многообразие, прямо следует из
леммы 3.2.

Лемма 3.7. Пусть X —O(n)-пространство, удовлетворяющее условиям
а)—в) теоремы 3.3, и пусть X0 = X \ {∗}. Тогда X0 и Π0(n) имеют один и
тот же O(n)-гомотопический тип.

Доказательство. В действительности мы докажем, что каждое O(n)-отоб-
ражение f : X0 → Π0(n) есть O(n)-гомотопическая эквивалентность. По лем-
ме 3.5 существует O(n)-отображение из X0 в Π0(n), это и даст требуемое.

Для того чтобы доказать, что O(n)-отображение f : X0 → Π0(n) есть
O(n)-гомотопическая эквивалентность, мы применим теорему Джеймса—Сига-
ла 2.1. В нашем случае G = O(n), T = X0 и Z = Π0(n).

По условию X ∈ O(n)-AR, откуда X0 ∈ O(n)-ANR. Пусть K ⊂ O(n)—
такая замкнутая подгруппа, что XK

0 �= ∅. Из эквивариантности f следует, что
XK

0 ⊂ Π0(n)K , и значит, Π0(n)K �= ∅.
Обратно, если Π0(n)K �= ∅, то по лемме 3.4 K действует нетранзитивно на

сфере Sn−1. Тогда по условию XK
0 �= ∅.

Далее, если XK
0 �= ∅, то K действует нетранзитивно на сфере Sn−1. В этом

случае по условию XK есть гильбертов куб. Но по лемме 3.6 Π(n)K также есть
гильбертов куб. Следовательно, XK

0 и Π0(n)K оба стягиваемы.
Применяя упомянутую теорему Джеймса—Сигала, мы заканчиваем доказа-

тельство.

Лемма 3.8. Пусть X —O(n)-пространство, удовлетворяющее всем требова-
ниям теоремы 3.3. Тогда для каждой замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) простран-
ства H-орбит X/H и Π(n)/H гомеоморфны.

Доказательство. В силу условия г) X0/H есть Q-многообразие. Из того,
что имеется O(n)-стягивание X в его O(n)-неподвижную точку ∗, следует су-
ществование собственной деформации (прообраз компактного множества ком-
пактен) в бесконечность:

X0/H × [0, 1) → X0/H.

Тогда согласно теореме Вонга [19] X0/H является [0, 1)-стабильным Q-много-
образием.

Тот факт, что Π0(n)/H есть Q-многообразие, прямо следует из леммы 3.2.
Его [0, 1)-стабильность получается как выше, поскольку по лемме 3.6 Π(n) стро-
го O(n)-стягиваемо в его единственную O(n)-неподвижную точку.

Наконец, из леммы 3.7 следует, что X0/H и Π0(n)/H имеют один и тот
же гомотопический тип. Значит, пространства X0/H и Π0(n)/H являются го-
мотопически эквивалентными [0, 1)-стабильными Q-многообразиями. Согласно
теореме Чепмена [10, теорема 21.2] такие пространства гомеоморфны.
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Следствие 3.9. Пусть X и Y —два O(n)-пространства, удовлетворяющие
всем условиям теоремы 3.3. Тогда для каждой замкнутой подгруппы H ⊂ O(n)
пространства H-орбит X/H и Y/H гомеоморфны.

Доказательство. Согласно лемме 3.8 оба пространства H-орбит X/H и
Y/H гомеоморфны Π(n)/H.

Лемма 3.10. O(n)-пространство L(n) удовлетворяет всем условиям теоре-
мы 3.3.

Доказательство. Проверим справедливость свойства а). В [6, теорема 4,
замечание 1] доказано, что L(n) ∈ O(n)-AR. Ясно, что евклидов единичный
шар B

n есть единственная O(n)-неподвижная точка в L(n).
Убедимся, что выполняется условие б), т. е. L(n) строго O(n)-стягиваемо

к своей O(n)-неподвижной точке B
n. Действительно,

F : L(n) × [0, 1] → L(n),

определённое равенством

F (A, t) = tB2 + (1 − t)A, A ∈ L(n), t ∈ [0, 1],

есть строгое O(n)-стягивание L(n) к его точке B
n, где tB2 +(1− t)A есть сумма

Минковского {tx + (1 − t)y | x ∈ B
2, y ∈ A}.

Проверим выполнение свойства в). Согласно лемме 3.4 для замкнутой под-
группы K ⊂ O(n) верно, что L0(n)K �= ∅, если и только если K действу-
ет нетранзитивно на сфере Sn−1. Но если L0(n)K �= ∅, тогда L(n)K есть
гильбертов куб (в частности, L(n) есть гильбертов куб), это было доказано
в [7, теорема 1.4].

Свойство г), т. е. факт, что L0(n)/H есть Q-многообразие, доказан в [7, те-
орема 1.3].

Доказательство теоремы 3.3. Так как L(n) удовлетворяет всем условиям
теоремы 3.3 (см. лемму 3.10), для каждой замкнутой подгруппы H ⊂ O(n) по
следствию 3.9 пространства H-орбит X/H и L(n)/H гомеоморфны. В частности,
пространства орбит X/O(n) и L(n)/O(n) = BM(n) гомеоморфны.

4. Простые топологические модели для BM(2)

Для каждого целого k � 1 пусть

µk : O(2) × R
2 → R

2

обозначает естественное действие ортогональной группы O(2) на плоскости R
2,

ядром которого служит циклическая подгруппа Zk в O(2). Более точно, отож-
дествим R

2 с комплексной плоскостью C, и пусть σ : C → C—комплексное
сопряжение. Тогда ортогональная группа O(2) есть дизъюнктное объединение
SO(2) � SO(2) · σ, где SO(2) есть группа всех вращений C вокруг начала, а
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SO(2) · σ = {ϕσ | ϕ ∈ SO(2)}—отражения. Действие µk определено тогда ра-
венствами{

µk(eit, reix) = rei(kt+x), если eit ∈ SO(2), reix ∈ C,

µk(eit · σ, reix) = rei(kt−x), если eit · σ ∈ SO(2) · σ, reix ∈ C.

Пусть Dk —O(2)-пространство (B2,O(2), µk), где B
2 — единичный диск в R

2.
Пусть D = {Xi, i = 1, 2, . . .}—последовательность O(2)-пространств, каж-

дое из которых есть копия некоторого Dk, и выполнено следующее условие:

D содержит такую подпоследовательность {Xn1 ,Xn2 , . . . , }, что для
каждого целого k среди {n1, n2, . . .} встречается бесконечно много
кратных k.

(∗)

Обозначим через ∆(D) произведение
∞∏

i=1

Xi, снабжённое диагональным дей-

ствием O(2), и через θ точку в ∆(D) со всеми нулевыми координатами (т. е.
начало координат в R

2). Ясно, что θ— единственная O(2)-неподвижная точка
∆(D). Обозначим ∆0(D) = ∆(D) \ {θ}. Если D = {D1,D2,D3, . . .}, мы примем
обозначения ∆(2) = ∆(D) и ∆0(2) = ∆0(D).

Ниже в качестве приложения теоремы 3.3 мы приводим простые топологи-
ческие модели BM(2).

Предложение 4.1. Пусть D—последовательность O(2)-пространств Xi, удо-
влетворяющих условию (∗). Тогда O(2)-пространство ∆(D) удовлетворяет всем
условиям теоремы 3.3.

Доказательство. Проверим выполнение условия а). Мы сперва заметим, что
∆(D) есть O(2)-AR. Это вытекает из того, что Xk ∈ O(2)-AR, k � 1 (теорема
Титце—Глисона [16, с. 19]). Точка θ— единственная O(2)-неподвижная точка
в ∆(D).

Проверим справедливость условия б). Отображение

F : ∆(D) × [0, 1] → ∆(D),

определённое равенством

F ((x1, x2, . . .), t) = ((1 − t)x1, (1 − t)x2, . . .), (x1, x2, . . .) ∈ ∆(D), t ∈ [0, 1],

является строгим O(2)-стягиванием ∆(D) к точке θ.
Проверим выполнение условия в). Если K — замкнутая бесконечная под-

группа в O(2), тогда, очевидно, ∆(D)K = {θ}. В случае конечной подгруппы
K ⊂ O(2) мы покажем, что ∆(D)K есть гильбертов куб. Действительно, имеем

∆(D)K =
∏

{XK
i | Xi ∈ D}.

Если K —циклическая подгруппа порядка k, то XK
i = Xi для i, кратного k,

и XK
i = {0} в противном случае. Если K —диэдральная подгруппа порядка

2k, то XK
i есть диаметр диска B

2, лежащий на оси Ox для i, кратного k,
и XK

i = {0} в противном случае. Теперь благодаря условию (∗) ∆(D)K есть
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счётное (бесконечное) произведение одномерных или двумерных дисков и, зна-
чит, есть гильбертов куб.

Проверим справедливость условия г). Факт, что ∆0(D)/K есть Q-многообра-
зие, прямо вытекает из леммы 3.2, так как условие (∗) обеспечивает, что условия
леммы 3.2 выполнены для D = {X1,X2, . . .}.

Как простую комбинацию теоремы 3.3 и предложения 4.1 мы имеем след-
ствие 4.2.

Следствие 4.2. Пусть D—последовательность O(2)-пространств Xi, удовле-
творяющая условию (∗). Тогда пространство орбит ∆(D)/O(2) гомеоморфно ком-
пакту Банаха—Мазура BM(2).

Следующий специальный случай следствия 4.2 даёт, возможно, простейшую
модель для BM(2).

Следствие 4.3. Пространство орбит ∆(2)/O(2) гомеоморфно компакту Ба-
наха—Мазура BM(2).

Замечание. В связи со следствием 4.2 интересно отметить ещё две последо-
вательности D, удовлетворяющие условию (∗) и рассмотренные в [6]:
1) если каждое Dk, k = 1, 2, . . ., встречается в D бесконечно много раз, то

∆(D) есть пространство Ψ(2) из [6]. Следовательно, BM(2) ∼= Ψ(2)/O(2);
2) если каждое D2k, k = 1, 2, . . ., встречается в D бесконечно много раз и

каждое Xi, встречающееся в D, имеет вид D2k, то ∆(D) есть пространство
Γ(2) из [6]. Следовательно, BM(2) ∼= Γ(2)/O(2).
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