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Аннотация

В работе изложен подход к нелинейным положительно однородным задачам на соб-
ственные значения, основанный на использовании спектрального параметра в качестве
функционала типа Эйлера и позволяющий представить область изменения параметра
как бифуркационную диаграмму. Рассмотрены задачи о спектре Фучика, классическая
и для p-лапласиана, а также задачи с нелинейным вхождением параметра в весовую
функцию.

Abstract

I. L. Pokrovski, Implicit functional and eigenvalue problems, Fundamentalnaya i prik-
ladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 5, pp. 169—186.

An approach is suggested to nonlinear, positively homogeneous eigenvalue problems
based on the using of the spectral parameter as functional of Euler type. It allows one to
present the spectral parameter domain as a bifurcation diagram of the problem. Fučik spec-
trum problems (classic and for p-Laplacian) and the problem with a nonlinear dependence
of the weight function on the spectral parameter are considered.

1. Конструкция неявного функционала

Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:

A(u) = B(Λ, u), (1.1)

где A и B являются, вообще говоря, нелинейными операторами, действующи-
ми из банахова пространства X со слабо компактной сферой в сопряжённое
пространство X∗. Параметр Λ принимает значения в некотором частично упо-
рядоченном множестве L, которое в дальнейшем предполагается линейным (ба-
наховым) пространством.
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Требуется найти значения Λ, для которых задача (1.1) имеет нетривиальное
решение u �= 0. Будем называть такие значения собственными значениями зада-
чи (1.1) или точками спектра. Дополнение к спектру назовём резольвентным
множеством задачи (1.1).

Предположим, что операторы A и B обладают следующими свойствами
(C1,1(X,Y ) обозначает класс отображений из X в Y , имеющих липшицеву
производную).

1◦. A и B положительно однородны одной и той же степени однородности:

A(tu) = tαA(u), B(Λ, tu) = tαB(Λ, u), α ∈ R, t > 0.

2◦. A ∈ C1,1(X,X∗) и B ∈ C1,1(L × X,X∗)—локально липшицевы отображе-
ния, т. e.

‖A(u2) − A(u1)‖X∗ � LA(R)‖u2 − u1‖X ,

‖(Λ2, u2) − B(Λ1, u1)‖X∗ � LB(R)(‖Λ2 − Λ1‖L + ‖u2 − u1‖X)

для любых пар (Λ1, u1) и (Λ2, u2) из шаров радиуса R в L×X, где функции
LA(R) и LB(R) ограничены при ограниченных и отграниченных от нуля
значениях аргументов.

3◦. Оператор B вполне непрерывный по u, при любом значении Λ ∈ L.
4◦. Оператор A ограничен, непрерывен и имеет непрерывный обратный.

Условие 1◦ позволяет впоследствии рассматривать задачу (1.1) лишь на сфере
S = {u ∈ X : ‖u‖ = 1}, где ‖·‖ обозначает норму в X.

Предположим, что существуют функционал

F ∈ L × (X \ {0}) → R
1,

однородный по второму аргументу и, значит, допускающий задание на сфере S,
и путь γ : λ �→ Λ(λ) ∈ L, такие что

(F1) F ∈ C1,1(L × S, R1);
(F2) для любого u ∈ S найдётся элемент Λ ∈ L, такой что F (Λ, u) = 0;
(F3) FΛ(Λ, u) > 0 ∈ L∗ для любого u ∈ S, где FΛ —частная производная функ-

ционала F (Λ, u), L∗ — сопряжённое пространство к L;

(Λ1) функция Λ(λ) принадлежит классу C1,1(R1, L) (имеет липшицеву произ-
водную);

(Λ2) Λ′(λ) > 0 ∈ L для всех λ ∈ R
1;

(Λ3) Λ(λ) → ±∞ при λ → ±∞, т. е. для каждого Λ0 ∈ L найдутся λ∗, λ∗∗ ∈ R
1,

такие что

(λ < λ∗ =⇒ Λ(λ) < Λ0) & (λ > λ∗∗ =⇒ Λ(λ) > Λ0).

Лемма 1.1. Соотношение

F (Λ(λ(u)), u) ≡ 0 (1.2)

определяет функционал λ(u) ∈ C1,1(S, R1).
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Доказательство. Зафиксируем произвольный элемент u ∈ S. Согласно свой-
ству (F2) существует элемент Λ0 ∈ L, такой что F (Λ0, u) = 0. Обозначим
ϕ(λ) ≡ F (Λ(λ), u). Из свойства (Λ3) следует, что найдутся числа λ∗ и λ∗∗, та-
кие что ϕ(λ∗) < 0 и ϕ(λ∗∗) > 0. Принимая во внимание непрерывность функции
ϕ(λ), из свойств (F1) и (Λ1) получаем, что функция ϕ(λ) обращается в нуль
в некоторой точке λ = λ(u). Функция ϕ(λ) монотонно возрастает по λ в силу
свойств (F3) и (Λ2), откуда следует единственность определённого значения
λ(u). Из хорошо известной теоремы о неявной функции и очевидного в силу
свойств (F3) и (Λ2) неравенства

d

dλ
F (Λ(λ), u) = (FΛ(Λ(λ), u),Λ′(λ)) > 0

следует, что λ(u)—функционал класса C1,1. Лемма доказана.

Предположим, что функционал λ(u) обладает следующим свойством:

λ′(u) = 0 ⇐⇒ A(u) = B(Λ(λ(u)), u). (1.3)

Более удобно использовать вместо (1.3) следующее условие:

λ′(u) = G(u)(A(u) − B(Λ(λ(u)), u)), (1.4)

где функционал G(u) удовлетворяет требованию

(G1) существует m > 0, такое что для любого u ∈ S выполняется |G(u)| � m.

Определение 1.1. Назовём функционал λ(u), определённый в (1.2) и удовле-
творяющий (1.3) (в частности, (1.4)) неявным функционалом.

Лемма 1.2. Множество меньших значений

Mc(λ(u)) ≡ {u ∈ S : λ(u) � c}
задаётся неравенством

F (Λ(c), u) � 0. (1.5)

Доказательство. Сопоставление неравенства (1.5) с соотношением (1.2),
определяющим неявный функционал λ(u), с учётом условий монотонности (F2)
и (Λ2), делает утверждение леммы очевидным.

Следствие. Пусть Λ(c) = Λ0. Тогда множество Mc(λ(u)) не зависит от вы-
бора пути γ, что оправдывает следующее определение: Mc(λ(u)) ≡ M(Λ0).

Покажем, что неявный функционал λ(u) удовлетворяет хорошо известным
условиям Пале—Смейла.

Лемма 1.3. Пусть последовательность {un} ⊂ S такова, что множество
{λ(un)} ограничено и имеет место сходимость

A(un) − B(Λ(λ(un)), un) → 0 при n → ∞. (1.6)

Тогда из {un} можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
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Доказательство. Предположим, не ограничивая общности, что последова-
тельность {un} ⊂ S слабо сходится в X и что числовая последовательность
{λ(un)} сходится. Тогда из условий 3◦, (F1) и (Λ1) следует сильная сходимость
последовательности {B(Λ(λ(un)), un)} к некоторому элементу v ∈ X∗. Отсю-
да и из (1.6) можно вывести сильную сходимость A(un) → v и, имея в виду
свойство 4◦, получить, что un → A−1(v) при n → ∞. Лемма доказана.

Следствие. Функционал удовлетворяет условиям Пале—Смейла [13].

Доказательство. Предположим, что функционал λ(u) ограничен на множе-
стве N ⊂ S и последовательность {un} ⊂ N такова, что λ′(un) → 0 ∈ X∗ при
n → ∞. Из вида (1.4) производной λ′(u) и свойства (G1) следует, что эта по-
следовательность удовлетворяет условиям леммы 1.3 и, следовательно, сильно
сходится в X, причём предел принадлежит замыканию множества N . Следствие
доказано.

Это следствие, а также лемма 1.1, в которой была показана принадлежность
λ(u) классу C1,1(S, R1)), позволяют применить к неявному функционалу λ(u)
результаты [13] и получить следующее утверждение.

Лемма 1.4. Пусть функционал λ(u), определённый в (1.2), не имеет крити-
ческих значений в интервале [c, d]. Тогда множество Mc(λ(u)) является дефор-
мационным ретрактом множества Md(λ(u)) и вложение

Mc(λ(u)) → Md(λ(u))

есть гомотопическая эквивалентность.

Лемма 1.5. Множество точек спектра задачи (1.1) замкнуто в L.

Доказательство. Пусть {Λn, n = 1, 2, . . .}—последовательность собствен-
ных значений задачи (1.1), сходящаяся к некоторому элементу Λ ∈ L при
n → ∞. Обозначим через un соответствующие нормированные (‖un‖X = 1)
собственные функции:

A(un) = B(Λn, un). (1.7)

Преобразуем (1.7) к виду

A(un) − B(Λ, un) = B(Λn, un) − B(Λ, un),

откуда с учётом условия 2◦ липшицевости оператора B по Λ получим

‖A(un) − B(Λ, un)‖ � LB(‖un‖)‖Λn − Λ‖L → 0 при n → ∞,

значит,
A(un) − B(Λ, un) → 0 при n → ∞. (1.8)

Не ограничивая общности, можно считать, что последовательность {un} сла-
бо сходится в X к некоторому элементу u. Отсюда и из полной непрерывности
оператора B по u следует сильная сходимость

B(Λ, un) → w ≡ B(Λ, v) (1.9)
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для некоторого v ∈ X. При этом согласно (1.8) A(un) → w сильно в X, и по
свойству 4◦ оператора A последовательность {un} также сходится сильно. При
этом un → u, и в силу непрерывности операторов A и B

A(un) → A(u), B(Λ, un) → B(Λ, u),

поэтому
A(u) = B(Λ, u),

т. е. Λ является точкой спектра задачи (1.1). Лемма доказана.

Следствие. Резольвентное множество � задачи (1.1) открыто.

Сформулируем теперь основное утверждение и его следствие, позволяющие
рассматривать множество L как бифуркационную диаграмму задачи (1.1).

Теорема 1.1. На любой связной компоненте ρ резольвентного множества �
задачи (1.1) гомотопический тип множества M(A), A ∈ ρ, сохраняется.

Доказательство. Соединим две точки A и B связной компоненты ρ непре-
рывной кривой σ конечной длины. Множество �, согласно следствию леммы 1.5,
открыто. Из соображений компактности следует, что существует конечное от-
крытое покрытие кривой σ. Любые две точки выпуклого множества из этого
элемента покрытия можно соединить с некоторой третьей точкой этого же мно-
жества двумя монотонно возрастающими кривыми класса C1,1, вдоль каждой из
которых гомотопический тип соответствующего множества меньших значений
не меняется в силу леммы 1.4. Теорема доказана.

Следствие. Пусть точки A и B принадлежат резольвентному множеству �
задачи (1.1). Пусть множества M(A) и M(B) не являются гомотопически экви-
валентными. Тогда на любой непрерывной кривой, соединяющей точки A и B,
имеются точки спектра задачи (1.1).

Доказательство. Из гомотопической неэквивалентности M(A) �∼= M(B) и
теоремы 1.1 следует, что точки A и B принадлежат различным связным ком-
понентам резольвентного множества �. Отсюда сразу получаем утверждение
следствия.

2. Задача о спектре Фучика p-лапласиана

Рассмотрим следующую квазилинейную эллиптическую задачу на собствен-
ные значения:{

−∆p(u) − λ+|u|p−2u+ + λ−|u|p−2u− = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,
(2.1)

где Ω ⊂ R
N —ограниченная область, p > 1, u± ≡ max{±u, 0}, λ+, λ− ∈ R

1.
Здесь X = W 1

p (Ω)—пространство С. Л. Соболева (см. [10]) функций u(x),
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являющееся замыканием по норме

‖∇u‖p ≡
(∫

Ω

|∇u|p dx

)1/p

пространства финитных бесконечно дифференцируемых функций; X∗ =
= W−1

q (Ω)— сопряжённое к нему линейное пространство; 1
p+ 1

q = 1; p-лапласиан

∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u) : W̊ 1
p (Ω) → W−1

q (Ω)

понимается также в смысле замыкания;

Sp ≡ {u ∈ W̊ 1
p (Ω): ‖∇u‖p = 1

}
—

единичная сфера в X = W̊ 1
p (Ω); L = {(λ+, λ−)}—двумерная вещественная

плоскость; операторы A и B имеют вид

A = −∆p, B(Λ, u) ≡ λ+|u|p−2u+ − λ−|u|p−2u−.

В случае λ+ = λ− задача (2.1) принимает вид{
−∆p(u) − λ|u|p−2u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0.
(2.2)

Определим первое собственное значение задачи (2.2) как

λ1,p ≡ min
u�=0

‖∇u‖p
p

‖u‖p
p

= min
u∈Sp

1
‖u‖p

p
. (2.3)

Множество Σ пар (λ+, λ−), для которых задача (2.1) имеет нетривиальные
решения, называется спектром Фучика p-лапласиана в области Ω. О пер-
вом собственном значении λ1,p задачи (2.2) известно, что оно положитель-
ное, простое и соответствующая собственная функция знакопостоянная [12].
Следовательно, спектр Σ задачи (2.1) содержит две прямые линии λ1,p × R

1 и
R

1 ×λ1,p. В спектральное множество задачи (2.2) входит также неограниченная
последовательность {λn,p} собственных значений, которой соответствуют точ-
ки {(λn,p, λn,p)} спектра Σ задачи (2.1). В [3] построена первая нетривиальная
кривая, состоящая из точек спектра Σ задачи (2.1), проходящая через точку
{(λ2,p, λ2,p)}, где λ2,p —второе собственное значение задачи (2.2), и асимпто-
тически выходящая на прямые λ1,p × R

1 и R
1 × λ1,p, принадлежащие Σ. Для

обыкновенных дифференциальных уравнений (N = 1) показано [2], что спек-
тральное множество Σ состоит из последовательности квазигипербол, проходя-
щих по две (с учётом кратности) через каждую диагональную точку спектра
{(λn,p, λn,p)}.
Лемма 2.1. Операторы A(u) и B(Λ, u) удовлетворяют условиям 1◦—4◦.

Доказательство. Операторы A(u) и B(Λ, u) очевидно являются положи-
тельно однородными степени однородности p − 1. Условия 2◦ и 4◦ леммы
выполняются согласно результатам [6]. Оператор B(Λ, u) линейно зависит от
λ+ и λ−, поэтому он липшицев по этим аргументам.



Неявный функционал и задачи на собственные значения 175

Лемма 2.2. Функционал

F (λ+, λ−;u) ≡ λ+‖u+‖p
p + λ−‖u−‖p

p − ‖∇u‖p
p

удовлетворяет условиям (F1)—(F3).

Доказательство. Функционал F (λ+, λ−;u) удовлетворяет условию (F1) со-
гласно [2,6] и лемме 2.1.

Зафиксируем произвольный элемент u ∈ S. Функционал F (λ+, λ−;u) ли-
нейно зависит от λ+ и λ−, значит, существует пара (λ+, λ−), такая что
F (λ+, λ−;u) = 0. Поэтому выполнено условия (F2).

Проверим, что функционал F (λ+, λ−;u) удовлетворяет условию (F3). Легко
видеть, что

FΛ(λ+, λ−;u) = (‖u+‖p
p, ‖u−‖p

p) > (0, 0)

для любого u ∈ Sp, откуда следует монотонность F (λ+, λ−;u) по Λ. Лемма
доказана.

Пусть f : R
1 → R

1 есть некоторая монотонно возрастающая дважды диффе-
ренцируемая функция, такая что

f(λ1,p) = λ1,p,

δ � f ′ � C для некоторых δ, C > 0.

}
(2.4)

С функцией f(λ) связан путь γ : λ �→ Λ(λ) ≡ (λ, f(λ)) на плоскости (λ+, λ−).
В этом случае выполнение условий (Λ1)—(Λ3) очевидно благодаря услови-
ям (2.4) на функцию f(λ), что доказывает следующее утверждение.

Лемма 2.3. Путь γ : λ �→ (λ, f(λ)) удовлетворяет условиям (Λ1)—(Λ3).

Покажем, что соотношение F (Λ(λ(u)), u) ≡ 0 вида (1.2) порождает неявный
функционал λ(u), подходящий для исследования задачи (2.1).

Лемма 2.4. Соотношение

λ(u)‖u+‖p
p + f(λ(u))‖u−‖p

p ≡ ‖∇u‖p
p (2.5)

определяет неявный функционал λ(u), обладающий свойствами (1.3): функция
u(x) является собственной функцией (2.1), соответствующей собственному зна-
чению (λ+, λ−) = (λ(u), f(λ(u))), тогда и только тогда, когда λ′(u) = 0 (точнее,
вариационная производная функционала λ(u) имеет вид (1.4)).

Доказательство. Применяя леммы 2.1—2.3, а затем и лемму 1.1, легко убе-
диться, что соотношение (2.5) действительно определяет неявный функционал
λ(u). Непосредственно применяя далее теорему о неявной функции к соотно-
шению (2.5), определяющему неявный функционал, получим выражение для
вариационной производной λ′(u) = −Fλ

Fu
вида (1.4):

λ′(u) =
p(−∆p(u) − λ(u)|u|p−2u+ + f(λ(u))|u|p−2u−)

‖u+‖p
p + f ′(λ(u))‖u−‖p

p
. (2.6)

Из условия (2.4) следует, что знаменатель выражения (2.6) не обращается
в нуль на сфере Sp. Лемма доказана.



176 И. Л. Покровский

Заметим, что из определения (2.3) первого собственного значения λ1,p за-
дачи (2.2) следует, что неявный функционал λ(u) зависит лишь от поведения
функции f(λ) при λ � λ1,p.

Отметим также, что для функционала λ(u), определяемого соотношени-
ем (2.5), неравенство (1.5) имеет вид

c‖u+‖p
p + f(c)‖u−‖p

p � ‖∇u‖p
p.

Следующее утверждение непосредственно выводится из лемм 2.1—2.4 и до-
казательства теоремы 1.1.

Утверждение 2.1. Утверждения теоремы 1.1 и её следствия верны для зада-
чи (2.1).

3. Задача о спектре Фучика оператора Лапласа

Положим в задаче (2.1) p = 2:{
− ∆u − λ+u+ + λ−u− = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0.
(3.1)

Как и раньше в разделе 2, X = W̊ 1
2 (Ω)—пространство С. Л. Соболева функций

u(x) с нормой

‖∇u‖ ≡
(∫

Ω

|∇u|2 dx

)1/2

,

X∗ = W−1
2 (Ω)— сопряжённое к нему линейное пространство,

S = {u ∈ W̊ 1
2 (Ω): ‖∇u‖ = 1}—

единичная сфера в X, L = {(λ+, λ−)}—двумерная плоскость, линейный опе-
ратор A = −∆ является изометрическим изоморфизмом W̊ 1

2 (Ω) → W−1
2 (Ω),

нелинейный оператор B имеет вид B(Λ, u) ≡ λ+u+ − λ−u−. Всюду в дальней-
шем ‖·‖—норма в пространстве L2(Ω).

Наряду с задачей (3.1) рассмотрим линейную задачу{
−∆u − λu = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0.
(3.2)

Известно [1], что в случае граничных условий (3.2) оператор (−∆) имеет дис-
кретный спектр {λn; n ∈ N}, такой что

0 < λ1 < λ2 � λ3 � . . . � λn � . . . , lim
u→∞λn = +∞.

В некотором смысле задача (3.1) является наиболее простой нелинейной за-
дачей на собственные значения: линейная функция u �→ λu из задачи (3.2)



Неявный функционал и задачи на собственные значения 177

заменена здесь на кусочно-линейную функцию u �→ λ+u+ − λ−u−, график ко-
торой состоит из двух лучей, соединённых в начале координат. Нелинейность
такого типа известна как скачкообразная нелинейность [9].

Задача (3.1) — классическая задача о спектре Фучика. Она была поставлена
и полностью решена в одномерном случае С. Фучиком в [8]. Именно, было
показано, что спектр Σ задачи{

−y′′ − λ+y+ + λ−y− = 0,

y(0) = y(l) = 0

состоит из семейства квазигипербол

λ+ = 1, λ− = 1,√
λ+

√
λ−√

λ+ +
√

λ−
∈ N,

√
λ+(

√
λ− − 1)√

λ+ +
√

λ−
∈ N,

(
√

λ+ − 1)
√

λ−√
λ+ +

√
λ−

∈ N,

проходящих (с учётом кратности по две) через каждую точку (n2, n2) спектра
(в случае l = π) соответствующей линейной задачи{

−y′′ − λy = 0,

y(0) = y(π) = 0.

Подробное изложение обобщения этих результатов на случай самосопряжённого
оператора в дивергентной форме

Lu ≡ − d

dx

(
a(x)

du

dx

)
− a0(x)u

можно найти в [5]. Важный результат о резольвентном множестве задачи (3.1)
в многомерном случае (N > 1) был получен Е. Н. Данцером [4]. В частности,
было показано, что прямые λ+ = λ1 и λ− = λ1 принадлежат спектру Σ за-
дачи (3.1) и располагаются изолированно от остальных частей спектра. Было
показано, что множества

{λ+ < λ1; λ− < λ1}, {λ+ < λ1; λ− > λ1}, {λ+ > λ1; λ− < λ1}
и «околодиагональные» квадраты

{λn � λ+, λ− � λn+1; (λ+, λ−) �= (λk, λk), k = n, n + 1}
на плоскости {(λ+, λ−)}, за исключением их вершин вида (λk, λk), k ∈ {n, n+1}
(точки спектра задачи (3.2)), принадлежат резольвентному множеству зада-
чи (3.1).

В [7] вариационными методами доказывается существование первой нетри-
виальной (т. е. содержащейся в области (λ+, λ−) > (λ1, λ1)) кривой спектра Фу-
чика, монотонно убывающей, симметричной относительно диагонали λ+ = λ−
и асимптотически выходящей на прямые λ+ = λ1 и λ− = λ1.

В примере 3.1 подробно рассмотрен результат М. Шехтера [14] относящийся
к прохождению спектральных кривых по квадрату (λm−1; λm+1)×(λm−1; λm+1).
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Пусть функция f : R
1 → R

1, как и в разделе 2, монотонно возрастаю-
щая, дважды дифференцируемая и удовлетворяет условиям (2.4): f(λ1) = λ1,
lim

λ→±∞
f(λ) = ±∞, δ � f ′(λ) � C для некоторых δ, C > 0. Здесь λ1,2 ≡ λ1 —

первое собственное значение задачи (3.2),

λ1 = inf
u�=0

‖∇u‖2

‖u‖2
,

связанное с известным неравенством Фридрихса [1]

λ1‖u‖2 � ‖∇u‖2, (3.3)

справедливым для любого u ∈ W̊ 1
2 (Ω). Как легко видеть, выбирая f̂(λ) ≡ λ (см.

раздел 2), получим неявный функционал λ̂ : S → R (заданный в данном случае
явно),

λ̂(u) ≡ ‖∇u‖2

‖u‖2
, (3.4)

такой что элемент u ∈ S является решением (3.2), отвечающим собственному
значению λ = λ̂(u), тогда и только тогда, когда λ̂′(u) = 0 (см. (2.5) при p = 2).
Исследуем множество меньших значений Mc(λ̂(u)) в предположении λn < c <
< λn+1 (собственные значения λn и λn+1 не обязательно являются простыми).
Обозначим через en решение задачи (3.2), соответствующее собственному зна-
чению λn и нормированное так, что ‖∇en‖ = 1. Система {en; n = 1, 2, . . .}
образует ортогональный базис в W̊ 1

2 (Ω) [13]. При этом естественным образом
возникает представление W̊ 1

2 (Ω) в виде прямой суммы

W̊ 1
2 (Ω) = V n ⊕ Wn,

где
V n ≡ span{e1, . . . , en}, Wn ≡ span{en+1, en+2, . . .},

и каждый вектор u ∈ W̊ 1
2 (Ω) представи́м единственным образом в виде

u = v + w,

где v ∈ V n, w ∈ Wn.
В силу монотонности последовательности собственных значений задачи (3.2)

{λn; n = 1, 2, . . .}, а также выражения (3.4) для λ̂(u) имеют место неравенства

λ̂(v) < c < λ̂(w), v, w �= 0. (3.5)

Теорема 3.1. Сфера Sn−1 = S∩V n является деформационным ретрактом [6]
множества Mc(λ̂(u)).

Доказательство. Зафиксируем v и w, v ∈ V n, w ∈ Wn, такие что v +w ∈ S,
т. е.

‖∇v‖2 + ‖∇w‖2 = 1.

Рассмотрим на сфере S окружность

S1(v, w) ≡ {tv + sw; t, s ∈ R; ‖∇(tv + sw)‖ = 1},
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являющуюся сечением сферы S двумерной плоскостью, порождённой векторами
v и w, S1(v, w) = S ∩ span{v, w}. Для того чтобы вектор tv + sw, w �= 0, при-
надлежал S1(v, w), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение

t2‖∇v‖2 + s2‖∇w‖2 = 1,

и следовательно,

s2 =
1 − t2‖∇v‖2

‖∇w‖2
. (3.6)

Условие принадлежности tv + sw множеству Mc(λ̂(u)) запишется соглас-
но (3.4) в виде

t2‖v‖2 + s2‖w‖2 � 1
c
.

Преобразуем полученное неравенство с учётом (3.6) к виду

t2‖v‖2 +
(

1 − t2‖∇v‖2

‖∇w‖2

)
‖∇w‖2 � 1

c

и решим его относительно t2:

t2 �


 1

c − ‖w‖2

‖∇w‖2

‖v‖2

‖∇v‖2 − ‖w‖2

‖∇w‖2


 =

( 1
c − 1

λ̂(w)

1
λ̂(v)

− 1
λ̂(w)

)
1

‖∇v‖2
≡ A.

Из неравенств (3.5) следует

0 < A � 1
‖∇v‖2

,

что позволяет произвести деформацию, при которой Mc(λ̂(u)) стягивается
на Sn−1, по указанным ранее окружностям S1(v, w). Теорема 3.1 доказана.

Пример 3.1. Запишем отрезок последовательности собственных значений
задачи (3.2) с учётом кратностей в виде

. . . < σik−1 ≡ λk−1 < σik
≡ λk < . . . < σim

≡ λm < σim+1 ≡ λm+1 � . . .

при этом суммарная кратность собственных значений σk, . . . σm равна m−k+1.
Согласно [14] множество точек спектра задачи (3.1), находящееся в прямоуголь-
нике Πl ≡ ]σl, σl+1[× ]σl−1, σl[, l = 2, 3, . . ., представляет собой две непрерывные
монотонно невозрастающие линии, проходящие через точку (σl, σl), а также,
возможно, через некоторые точки, находящиеся между этими линиями. Отсю-
да и из результатов [4] о резольвентном множестве � задачи (3.1) для любых
натуральных чисел k и m, k < m, таких что

. . . � λk−1 < λk � . . . � λm < λm+1 � . . . ,

существуют числа νk и µm, такие что νk < λk−1, µm > λm+1 и интервалы
Ik ≡ {(λk, t); νk � t < λk−1} и Im ≡ {(t, λm); λm+1 < t � µm} принадлежат
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тем же компонентам связности резольвентного множества �, что и диагональ-
ные квадраты (с удалёнными вершинами вида (λj , λj)) [λk−1, λk] × [λk−1, λk] и
[λm, λm+1]× [λm, λm+1] соответственно. Пусть точки C и D таковы, что C ∈ Ik

и D ∈ Im. Согласно теореме 3.1 множества M(C) и M(D) имеют различные
гомотопические типы, Sk−1 и Sm−1 соответственно. Применяя утверждение 2.1
при p = 2, получим наличие точек спектра задачи (3.1) на любой непрерыв-
ной кривой, соединяющей точки C и D. При этом интерес представляют те
кривые, которые проходят целиком вне прямоугольников и на которых рас-
положены точки спектра задачи (3.1), заведомо не принадлежащие областям,
рассматриваемым в [14].

В заключение заметим, что в силу очевидной симметрии спектра и резоль-
вентного множества задачи (3.1) относительно диагонали λ+ = λ− рассуждения,
проведённые для области λ+ > λ−, могут быть полностью повторены для обла-
сти λ+ < λ−.

4. Нелинейная зависимость весовой функции
от спектрального параметра

Рассмотрим следующую линейную задачу на собственные значения:{
−∆u − Λ(x)u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0
(4.1)

в ограниченной области Ω ⊂ R
N . Здесь, как и в разделе 3, X = W̊ 1

2 (Ω),
S =

{
u ∈ W̊ 1

2 (Ω): ‖∇u‖ = 1
}
, X∗ = W−1

2 (Ω), L = L∞(Ω)—пространство су-
щественно ограниченных функций с нормой ‖v(x)‖L∞ ≡ ess sup

x∈Ω
|v(x)|, A = −∆,

B(Λ, u) ≡ Λ(x)u.
Требуется найти функции Λ(·) ∈ Λ∞(Ω), при которых задача (4.1) имеет

нетривиальные решения, т. е. роль спектрального параметра играют существен-
но ограниченные функции.

Лемма 4.1. Оператор B(Λ, u) удовлетворяет условиям 1◦—3◦.

Доказательство. Оператор B(Λ, u) линеен и потому положительно одно-
роден. Вложение W̊ 1

2 (Ω) ⊆ W 1
2 (Ω) вполне непрерывно [10], значит, линейный

(по u) оператор B(Λ, u) вполне непрерывен по u, откуда следует его усилённая
непрерывность (см. [11]). Лемма доказана.

Лемма 4.2. Функционал

F (Λ, u) ≡
∫
Ω

Λ(x)u2 dx −
∫
Ω

|∇u|2 dx

удовлетворяет условиям (F1)—(F3).
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Доказательство. Условие (F1) выполнено, поскольку функционал F (Λ, u)
линейный по Λ и квадратичный по u, следовательно, он дважды дифференци-
руем по обоим аргументам.

Проверим условие (F2). Фиксируем произвольный элемент u ∈ S. Вви-
ду линейной зависимости функционала F (Λ, u) от Λ можно выбрать весовую
функцию так, чтобы F (Λ, u) = 0.

Непосредственное вычисление производной функционала F (Λ, u) по Λ даёт

FΛ(Λ, u) = u2 > 0 ∈ Λ∞(Ω).

Таким образом, выполнено условие (F3). Лемма доказана.

Пусть функция a(λ, x), удовлетворяет следующим условиям (схожими с
условиями (2.4) на функцию f(λ)):

1) a(λ, x) ∈ C2(R,Λ∞(Ω));
2) δ < aλ(λ, x) < C почти всюду в Ω для некоторых δ, C > 0;
3) a(λ, x) → ±∞ при λ → ±∞ равномерно в L∞(Ω) по x ∈ Ω.

При этом становится естественным и удобным для дальнейшего исследования
рассмотреть задачу (4.1) в следующей постановке:{

−∆u − a(λ, x)u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,
(4.2)

и здесь уже требуется найти значения вещественного параметра λ, при которых
задача (4.2) имеет нетривиальные решения.

Если положить a(λ, x) ≡ λ, то задача (4.2) превращается в задачу (3.2).
Вид свойств 1)—3) функции a(λ, x) позволяет легко получить следующее

утверждение.

Лемма 4.3. Путь γ : λ �→ a(λ, x) удовлетворяет условиям (Λ1)—(Λ3).

С геометрической точки зрения путь γ, определённый с помощью функ-
ции a(λ, x), проходит в силу свойства (Λ2) вдоль поля положительных конусов
в L∞(Ω).

Определим неявный функционал λ(u) : W̊ 1
2 (Ω) \ 0 → R. Соотношение (1.2)

примет вид ∫
Ω

a(λ(u), x)u2(x) dx ≡
∫
Ω

|∇u(x)|2 dx (4.3)

(аналогично определению (2.4)). Соотношение (4.3) однородно, поэтому опре-
деляемый им неявный функционал λ(u) можно рассматривать лишь на сфере
S =

{
u ∈ W̊ 1

2 (Ω): ‖∇u‖ = 1
}
.

Покажем, что точная нижняя грань множества значений построенного в (4.3)
неявного функционала конечна и достижима.
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Лемма 4.4. Пусть функция a(λ, x) удовлетворяет условиям 1)—3). Тогда

λa
1 ≡ inf

{
λ ∈ R : найдётся u ∈ S, для которого∫

Ω

a(λ, x)u2(x) dx =
∫
Ω

|∇u(x)|2 dx

}
> −∞. (4.4)

Кроме того, точная нижняя грань в (4.4) достигается, т. е. существует элемент
u1 ∈ S, такой что ∫

Ω

|∇u1(x)|2 dx =
∫
Ω

a(λa
1 , x)u2

1(x) dx.

Доказательство. Обозначим

Nc ≡
{

u ∈ S :
∫
Ω

a(c, x)u2(x) dx �
∫
Ω

|∇u(x)|2 dx

}
.

Из равномерного стремления функции a(λ, x) к (+∞) при λ → +∞ (условие 3))
следует, что множество Nc будет непустым для достаточно больших значений c.

Далее, из неравенства Фридрихса (3.3), а также из равномерного стремления
функции a(λ, x) к (−∞) при λ → −∞ (условие 3)) следует существование чис-
ла λ∗, такого что a(λ∗, x) < λ1 для п. в. x ∈ Ω. Сопоставляя равенство из (4.4)
при c = λ∗ с неравенством Фридрихса (3.3), получим первое утверждение (4.4)
леммы 4.4.

Докажем утверждение второй части леммы. Множество Nc, как было показа-
но, является непустым для достаточно больших c. Ясно также, что оно является
замкнутым. Вложение множеств Nc1 ⊆ Nc2 при c1 � c2 имеет место в силу мо-
нотонности функции a(λ, x) по λ (условие 1)). Поэтому с монотонно убывающей
последовательностью {λ(n), n = 1, 2, . . .}, такой что λa

1 = inf
n=1,2,...

{λ(n)}, связана
следующая последовательность вложений замкнутых множеств:

. . . ⊆ Nλ(n) ⊆ . . . ⊆ Nλ(2) ⊆ Nλ(1) .

Согласно принципу вложенных замкнутых множеств, являющемуся обобще-
нием принципа Кантора [11], предельное множество lim

n→∞Nλ(n) окажется непу-
стым, т. е. существует элемент u1 ∈ S, такой что∫

Ω

|∇u1(x)|2 dx �
∫
Ω

a(λa
1 , x)u2

1(x) dx.

Заметим, что из определения λa
1 и непрерывности по λ функции a(λ, x) (выте-

кающей из свойства 1)) следует, что последнее нестрогое неравенство является
равенством. Вторая часть утверждения леммы 4.4 доказана.

Как и в разделе 2, заметим, что из соотношения (4.3) следует, что на опреде-
ление неявного функционала λ(u) оказывает влияние лишь поведение функции



Неявный функционал и задачи на собственные значения 183

a(λ, x) при λ � λa
1 , где λa

1 —первое собственное значение задачи (4.2), опреде-
лённое в лемме 4.5.

Следующее утверждение устанавливает связь между построенным неявным
функционалом λ(u) и задачей (4.2).

Лемма 4.5. Соотношение (4.3) определяет неявный функционал λ(u) ∈
∈ C2(S, R1), для которого выполнено свойство (1.3): функция является соб-
ственной функцией задачи (4.2), соответствующей собственному значению λ(u),
тогда и только тогда, когда λ′(u) = 0.

Доказательство. Корректность определения неявного функционала следует
из лемм 4.1—4.3 и леммы 1.1. Из того, что вложение W̊ 1

2 (Ω) ⊆ W−1
2 (Ω) вполне

непрерывно, следует непрерывность линейного отображения u �→ 2a(λ, x)u, рас-
сматриваемого как оператор W̊ 1

2 (Ω) → W−1
2 (Ω), значит, существует производная

по Фреше вида
δ

δu

∫
Ω

a(λ, x)u2(x) dx = 2a(λ, x)u.

Применяя далее хорошо известную теорему о неявной функции к соотноше-
нию (4.3), определяющему неявный функционал λ(u), и пользуясь условием 1◦,
получим выражение для вариационной производной λ′(u) = −Fλ

Fu
в виде (1.4):

λ′(u) =
2(−∆u − a(λ(u), x)u)∫
Ω

∂a(λ(u),x)
∂λ u2(x) dx

. (4.5)

Из условия (Λ2) следует, что знаменатель в правой части (4.5) не обращается
в нуль на сфере S. Справедливость второго утверждения вытекает из сопостав-
ления уравнения (4.2) с видом (4.5) вариационной производной λ′(u) неявного
функционала λ(u). Лемма доказана.

Следствие 1 лемм 4.4 и 4.5. Функция u1(x) (определённая в лемме 4.4)
является знакопостоянной собственной функцией задачи (4.2), отвечающей пер-
вому собственному значению λa

1 .

Доказательство. Из леммы 4.4 следует, что неявный функционал λ(u) до-
стигает минимума в точке u1 ∈ S. Из вида (4.5) вариационной производной
λ′(u) вытекает, что u1 есть решение задачи на собственные значения (4.2), со-
ответствующее первому собственному значению λa

1 . Предположим, что функция
u1(x) знакопеременная, т. е. u+

1 �≡ 0 и u−
1 �≡ 0. Из вариационного определения

λa
1 (4.4) следует, что имеют место следующие равенства:∫

Ω

a(λa
1 , x)(u±

1 )2 dx =
∫
Ω

|∇(u±
1 )|2 dx (4.6)

(действительно, ввиду минимальности определённого в (4.4) значения λa
1 знак >

в соотношениях (4.6) невозможен, а появление знака < сразу приводит к нера-
венству
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∫
Ω

a(λa
1 , x)(u1)2 dx <

∫
Ω

|∇u1|2 dx,

которое противоречит определению (4.4)). Но тогда из равенств (4.6) и вариаци-
онного определения (4.4) первого собственного значения следует, что функции
u+

1 и u−
1 являются обобщёнными решениями линейной задачи (4.2), т. е. удовле-

творяют уравнению Lav = 0, где La ≡ ∆ + a(λa
1 , x). Оператор La удовлетворяет

условиям теоремы Харнака. Но функции u+
1 и u−

1 равны тождественно нулю на
множествах Ω+ ≡ {x ∈ Ω: u(x) < 0} и Ω− ≡ {x ∈ Ω: u(x) > 0} соответственно,
что приводит к очевидному противоречию со следующей оценкой (неравенством
Харнака):

sup
Ω′

v � C inf
Ω′

v, v = u±
1 , Ω′ ⊂ Ω, C > 0

(при надлежащем выборе Ω′, при котором v(x1) > 0 и v(x2) = 0 для некото-
рых x1,2 ∈ Ω′). Это означает, что функция u1(x) является знакоопределённой
в области Ω, например u1(x) > 0, x ∈ Ω \ ∂Ω. Следствие доказано.

Следствие 2 лемм 4.4 и 4.5. Первое собственное значение λa
1 задачи (4.2)

является простым.

Доказательство. Предположим, от противного, что существуют два линей-
но независимых решения u

(1)
1 и u

(2)
1 задачи (4.2), отвечающих собственному

значению λa
1 . Легко видеть, что тогда можно выбрать постоянные α1 и α2, та-

кие что линейная комбинация w1 = α1u
(1)
1 + α2u

(2)
1 окажется знакопеременной,

w+
1 �≡ 0 и w−

1 �≡ 0. С другой стороны, функция w1(x) является собственной
функцией задачи (4.2), отвечающей собственному значению λa

1 ,{
−∆w1 − a(λa

1 , x)w1 = 0, x ∈ Ω,

w1|∂Ω = 0,

что противоречит утверждению следствия 1 лемм 4.4 и 4.5 о знакоопределённо-
сти собственной функции, соответствующей первому собственному значению.
Следствие 2 лемм 4.4 и 4.5 доказано.

Из леммы 1.2 следует, что множество меньших значений Mc(λ(u)) неявного
функционала λ(u) задаётся неравенством∫

Ω

a(c, x)u2 dx �
∫
Ω

|∇u|2 dx.

Более того, из следствия леммы 1.2 следует, что для любой функции Λ(x) из
L∞(Ω) неравенство ∫

Ω

Λ(x)u2 dx �
∫
Ω

|∇u|2 dx (4.7)

определяет множество меньших значений точки M(Λ), совпадающее с множе-
ством меньших значений Mc(λ(u)) неявного функционала λa(u), порождённого
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функцией a(λ, x), такой что a(c, x) = Λ(x). Последнее утверждение позволяет
говорить о пространстве Λ∞(Ω) как о бифуркационной диаграмме задачи (4.1).

Утверждение 4.1. Теорема 1.1 и её следствие справедливы для задачи (4.1).

Утверждение является следствием лемм 4.1—4.3, 4.5, а также утверждений
раздела 1.

Пример 4.1. Предложенный подход позволяет в некоторых случаях устано-
вить наличие точек спектра задачи на собственные значения (4.1), основыва-
ясь на топологических характеристиках некоторых точек резольвентного мно-
жества. Хорошо известно [1], что для задачи на собственные значения с весовой
функцией и линейным вхождением спектрального параметра λ{

−∆u − λρ(x)u = 0, x ∈ Ω,

u|∂Ω = 0,
(4.8)

где ρ(x) ∈ L∞(Ω), ρ(x) > 0 для п. в. x ∈ Ω, имеется (так же как и для
рассмотренной ранее задачи (3.2) с весовой функцией ρ(x) ≡ 1) бесконечное
множество собственных значений Cp ≡ {λρ

n; n ∈ N}, таких что
0 < λρ

1 < λρ
2 � λρ

3 � . . . � λρ
n � . . . , lim

n→∞λρ
n ≡ +∞.

Соответствующие собственные функции eρ
n(x) образуют ортогональную систему

векторов. Неявный функционал для задачи (4.8) имеет явное выражение

λρ(u) =

∫
Ω

|∇u|2 dx∫
Ω

ρ(x)u2 dx
,

и множество его критических значений совпадает с Cρ.

Теорема 3.1 может быть обобщена на случай весовой функции ρ(x) в зада-
че (4.8). Пусть λρ

n < c < λρ
n+1 для некоторого натурального n. Тогда в обозна-

чениях раздела 3 получим следующее утверждение.

Теорема 4.1. Сфера Sn1 = S ∩ V n является деформационным ретрактом
множества Mc(λρ(u)), где V n ≡ span{λρ

1, . . . , λ
ρ
n}.

Рассмотрим два неколлинеарных элемента ρ1,2(x) ∈ L∞(Ω), ρ1,2(x) > 0 для
п. в. x ∈ Ω. Каждой весовой функции pi(x), i = 1, 2, соответствует последова-
тельность собственных значений {λρi

n ; n ∈ N}. Зафиксируем натуральные числа
k и m, k �= m, и числа c1 и c2, такие что

λρ1
k < c1 < λρ1

k+1, λρ2
m < c2 < λρ2

m+1. (4.9)

Обозначим Λ1(x) ≡ c1ρ1(x) и Λ2(x) ≡ c2ρ2(x).

Утверждение 4.2. На любом непрерывном пути в L∞(Ω), соединяющем
Λ1(x) и Λ2(x), имеются точки спектра задачи (4.1).
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Доказательство. Из (4.9) и теоремы 3.1, применённой к задаче (4.8), сле-
дует, что точки Λ1(x) и Λ2(x) принадлежат резольвентному множеству зада-
чи (4.8), причём множества M(Λ1) и M(Λ2) гомотопически неэквивалентны,

M(Λ1) ≈ Sk−1 �≈ Sm1 ≈ M(Λ2).

Тогда в силу следствия теоремы 1.1 на любой непрерывной кривой, соединяющей
точки Λ1(x) и Λ2(x) в L∞(Ω), имеются точки спектра задачи (4.8). Утверждение
доказано.
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