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Аннотация

В статье доказывается оценка меры алгебраической независимости значений в раз-
личных алгебраических точках эллиптической функции Якоби sn(z).

Abstract

Ya. M. Kholyavka, On a measure of algebraic independence of values of Jaco-
bi elliptic functions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 11 (2005), no. 6,
pp. 209—219.

In the paper, an estimate for the measure of algebraic independence is proved for
values of the Jacobi elliptic function sn(z) at different algebraic points.

1. Введение

Пусть ℘(z)—эллиптическая функция Вейерштрасса с алгебраическими ин-
вариантами g2, g3 и с комплексным умножением над полем Q(τ), sn(z)—эллип-
тическая функция Якоби, κ — эллиптический модуль sn(z), κ —алгебраическое
число, κ �= 0, 1. В [21,24] доказан эллиптический аналог теоремы Линдемана.

Теорема 1. Если α1, . . . , αk —алгебраические числа, линейно независимые
над Q(τ), то числа

℘(α1), . . . , ℘(αk)

алгебраически независимы над Q.

Из соотношений между ℘(z) и sn(z) и доказательства теоремы 1 в [9] следует
аналог теоремы Линдемана для sn(z).

Теорема 2. Если α1, . . . , αn —алгебраические числа, линейно независимые
над Q, то среди чисел

sn(α1), . . . , sn(αn)

имеется не менее [n/2] алгебраически независимых над Q.
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Оценка меры алгебраической независимости значений в алгебраических точ-
ках эллиптической функции Вейерштрасса анонсирована в [7, 14, 25], а также
следует из опубликованных в [17] результатов. Оценка, доказанная в [9, 20],
является лучшей из известных. В нашей работе получена соответствующая
оценке в [9] оценка меры алгебраической независимости значений в алгебра-
ических точках эллиптической функции Якоби sn(z).

Теорема 3. Пусть sn(z)— эллиптическая функция Якоби, κ —алгебраиче-
ское число (κ �= 0, 1), α1, . . . , αn —алгебраические числа, линейно независимые
над Q, β1, . . . , βk, k = [n/2], — такие числа, что sn(α1), . . . , sn(αn) алгебраичны
над Q(β1, . . . , βk). Тогда для любого полинома A ∈ Z[x1, . . . , xk], A �≡ 0, степень
которого не превышает D и коэффициенты которого по абсолютной величине
не больше H, справедливо неравенство

|A(β1, . . . , βk)| � H−c1Dk

, (1)

где H и D — такие положительные числа, что

ln lnH � c2D
k ln(D + 1), D � 1,

c1, c2 —положительные константы, зависящие только от κ и α1, . . . , αk.

Отметим, что подобные оценки могут быть получены и для других эллипти-
ческих функций Якоби.

Необходимые для доказательства теоремы 3 утверждения содержатся в раз-
деле 2. В разделе 3 доказана теорема 4, из которой следует доказательство
оценки (1).

2. Вспомогательные утверждения

Доказательство теоремы 3 проводится методом Нестеренко, изложенном
в [3—6, 8, 10]. Этот метод обобщает на основе алгебраической техники метод
Гельфонда доказательства алгебраической независимости.

Напомним, что идеал I кольца многочленов называется несмешанным, если
все его примарные компоненты имеют одинаковую размерность, равную размер-
ности идеала I. Под размерностью dim I однородного идеала I мы понимаем его
проективную размерность (см., например, [2]). Обозначим через deg I и h(I)
степень и логарифмическую высоту идеала I.

Для γ̄ = (γ1, . . . , γm) ∈ Cm положим |γ̄| = max
1�j�m

|γj |.
Пусть K = Q(κ, α1, . . . , αn), K[x̄]—кольцо многочленов от переменных

x0, . . . , xm над K. Обозначим для каждого однородного несмешанного идеала I,
I ⊂ K[x̄], и ненулевой точки γ̄ ∈ Cm+1 через |I(γ̄)| величину, аналогичную по
своей роли |P (γ̄)|.
Лемма 1. Пусть I —несмешанный однородный идеал кольца K[x̄], dim I � 0,

I = I1 ∩ . . . ∩ Is —несократимое примарное разложение, pj =
√

Ij , kj —показа-
тель примарного идеала Ij . Пусть γ̄ ∈ Cm+1, γ̄ �= 0. Тогда
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1)
s∑

j=1

kj deg pj = deg I;

2)
s∑

j=1

kjh(pj) � h(I) + m2 deg I;

3)
s∑

j=1

kj ln |pj(γ̄)| � ln |I(γ̄)| + m3 deg I.

Доказательство леммы 1 приведено в [10, предложение 1.2].
Обозначим deg P степень многочлена P , |P | = max |ai|, где ai —коэффици-

енты многочлена P , h(P )—логарифмическая высота многочлена P ,

‖P‖γ̄ = |P (γ̄)| · |P |−1 · |γ̄|− deg P

(см., например, [10]).
Для любых двух ненулевых точек γ̄ ∈ Cm+1 и ϑ̄ ∈ Cm+1 через

‖γ̄ − ϑ̄‖ =
(

max
0�i<j�m

∣∣γ̄iϑ̄j − γ̄j ϑ̄i

∣∣)|γ̄|−1|ϑ̄|−1

обозначим расстояние между точками γ̄ и ϑ̄.

Лемма 2. Пусть p—однородный простой идеал кольца K[x̄], dim p � 0, Q—
однородный многочлен из K[x̄], Q /∈ p. Если r = 1+dim p � 2, то существует та-
кой однородный несмешанный идеал J ⊂ K[x̄], что его нули совпадают с нулями
идеала (p, Q), dim J = dim p − 1,

1) deg J � deg p · deg Q;
2) h(J) � h(p) deg Q + h(Q) deg p + m(r + 1) deg p · deg Q;
3) для любой точки γ̄ ∈ Cm+1 и ρ = min ‖γ̄ − ϑ̄‖, где минимум берётся по

всем нетривиальным нулям ϑ̄ ∈ Cm+1 идеала p, справедливо неравенство

ln |J(γ̄)| � ln δ + h(Q) deg p + h(p) deg Q + 11m2 deg p · deg Q, (2)

где

δ =

{
‖Q‖γ̄ , если ρ < ‖Q‖γ̄ ,

|p(γ̄)|, если ρ � ‖Q‖γ̄ .

Неравенство (2) справедливо и при r = 1, если в этом случае формально считать
|J(γ̄)| = 1.

Доказательство леммы 2 приведено в [10, предложение 1.4].
Связь между величиной |I(γ̄)| и расстоянием от точки γ̄ до многообразия

нулей однородного несмешанного идеала I указана в следующем утверждение.

Лемма 3. Пусть I ⊂ K[x̄]—однородный несмешанный идеал, r = 1 + dim I,
r � 1. Для каждой ненулевой точки γ̄ ∈ Cm+1 существует нуль ϑ̄ ∈ Cm+1

идеала I, такой что

deg I · ln ‖γ̄ − ϑ̄‖ � 1
r
(ln |I(γ̄)| + h(I)) + 4m3 deg I.

Доказательство леммы 3 приведено в [10, предложение 1.5].
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Лемма 4. Если Q—однородный многочлен кольца K[x̄] и γ̄, ϑ̄ ∈ Cm+1 —
ненулевые точки, причём Q(ϑ̄) = 0, то справедливо неравенство

‖Q‖γ̄ � ‖γ̄ − ϑ̄‖ · e(2m−1) deg Q.

Доказательство леммы 4 приведено в [10, следствие 1 из леммы 1.11].
Определения понятий, введённых выше, а также полные формулировки и до-

казательства необходимых свойств идеалов имеются в [10]. Определение основ-
ных понятий, связанных с мерой алгебраической независимости, а также многие
вспомогательные утверждения имеются, например, в [12, 15, 16].

В дальнейшем будем придерживаться стандартных обозначений в теории
функций Вейерштрасса и Якоби (см., например, [1, 11]). Напомним некоторые
свойства эллиптических функций Якоби.

Пусть sn(z)—эллиптическая функция Якоби, её эллиптический модуль κ —
алгебраическое число, κ �= 0, 1. Обозначим через 4K и 2iK ′ её основные пери-
оды, α1, . . . , αn —алгебраические числа, линейно независимые над Q. Положим

ω0 = 1, ω2j−1 = sn(αj), ω2j = sn′(αj), 1 � j � n, m = 2n.

Лемма 5. Для любого вектора l̄ = (l1, . . . , ln) ∈ Zn, l̄ �= 0, существуют
однородные многочлены Sl̄, Tl̄, Ul̄ ∈ Z[κ2][x̄], для которых выполнены следующие
условия:

1) их степень по совокупности переменных не выше c3(l21 + . . . + l2n);
2) их коэффициенты не превосходят exp(c3(l21 + . . . + l2n)) по абсолютной ве-

личине
и

sn(l1α1 + . . . + lnαn) =
Tl̄(ω̄)
Ul̄(ω̄)

, sn′(l1α1 + . . . + lnαn) =
Sl̄(ω̄)
Ul̄(ω̄)

.

Кроме того, выполняется неравенство

|Ul̄(ω̄)| � exp(−c3(l21 + . . . + l2n)).

Доказательство леммы 5 подобно доказательству леммы 7.2 в [13] и леммы 1
в [19].

Пусть Λ—двумерная решётка в C и M ⊂ C. Число α назовём M-допу-
стимым относительно Λ, если α конгруэнтно по модулю Λ некоторой точке
множества M.

Лемма 6. Пусть α1, . . . , αn —комплексные числа, линейно независимые
над Q по модулю решётки Λ. В комплексной плоскости существует компакт-
ное множество M, не содержащее точек Λ, со свойством, что для любого дей-
ствительного числа L1, L1 � L0, среди точек l1α1 + . . . + lnαn, 0 � lj < L1,
lj ∈ Z, имеется не менее чем 7

8Ln
1 точек, являющихся M-допустимыми. Здесь

множество M и граница L0 зависят только от Λ и α1, . . . , αn.

Доказательство леммы 6 приведено в [22, лемма 5].
Лемму 6 будем применять, предполагая, что числа α1, . . . , αn удовлетворя-

ют условиям теоремы 3 и Λ—решётка полупериодов sn(z), а в дальнейшем
множество M определено именно для этих чисел и решётки.
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Лемма 7. Функции

σ

(
z + iK ′
√

e1 − e3

)
, σ

(
z + iK ′
√

e1 − e3

)
sn(z)

целые, и для M0 > 1∣∣∣∣σ
(

z + iK ′
√

e1 − e3

)
sn(z)

∣∣∣∣
|z|�M0

� c
M2

0
4 ,

∣∣∣∣σ
(

z + iK ′
√

e1 − e3

)∣∣∣∣
|z|�M0

� c
M2

0
4 .

Если δ —расстояние от z0 до ближайшего полюса sn(z) и |z0| � M0, то∣∣∣∣σ
(

z + iK ′
√

e1 − e3

)∣∣∣∣ � δc
−M2

0
5 ,

где c4, c5 —постоянные, зависящие только от sn(z).

Доказательство леммы 7 подобно доказательству леммы 7.1 в [18].

Лемма 8. Пусть R1, R2 ∈ R, 8 < 4R1 < R2, f(z) аналитична в круге |z| � R2,
E —множество из N2 точек, которые принадлежат кругу |z| � R1 и расстояние
между которыми для каждой пары точек не меньше ε, 0 < ε < 1. Тогда

|f(z)||z|�R1 �

� 2|f(z)||z|�R2

(
4R1

R2

)N2S

+ 2NR−1
1

(
33R1

εN

)N2S

max
x∈E, 0�s�S

∣∣∣∣f (s)(x)
s!

∣∣∣∣ .

Доказательство леммы 8 приведено в [23].

3. Доказательство теоремы 3

В этой части теорема 3 будет выведена из следующего утверждения.

Теорема 4. Для каждого целого числа r, 1 � r � n/2, существуют посто-
янные µr � 0, γr � 1, такие что для любых чисел D и H, удовлетворяющих
неравенствам

ln lnH � γrD
n/2 ln(D + 1), D � 1,

и для любого однородного несмешанного идеала I ⊂ K[x̄] с условиями dim I =
= r − 1, deg I � D1−r+n/2, h(I) � D−r+n/2 ln H выполняется неравенство

ln |I(ω̄)| � −µr(Dh(I) + deg I ln H)Dr−1.

Покажем, как из теоремы 4 следует теорема 3.
Для любого B ∈ Z[x1, x3, . . . , x2n−1], B(sn(α1), . . . , sn(αn)) �= 0, обозначим

C(x0, x1, x3, . . . , x2n−1) = xdeg B
0 B

(
x1

x0
,
x3

x0
, . . . ,

x2n−1

x0

)
.

Тогда
C(1, sn(α1), . . . , sn(αn)) = B(sn(α1), . . . , sn(αn)). (3)
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Пусть sn α1, . . . , sn αk алгебраически независимы. Тогда существуют много-
члены Rk+i, Qj кольца K[x1, . . . , xm], i = 1, . . . , n − k, j = 1, . . . , n, такие что
Rk+i(sn α1, . . . , sn αk, sn αk+i) = 0 и Qj(sn αj , sn′ αj) = 0. Идеал J, порождён-
ный однородными многочленами, соответствующими Rk+i и Qj , имеет размер-
ность k. Обозначим через p однородный простой идеал, порождённый всеми
однородными многочленами кольца K[x̄], обращающимися в нуль в точке ω̄.
Тогда J ⊂ p и из условия теоремы 4 следует, что dim p = k.

Обозначим через J однородный несмешанный идеал в кольце K[x̄], постро-
енный для p и C в соответствии с леммой 2. Тогда dim J = dim p − 1 = k − 1,
deg J � c6 deg C, h(J) � c7(h(C) + deg C). Кроме того,

ln |J(ω̄)| � ln ‖C‖ω̄ + c8(h(C) + deg C). (4)

Применяя к идеалу J теорему 4 при r = k и учитывая (3), из (4) получим
неравенство

ln |B(sn(α1), . . . , sn(αn))| � −c9(Dh(J) + deg J ln H)Dk−1. (5)

Из условия теоремы 3 следует, что числа β1, . . . , βk алгебраичны над по-
лем Q(sn(α1), . . . , sn(αn)). Тогда для некоторого целого алгебраического над
кольцом Q[sn(α1), . . . , sn(αn)] числа d все числа dβi целые алгебраические над
Q[sn(α1), . . . , sn(αn)]. Положим

B(sn(α1), . . . , sn(αn)) = Norm(ddeg AA(β1, . . . , βk)). (6)

Так как deg B � c10 deg A, ln H(B) � c11 ln H(A), то, учитывая (5) и (6),
получаем оценку теоремы 3.

Будем доказывать теорему 4 индукцией по r. Пусть r —наименьшее целое
число, 1 � r � n/2, для которого утверждение теоремы 4 неверно. Выберем
достаточно большое целое число λ.

Лемма 9. Множество чисел D, для которых существует простой однородный
идеал p кольца K[x̄] с условиями

ln lnH � γrD
n/2 ln(D + 1), D � 1,

p ∩ Z = (0), dim p = r − 1,

deg p � D1−r+n/2, h(p) � 2D−r+n/2 lnH,

ln |p(ω̄)| < −λ2n2+4n+4(Dh(p) + deg p ln H)Dr−1

неограниченно.

Действительно, в противном случае с некоторой положительной постоян-
ной c12 для всех однородных простых идеалов p ⊂ K[x̄], dim p = r− 1, выполня-
лось бы неравенство

ln |p(ω̄)| � −c12(Dh(p) + deg p ln H)Dr−1. (7)

Применяя теперь лемму 1 к произвольному однородному несмешанному идеалу
I ⊂ K[x̄] размерности r − 1 и учитывая (7), получим

ln |I(ω̄)| � −c13(Dh(I) + deg I ln H)Dr−1.
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Но это противоречит предположению о том, что для идеалов размерности r − 1
утверждение теоремы 4 не имеет места, что доказывает лемму 9.

Пусть теперь H достаточно велико, а число D и простой однородный иде-
ал p размерности r − 1 удовлетворяют условиям леммы 9. Определим число M
равенством

λDn/2M ln M = min
(

λ2n2+4n+4(Dh(p) + deg p ln H)Dr−1,
1
2

ln
(

1
ρ

))
, (8)

где ρ определено в лемме 2. Используя лемму 3 и (8), имеем

M lnM � ln H(ln lnH)−1. (9)

Из леммы 4 и (8) получим следующую оценку.

Лемма 10. Пусть однородный многочлен P ∈ K[x̄] содержится в идеале p и
удовлетворяет неравенству

h(P ) + (2m + 1) deg P � λDn/2M ln M.

Тогда
|P (ω̄)| |ω̄|− deg P � exp(−λDn/2M ln M).

Из леммы 5, леммы 10 и (9) получим следующее утверждение.

Лемма 11. Если l̄ ∈ Zn \ {0}, |lj | � λ2n+1D1/2, то Ul̄(x̄) /∈ p.

Используя лемму 2, лемму 9, (8), (9) и индуктивное предположение, получим
следующую оценку снизу.

Лемма 12. Пусть однородный многочлен P ∈ K[x̄] не содержится в идеале p
и удовлетворяет неравенствам

deg P � λ4n+5D, h(P ) � λ4n+5 ln H.

Тогда

|P (ω̄)| |ω̄|− deg P � exp
(
−1

4
λDn/2M ln M

)
.

Применив лемму 12 к каждому базисному идеалу, получим следующее утвер-
ждение.

Лемма 13. Если I—идеал K[x̄], порождённый всеми однородными много-
членами P ∈ K[x̄], такими что P (ω̄) = 0, то I ⊂ p.

Положим теперь

L = [λ2nD1/2], K0 = [Dn/2M ], K1 = λ2, S = [λ1−2n2
M ]. (10)

Лемма 14. Существуют однородные многочлены Ak̄ ∈ K[x̄], k̄ = (k0, k1),
0 � k0 < K0, 0 � k1 < K1, с условиями

1) deg Ak̄ � λ4n+4D, ln H(Ak̄) � 4λ1−2n2
M ln M ;

2) по крайней мере один из этих многочленов не лежит в p;
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3) если

F (z) =
K0−1∑
k0=0

K1−1∑
k1=0

Ak̄(ω̄)zk0 snk1(z),

то для всех целых чисел s, 0 � s � S, и всех M-допустимых точек
l1α1 + . . . + lnαn, lj ∈ Z, 0 � lj < L, выполняются неравенства

|F (s)(l1α1 + . . . + lnαn)| � exp
(
−1

2
λDn/2M ln M

)
. (11)

Доказательство леммы 14 подобно доказательству леммы 10 в [9]. В обозна-
чениях [9] получим

F (s)(z) =
s∑

t=0

(
s

t

) (
d

dw

)s−t [−K1∏
2

(sn(z), ϕ(w))
]

w=0

×

×
{ K0−1∑

k0=0

K1−1∑
k1=0

Ak̄(ω̄)
t∑

i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
zk0−iGt−i,k1,K1−k1(sn(z), sn′(z))

]}
.

Для всех целых s, l1, . . . ln, 0 � s < S, 0 � lj < L, определим

Rs,l̄(x̃) =
K0−1∑
k0=0

K1−1∑
k1=0

Bk̄(x̃)
t∑

i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
(l1α1 + . . . + lnαn)k0−iU10K1

l̄
(1, x̃) ×

× Gt−i,k1,K1−k1

(
Tl̄(1, x̃)
Ul̄(1, x̃)

,
Sl̄(1, x̃)
Ul̄(1, x̃)

)]
,

где x̃ = (x1, . . . , xm), многочлены Gt,k,l(x, y) определены для sn(z) таким же
образом, как и в [9].

Применяя к системе

Rs,l̄(x̃) = 0, 0 � s < S, 0 � lj < L, j = 1, . . . , n, (12)

лемму Зигеля о решениях системы линейных уравнений с алгебраическими ко-
эффициентами (см., например, [12]), получим, что существуют не всех рав-
ные нулю многочлены Bk̄(x̃) ∈ K[x̃], такие что deg Bk̄ � λ4n+4D, ln H(Bk̄) �
� 3λ1−2n2

M ln M . Как и в [9], пусть ap—дегомогенизация идеала p. Обозначим
буквой u наименьшее целое число, такое что

1) существует вектор

ū = (u1, . . . , um) ∈ Zm, ui � 0, u1 + . . . + um = u;

2) существуют индексы k∗
0 , k∗

1 , такие что δūBk∗
0 ,k∗

1
/∈ ap, где

δū =
m∏

i=1

1
ui!

(
∂

∂xi

)ui

.

Тогда из (12) следует, что ∂ūRs,l̄(x̃) ∈ ap.
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Пусть Ak̄(x̄)— гомогенизация ∂ūBk0,k1(x̃). Положим

Qs,l̄(x̄) =
K0−1∑
k0=0

K1−1∑
k1=0

Ak̄(x̄)
t∑

i=0

[(
k0

i

)
t!

(t − i)!
(l1α1 + . . . + lnαn)k0−iU10K1

l̄
(x̄) ×

× Gt−i,k1,K1−k1

(
Tl̄(x̄)
Ul̄(x̄)

,
Sl̄(x̄)
Ul̄(x̄)

)]
.

Так как ∂ūRs,l̄(x̃) ∈ ap, то Qs,l̄(x̄) ∈ p и, используя лемму 10, получим оценку

|Qs,l̄(ω̄)| < exp
(
−2

3
λDn/2M ln M

)
.

Из этой оценки аналогично [9] следует оценка леммы 14.
Обозначим

G(z) = σ

(
z + iK ′
√

e1 − e3

)
F (z).

Из свойств sn(z), используя лемму 7, лемму 8, (10) и (11), получим следую-
щее утверждение.

Лемма 15. В круге |z| � λ2n+2D1/2 справедливо неравенство

|G(z)| � exp
(
−3

8
λDn/2M ln M

)
.

Используя леммы 5, 6, 7, 9, 12, 13, 15, получим следующее утверждение.

Лемма 16. Для всех чисел s, l1, . . . , ln, таких что 0 � s � S, 0 � lj �
� λ2n+1D1/2 и точка l1α1 + . . . + lnαn M-допустима,

|F (s)(l1α1 + . . . + lnαn)| � exp
(
−1

3
λDn/2M ln M

)
.

Введём следующие обозначения: R—фактор-кольцо K[x̃]/ap, ηi —образы xi,
1 � i � m, η = (η1, . . . , ηm), L—поле частных R. Согласно лемме 11 Ul̄(η̄) /∈ p.
Определим ξ̄l̄ = (ξ̄l̄,1, ξ̄l̄,2, ξ̄l̄,3) следующим образом:

ξ̄l̄ =
(

l1α1 + . . . + lnαn,
Tl̄(η̄)
Ul̄(η̄)

,
Sl̄(η̄)
Ul̄(η̄)

)
, ξ̄l̄ ∈ L3.

Так как точка (sn(l1α1+. . .+lnαn), sn′(l1α1+. . .+lnαn)), l̄ = (l1, . . . , ln) ∈ Zn,
l̄ �= 0, лежит на кривой y2 = (1 − x2)(1 − κ2x2), то справедливо равенство

U2
l̄ (ω̄)S2

l̄ (ω̄) = (U2
l̄ (ω̄) − T 2

l̄ (ω̄))(U2
l̄ (ω̄) − κ2T 2

l̄ (ω̄)).

Отсюда и из леммы 13 следует, что две последние координаты точки ξ̄l̄ удовле-
творяют уравнению ξ2

l̄,3
= (1 − ξ2

l̄,2
)(1 − κ2ξ2

l̄,2
).

Лемма 17. Пусть ξ̄i = (ξi1, ξi2, ξi3), 1 � i � N2, — точки с различными пер-
выми координатами, R ∈ L[z, x], degz R � L2, degx R � L3. Тогда

N2∑
i=1

ordξ̄i
R � (4L3 + 2)L2 + 2N2L3.
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Доказательство леммы 17 подобно доказательству леммы 16 в [9].
Пусть

D =
∂

∂z
+ y

∂

∂x
+ (2κ2x3 − (1 + κ2)x)

∂

∂y
—

дифференциальный оператор в кольце L[z, x, y]. Используя леммы 5 и 16, полу-
чим следующее утверждение.

Лемма 18. Для каждого набора целых s, l1, . . . , ln, 0 � s � S, 0 � lj �
� λ2n+1D1/2, такого что точка l1α1 + . . . + lnαn M-допустима, выполняются
равенства DsF (z)|l1α1+...+lnαn

= 0.

Для завершения доказательства теоремы 4 достаточно привести в противо-
речие оценки в леммах 17 и 18. Для многочлена F , построенного в лемме 14,
согласно лемме 18 имеем ∑

ordξ̄i
F � 1

2
λn+1Dn/2M.

Согласно лемме 17 эта сумма не превосходит величины 6λ2Dn/2M . Полученное
при n > 1 противоречие доказывает теорему 4.
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[24] Wüstholz G. Über das abelsche Analogon des Lindemannschen Satzes // Invent.
Math. — 1983. —Vol. 72. — P. 363—388.
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