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Аннотация

В работе систематизированы теоретические результаты по устойчивости и стабили-
зации стационарных движений неголономных механических систем. Сформулирован
ряд теорем об устойчивости и управляемости. Указаны многочисленные приложения
приведённых теоретических результатов.

Abstract

V. I. Kalenova, A. V. Karapetjan, V. M. Morozov, M. A. Salmina, Nonholonomic
mechanical systems and stabilization of motion, Fundamentalnaya i prikladnaya mate-
matika, vol. 11 (2005), no. 7, pp. 117—158.

Theoretical results on stability and stabilization of steady-state motions of nonholo-
nomic systems are systematized. A set of theorems on stability and controllability is
formulated. A lot of applications of these theoretical results are pointed out.

Введение

Изучение неголономных механических систем— специальный раздел меха-
ники. Неголономными системами называются механические системы, стеснён-
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ные неинтегрируемыми связями, которые налагаются на скорости точек систе-
мы, но не на положение системы. Неголономные связи возникают в системах
при качении твёрдых тел по поверхности без скольжения [2,24,28,34,37].

Неголономные системы служат моделями многих технических объектов, не
только механических, но и электромеханических. В связи с развитием робо-
тотехники все более актуальным становятся задачи исследования динамики,
устойчивости и стабилизации неголономных механических систем, которые
представляют собой базовые модели разнообразных колёсных роботов. Него-
лономными системами описываются ставшие в последнее время популярными
самокаты Segway, снейкборды, скейтборты и т. д.

Изучение различных теоретических вопросов неголономных систем пред-
ставляет большой интерес и является предметом исследований многих учёных
как в России, так и за рубежом [2,3,5,6,11,12,14—16,18—20,24,28,30,33,34,36,
37,40—43,45,52—55].

Особый интерес представляет исследование устойчивости и возможностей
стабилизации рабочих режимов технических объектов, которыми во многих
случаях являются стационарные движения. Изучению различных аспектов тео-
рии стационарных движений неголономных систем— вопросам существования,
устойчивости, управления и стабилизации— посвящена данная работа.

При изучении стационарных движений неголономных систем обычно ис-
пользуются два подхода. Один из них основан на модифицированной тео-
рии Рауса—Сальвадори и методах Пуанкаре, Четаева, Марсдена и Смейла
[17, 25, 26, 38, 39, 47—51]. Этот подход требует знания линейных интегралов,
соответствующих симметриям системы, в явной или хотя бы в неявной форме
и позволяет дать полный (глобальный) анализ задачи, если эти интегралы из-
вестны в явной форме. Другой подход основан на теории критических случаев
Ляпунова—Малкина [26, 27]. Этот подход более универсален, но существенно
связан с выбором обобщённых координат.

Уравнения движения неголономных систем обладают специфической струк-
турой, которую необходимо учитывать как при решении вопросов устойчивости,
так и при решении задач стабилизации.

В работе сформулированы и доказаны оригинальные теоремы об устойчи-
вости, управляемости и наблюдаемости неголономных систем различного вида,
обобщающие и дополняющие предыдущие результаты авторов [5, 6, 8, 9, 11, 12,
14—16, 18]. Представлены различные формы уравнений движений (раздел 1).
Рассмотрены условия существования стационарных движений (СД) в консерва-
тивных неголономных системах с известными первыми интегралами и консерва-
тивных систем Чаплыгина с симметрией. Приведены содержательные примеры
исследования СД шара и тела вращения на шероховатой плоскости (раздел 2).
В разделе 3 исследованы условия существования СД неголономных систем об-
щего вида. Введено понятие циклических координат, исследована устойчивость
СД в зависимости от различных условий, наложенных на параметры системы.
Задача стабилизации механической неголономной системы обсуждается в раз-
деле 4. Сформулированы и доказаны критерии управляемости и наблюдаемости
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для неголономных систем различного вида. Обсуждаются возможности постро-
ения алгоритмов стабилизации. Приложения описанной теории к различным
механическим задачам указаны в разделе 5.

1. Уравнения движения

Рассмотрим неголономную механическую систему, положение которой
определяется обобщёнными координатами q1, . . . , qn. Обобщённые скорости
q̇1, . . . , q̇n стеснены n − l (l < n) стационарными дифференциальными неин-
тегрируемыми соотношениями

n∑
w=1

hχw(q)q̇w = 0 (χ = l + 1, . . . , n), (1.1)

причём rank ‖hχw‖ = n−l. Число степеней свободы системы равно n−(n−l) = l.
Уравнения движения неголономной механической системы могут быть запи-

саны в различных формах. Одна из таких форм— уравнения Лагранжа с неопре-
делёнными множителями:

d

dt

∂T

∂q̇w
− ∂T

∂qw
= Qw +

n∑
χ=l+1

λχhχw (w = 1, . . . , n). (1.2)

Здесь T —кинетическая энергия системы, Qw —обобщённые силы, λχ —неопре-
делённые множители Лагранжа.

Уравнения (1.2) совместно с уравнениями неголономных связей (1.1) пред-
ставляют собой замкнутую систему порядка 3n − l относительно переменных
qw, q̇w, λχ. Слагаемые

n∑
χ=l+1

λχw

в уравнениях (1.2) — обобщённые реакции связей. Число уравнений в системе
(1.1), (1.2) превышает число степеней свободы на удвоенное количество неинте-
грируемых связей.

В большинстве задач цель исследования— только нахождение движения,
т. е. определение зависимостей qw(t), поэтому вычисление величин λχ не явля-
ется необходимой процедурой. В литературе предложено несколько форм урав-
нений движения неголономных систем, не содержащих множителей связей λχ.
Одной из таких форм являются уравнения Воронца [2,24,28,34].

Разрешим уравнения связей (1.1) относительно каких-либо n − l (пусть по-
следних) обобщённых скоростей. Тогда уравнения связей можно представить
в виде

q̇χ =
l∑

r=1

bχr(q)q̇r (χ = l + 1, . . . , n). (1.3)
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В этом случае уравнения Воронца имеют вид

d

dt

∂Θ
∂q̇r

− ∂Θ
∂qr

−
n∑

χ=l+1

∂Θ
∂qχ

bχr −
n∑

χ=l+1

Θχ

l∑
s=1

νχrsq̇s =

= Qr +
n∑

χ=l+1

Qχbχr (r = 1, . . . , l). (1.4)

Здесь Θ, Θχ —результаты исключения величин q̇χ при помощи соотноше-
ний (1.3) из выражений для T , ∂T/∂q̇χ,

2T =
n∑

i,j=1

Aij(q)q̇iq̇j > 0, 2Θ =
l∑

r,s=1

ars(q)q̇r q̇s,

νχrs =
∂bχr

∂qs
− ∂bχs

∂qr
−

n∑
χ′=l+1

(
bχ′r

∂bχs

∂qχ′
− bχ′s

∂bχr

∂qχ′

)
,

Θχ =
l∑

p=1

Θχp(q)q̇p, Θχp = Aχp +
n∑

χ′=l+1

Aχχ′bχ′p,

ars = Ars +
n∑

χ=l+1

(Arχbχs +Aχsbχr) +
n∑

χ, χ′=l+1

Aχχ′bχrbχ′s,

Qr, Qχ —обобщённые силы, соответствующие обобщённым координатам qr, qχ.
Будем считать, что обобщённые силы представляют сумму потенциальных,

диссипативных и управляющих сил, т. е. могут быть представлены в виде

Qw =
∂U

∂qw
− ∂Φ
∂q̇w

+ Fw (i = 1, . . . , n).

Здесь U — силовая функция,

Φ =
1
2

l∑
r,s=1

ϕrs(q)q̇r q̇s —

приведённая диссипативная функция,

ϕrs = frs +
n∑

χ=l+1

(frχbχs + fχsbχr) +
n∑

χ, χ′=l+1

fχχ′,bχr
bχ′s,

где frs — элементы диссипативной функции Релея

F =
1
2

n∑
r,s=1

frs(q)q̇r q̇s,

управляющие силы Fj зависят от обобщённых координат и управляющих воз-
действий, приложенных соответственно по координатам qr, qχ. В зависимости
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от каждой конкретной задачи могут рассматриваться те или иные варианты
введения управлений.

Предполагается, что коэффициенты в выражениях для кинетической энер-
гии, диссипативной функции и в уравнениях неголономных связей (1.3), а также
силовая функция дважды непрерывно дифференцируемы в некоторой открытой
области пространства конфигураций, причём кинетическая энергия определённо
положительна относительно всех скоростей q1, . . . , qn. Тогда функции Θ, Θχ, Φ
также дважды непрерывно дифференцируемы, причём функция Θ определённо
положительна относительно независимых скоростей q1, . . . , ql, а коэффициен-
ты vχrs непрерывно дифференцируемы.

Уравнения (1.4) совместно с уравнениями (1.3) представляют замкнутую си-
стему порядка n+ l относительно переменных q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇l.

Если кинетическая энергия T , силовая функция U , функция F и коэффици-
енты связей bχr не зависят от координат qχ (χ = l+1, . . . , n), то уравнения (1.4)
можно рассматривать независимо от уравнений связей (1.3). В этом случае него-
лономная система называется системой Чаплыгина и соответствующие уравне-
ния движения

d

dt

∂Θ
∂q̇r

− ∂Θ
∂qr

−
n∑

χ=l+1

l∑
s, p=1

Θχpν
′
χrsq̇sq̇p = Qr (r = 1, . . . , l),

где ν′χrs =
∂bχr

∂qs
− ∂bχs

∂qr
— (1.5)

уравнениями Чаплыгина [24,28,34,37].
Ещё одна форма уравнений движения неголономных систем была предложе-

на П. Аппелем (см. [3,24,28,34]). Эти уравнения имеют вид

∂S

∂q̈r
−Qr +

n∑
χ=l+1

bχrQχ (r = 1, . . . , l).

Здесь

S =
1
2

N∑
v=1

mv(ẍ2
v + ÿ2

v + z̈2
v)—

энергия ускорений, выраженная с учётом уравнений связей через обобщённые
координаты, скорости и ускорения.

Число уравнений Аппеля, как и число уравнений Воронца и Чаплыгина,
равно числу степеней свободы системы. Эти уравнения вместе с уравнения-
ми связей (1.3) образуют замкнутую систему. Отметим, что уравнения Аппеля
могут быть также записаны в квазикоординатах.

Другой формой уравнений движения неголономных систем в квазикоорди-
натах являются уравнения Больцмана—Гамеля (см. [3,24,28,34]):

d

dt

∂T

∂π̇r
− ∂T

∂πr
+

l∑
s=1

n∑
w=1

γw
sr

∂T

∂π̇w
π̇s = Πr (r = 1, . . . , l). (1.6)
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В этих уравнениях кинетическая энергия системы выражена через квазискоро-
сти π̇1, . . . , π̇wn, которые связаны с обобщёнными скоростями q̇1, . . . , q̇n линей-
ными соотношениями

π̇w =
n∑

v=1

hwv(q)q̇v (det ‖hwv‖ �= 0).

Равенства нулю правых частей последних (n− l) из этих соотношений представ-
ляют собой уравнения связей (1.1). Трёхиндексные символы имеют следующий
вид:

γw
sr =

n∑
u,v

(
∂hwv

∂qu
− ∂hwu

∂qv

)
cuscvr (s, r = 1, . . . , l; w = 1, . . . , n),

‖cuv‖ = ‖hws‖−1.

В уравнениях (1.6) Πr —обобщённые силы, отнесённые к квазикоординатам πr

и вычисляемые по формулам

Πr =
n∑

w=1

cwrQw (r = 1, . . . , l).

Число уравнений (1.6) равно числу степеней свободы системы. Для получения
замкнутой системы относительно переменных π̇1, . . . , π̇l, q1, . . . , qn к уравнени-
ям (1.6) следует добавить n кинематических соотношений

q̇r =
l∑

s=l

crsπ̇s (r = 1, . . . , n).

Подчеркнём, что в общем случае, в какой бы форме ни были взяты урав-
нения движения неголономных систем, за исключением систем Чаплыгина, для
получения замкнутой системы уравнений к уравнениям движения необходимо
присоединить уравнения неголономных связей. В этом состоит одно из харак-
терных отличий неголономных систем от систем голономных с независимыми
координатами, которое определяет специфику постановки задач устойчивости и
стабилизации движения.

2. Стационарные движения
консервативных неголономных систем
с известными первыми интегралами

Изложим кратко классические методы исследования СД механических си-
стем с известными первыми интегралами [17, 25, 26, 38, 39, 47—51], в частности
неголономных механических систем.
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2.1. Общие положения теории Рауса

Рассмотрим динамическую систему общего вида, описываемую обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями

ẋ = f(x). (2.1)

Здесь x ∈ X — n-мерный вектор фазовых переменных (X —фазовое простран-
ство), ẋ = dx/dt, t ∈ [0,∞), f(x) ∈ C1 : X → R

n. Очевидно, уравнения дви-
жения консервативных неголономных систем, не содержащие неопределённых
множителей (т. е. уравнения Воронца, Чаплыгина и т. д.), всегда можно приве-
сти к виду (2.1).

Предположим, что система (2.1) допускает не зависящие от времени и два-
жды непрерывно дифференцируемые по входящим в них переменным первые
интегралы

U0(x) = c0, U1(x) = c1, . . . , Uk(x) = ck (k < n− 1), (2.2)

где c0, c1, . . . , ck —произвольные постоянные. В дальнейшем совокупность пер-
вых интегралов U1(x) = c1, . . . , Uk(x) = ck будем обозначать U(x) = c (c ∈ R

k).
Согласно теории Рауса критические точки одного из интегралов (2.2) при

фиксированных значениях других интегралов соответствуют СД системы (2.1),
причём точки экстремума— устойчивым СД.

В дальнейшем, без уменьшения общности, будем рассматривать критические
точки интеграла U0(x) = c0 на фиксированных уровнях интегралов U(x) = c.
При этом основные положения теории Рауса можно сформулировать следующим
образом.

Теорема 2.1 ([47]). Если интеграл U0(x) = c0 принимает невырожденное
стационарное значение при фиксированных значениях постоянных интегралов
U0(x) = c в некоторой точке x0 ∈ X, то x ≡ x0 —СД системы, т. е. f(x0) ≡ 0.

Доказательство этой и последующих теорем приведены в [17].
Заметим, что СД x ≡ x0, доставляющее интегралу U0 стационарное значение

при фиксированных постоянных первых интегралов U = c, зависит от этих
постоянных. Это означает, что СД x = x0(c) образуют некоторое семейство.

Интеграл U0 (даже при фиксированных значениях первых интегралов U = c)
может принимать стационарные значения не только в точке x0, но и в других
точках x1, x2, . . .. Эти точки соответствуют одним и тем же значениям постоян-
ных первых интегралов U(x), но, вообще говоря, различным значениям посто-
янной интеграла U0(x), и также зависят от постоянных c и образуют некоторые
семейства СД x1(c), x2(c), . . .. Семейства СД x0(c), x1(c), x2(c), . . . могут иметь
различные размерности, а также (при некоторых значениях c∗) общие точки.
Такие точки называются точками бифуркации (по Пуанкаре). Объединение се-
мейств x(c) = x0(c) ∪ x1(c) ∪ x2(c) ∪ . . . представляет в пространстве X × R

k

(x ∈ X, c ∈ R
k) некоторую самопересекающуюся поверхность (диаграмму Пу-

анкаре).
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Для отыскания критических точек интеграла U0(x) = c0 на фиксированных
уровнях интегралов U(x) = c следует ввести функцию

W (x, λ) = U0(x) − (λ, (U(x) − c)),

где λ ∈ R
k —неопределённые множители, и выписать условия её стационарно-

сти:
∂W

∂x
= 0,

∂W

∂λ
= 0. (2.3)

Из первой группы уравнений системы (2.3) можно найти x = x(λ), а затем
из второй группы уравнений λ = λ(c); при этом x = x(λ(c)) = x(c).

Теорема 2.2 ([49]). Если интеграл U0(x) = c0 принимает локально строго
экстремальное (минимальное или максимальное) значение при фиксированных
значениях постоянных интегралов U(x) = c в некоторой точке x0, то x ≡ x0 —
устойчивое СД системы.

Функция U0(x) заведомо принимает локально строго минимальное (макси-
мальное) значение при фиксированных значениях первых интегралов U(x) = c
в точке x(c), если вторая вариация функции W (x, λ) по переменным x опреде-
лённо положительна (отрицательна) в точке x = x(c), λ = λ(c) на линейном
многообразии δU = 0:

δ2W |δU=0 =
1
2

((
∂2W

∂x2

)
0

ξ, ξ

)∣∣∣∣
( ∂U

∂x )0=0

> 0 (< 0) для любого ξ, 0 < ‖ξ‖ < δ

(δ—некоторое положительное число). Здесь и далее нижний индекс 0 означает,
что соответствующее выражение вычисляется на невозмущённом движении.

Эта вторая вариация может быть представлена в виде (1/2)(Q0η, η), где
η ∈ R

n−k, а Q0 — ((n − k) × (n − k))-матрица. Индекс квадратичной формы
(Q0η, η) называется степенью неустойчивости Пуанкаре. Если степень неустой-
чивости Пуанкаре равна (не равна) нулю, то U0(x) имеет локально строгий
минимум (не имеет даже нестрогого минимума) на фиксированных уровнях
интегралов U(x) = c в точке x(c).

Пусть ξ = x−x(c), тогда линеаризованная система уравнений возмущённого
движения имеет вид

ξ̇ =
(
∂f

∂x

)
0

ξ

и допускает k + 1 первый интеграл (один квадратичный и k линейных),

δ2W = const, δU = const.

Следовательно, rank(∂f/∂x)0 � n − k. На линейном многообразии δU = 0 эти
уравнения принимают вид

η̇ = P0η (P0 — ((n− k) × (n− k))-матрица)

и допускают один квадратичный интеграл (1/2)(Q0η, η) = const.



Неголономные механические системы и стабилизация движения 125

Теорема 2.3 ([38]). Если rank(∂f/∂x)0 = n − k и степень неустойчивости
Пуанкаре СД x(c) нечётна, то это СД неустойчиво.

2.2. Механические системы с симметрией

Рассмотрим консервативную механическую систему с n степенями свободы,
допускающую k-параметрическую группу симметрий (k < n), которой отвечают
линейные интегралы. Пусть v ∈ R

n и r ∈ M ⊆ R
m —квазискорости (в частно-

сти, импульсы или обобщённые скорости) и существенные координаты системы
соответственно,M —конфигурационное пространство существенных координат,
dimM � n. Данная механическая система допускает интеграл энергии

U0(v, r) =
1
2

(A(r)v, v) + V (r) = c0 (2.4)

и k нётеровых интегралов

U(v, r) = BT (r)v = c (c ∈ R
k), (2.5)

соответствующих группе симметрий.
Здесь A(r) ∈ C2 —положительно определённая (n × n)-матрица кинетиче-

ской энергии, V (r) ∈ C2 : M → R—потенциальная энергия системы, B(r)—
(n× k)-матрица коэффициентов нётеровых интегралов (B(r) ∈ C2, rankB = k).

Согласно результатам, изложенным в разделе 2.1, критическим точкам ин-
теграла энергии при фиксированных значениях постоянных других интегралов
отвечают стационарные движения рассматриваемой системы. Учитывая струк-
туру интегралов (2.4) и (2.5), задачу отыскания стационарных движений можно
решать в два этапа. Сначала можно найти минимум квадратичной по v функ-
ции (2.4) на линейном по v многообразии (2.5), рассматривая r как парамет-
ры (других критических значений функция (2.4) как функция переменных v
иметь не может). Очевидно, этот минимум зависит от r и c, обозначим его
Wc(r). После определения функции Wc(r), которая называется эффективным
потенциалом, задача поиска стационарных движений сводится к определению
критических точек этой функции на конфигурационном многообразии M .

Найдём min
v
U0|U=c = Wc(r). Рассмотрим функцию

G = U0 − (λ, (U − c)),

где λ ∈ R
k —вектор неопределённых множителей Лагранжа, и выпишем условия

её минимума по переменным v при фиксированных постоянных c:

∂G

∂v
= Av −Bλ = 0,

∂G

∂λ
= −(BT v − c) = 0. (2.6)

Решая систему (2.6), находим

v = A−1B(BTA−1B)−1c = vc(r), (2.7)

Wc(r) = V +
1
2
((BTA−1B)−1c, c). (2.8)
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Если в некоторой точке r = r0 имеет место rankB(r0) < k, то исследование
стационарных движений в окрестности точки r0 конфигурационного простран-
ства требует отдельного обсуждения.

С помощью теоремы 2.1 легко доказывается следующее утверждение.

Теорема 2.4 ([39,50,51]). Если эффективный потенциал принимает невы-
рожденное значение в некоторой точке r0 ∈M , то

r = r0, v = vc(r0) = v0 — (2.9)

СД системы.

Значение r0 и соответствующее ему значение vc(r0) зависят от парамет-
ров c. Эффективный потенциал может принимать стационарные значения при
фиксированных значениях c не только в точке r0, но также и в других точках
r1, r2, . . .. Эти точки и соответствующие им значения v1, v2, . . . также зависят
от параметров c.

Если M = R
m, то для того чтобы найти СД, нужно решить систему

∂Wc

∂r
= 0.

Если же M = {r ∈ R
m : ψ(r) = 0}, где ψ(r) ∈ C1 : R

m → R
m−µ, µ = dimM , то

нужно решить систему
∂W̃c

∂r
= 0, ψ(r) = 0,

где W̃c(r) = Wc + (ν, ψ) и ν — µ-мерный вектор неопределённых множителей
Лагранжа.

Теорема 2.5 ([49]). Если эффективный потенциал принимает локально
строгий минимум при фиксированных значениях c0 параметров c в некоторой
точке r0(c0), то r0(c0), v = v0(c0)—устойчивое СД системы.

Теорема 2.5 следует из теоремы 2.2.
Уравнения движения системы, описываемой фазовыми переменными r и v,

могут быть представлены в виде

ṙ = F (r)v, v̇ = f(r, v). (2.10)

Здесь F (r) ∈ C1 — (m × n)-матрица и f(r, v) ∈ C1 : M × R
n → R

n, причём
F (r0)v0 = 0 и f(r0, v0) = 0, поскольку r0, v0 —СД системы (2.10).

Пусть x = r − r0, y = v − v0, тогда линеаризованная система уравнений
возмущённого движения имеет вид(

ẋ

ẏ

)
= S0

(
x

y

)
, (2.11)

где S0 — ((m+ n) × (m+ n))-матрица вида

S0 =

(
∂F
∂r v F
∂f
∂r

∂f
∂v

)
0

.
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Из теоремы 2.3 следует следующее утверждение.

Теорема 2.6 ([38]). Если степень неустойчивости Пуанкаре СД нечётна и
rankS0 = n− k + µ, то СД неустойчиво.

Отметим, что если M = R
m, то µ = m.

Заметим, что СД r = ri(c0), v = vi(c0) и r = rj(c0), v = vj(c0) (i �= j) изоли-
рованы одно от другого, если и только если точки ri(c0) и rj(c0) изолированы
одна от другой (см. (2.9)).

Индекс второй вариации интеграла энергии на линейном многообразии
δU = 0 равен индексу второй вариации эффективного потенциала. Поэтому сте-
пень неустойчивости Пуанкаре СД r = r0(c0), v = v0(c0) равна ind δ2W 0

c (r0(c0)),
где r ∈M .

Очевидно, СД r = r(c), v = v(c) могут быть представлены в пространстве
R

n ×M × R
k (v ∈ R

n, r ∈ M , c ∈ R
k) как некоторые поверхности. Аналогично

критические точки r = r(c) могут быть представлены в пространстве M × R
k

(r ∈ M , c ∈ R
k). Последние поверхности можно рассматривать как диаграммы

Пуанкаре.
Согласно определению эффективного потенциала Wc(r) � U0(v, r) = c0, где

c0 —постоянная интеграла энергии. Поэтому неравенствоWc(r) � c0 определяет
в пространстве конфигураций область возможных движений при данных значе-
ниях c постоянных первых интегралов и данного значения c0 интеграла энергии.
Топологический тип этих областей изменяется на поверхностях (c, c0) ∈ Σ, где

Σ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ . . . ,
Σs = {(c, h) ∈ R

k × R : h = hs(c) = Vc(Ms(c))} (s = 0, 1, 2, . . .).

2.3. Стационарные движения шара
на абсолютно шероховатой плоскости

Теория, изложенная в разделах 2.1, 2.2, согласно которой критическим (экс-
тремальным) значениям одного из интегралов системы при фиксированных зна-
чениях постоянных других интегралов отвечают (устойчивые) действительные
движения системы (которые называются устойчивыми стационарными движе-
ниями), применима к любым динамическим системам, в том числе к неголоном-
ным. При этом предполагается, что уравнения движения могут быть представ-
лены в виде (2.1), а первые интегралы имеют вид (2.2).

Поскольку движение систем с дифференциальными связями нередко опи-
сывается уравнениями, содержащими реакции этих связей или неопределённые
множители Лагранжа, то применение теории Рауса к таким системам требу-
ет особой внимательности [17, 18]. Дело в том, что указанные выше уравне-
ния систем с дифференциальными связями не могут быть представлены в ви-
де (2.1), так как для реакций связей или неопределённых множителей Лагранжа
нет соответствующих дифференциальных уравнений. Поэтому для применения
теории, изложенной выше, к неголономным системам, необходимо исключить
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зависимые скорости из выражений всех первых интегралов указанных уравне-
ний движения системы с помощью уравнений неголономных связей. При этом
полученные функции будут представлять собой первые интегралы уравнений
движения рассматриваемой системы, записанных в форме Чаплыгина, Воронца,
Больцмана—Гамеля и др., которые не содержат реакций связей и неопределён-
ных множителей Лагранжа и представимы в виде (2.1), а сами первые интегралы
примут вид (2.2).

Проиллюстрируем изложенные выше соображения на примере исследования
задачи о стационарных движениях неоднородного динамически симметричного
шара на абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости [18,21].

Пусть m—масса шара, A1 и A3 — его экваториальный и осевой центральные
моменты инерции, r—радиус, a—расстояние от центра масс шара до геометри-
ческого центра, g—ускорение свободного падения. Скорость центра масс шара
обозначим через v̄, а его угловую скорость— через ω̄. Обозначим также еди-
ничный вектор восходящей вертикали и единичный вектор оси симметрии шара
через γ̄ и ē3 соответственно.

Уравнения движения шара, отнесённые к его главным центральным осям
инерции, можно представить в виде

m ˙̄v + [ω̄ ×mv̄] = −mgγ̄ + R̄, (2.12)

Θ ˙̄ω + [ω̄ × Θω̄] = [ρ̄× R̄], (2.13)
˙̄γ + [ω̄ × γ̄] = 0, (2.14)

v̄ + [ω̄ × ρ̄] = 0. (2.15)

Уравнения (2.12) и (2.13) выражают соответственно законы изменения им-
пульса и кинетического момента шара, уравнение (2.14) — условие постоян-
ства вектора γ̄ в инерциальной системе отсчёта, а уравнение (2.15) — условие
отсутствия скольжения шара. Здесь R̄—реакция опорной плоскости, Θ =
= diag(A1, A1, A3)—центральный тензор инерции шара и ρ̄—радиус-вектор
точки касания шара с горизонтальной плоскостью по отношению к его цен-
тру масс.

Заметим, что уравнения (2.12)—(2.15) описывают движение произвольного
тяжёлого твёрдого тела, ограниченного гладкой выпуклой поверхностью, на
абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости. Для шара выражение ра-
диуса-вектора точки касания имеет вид ρ̄ = (−rγ1,−rγ2,−rγ3 + a).

Система (2.12)—(2.15) допускает четыре первых интеграла [18,21,37]:

2U0 = mv2 + (ω̄,Θω̄) − 2mga(γ̄, ē3) = 2c0, (2.16)

U1 =
(
Θω̄,

(
γ̄ − a

r
ē3

))
= c1, (2.17)

U1 = (Iω̄, ē3) = c2, (2.18)

U3 = γ2 = 1. (2.19)
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Здесь (2.16) — интеграл энергии, (2.17) — интеграл Желле, (2.18) — интеграл Ча-
плыгина и (2.19) — геометрический интеграл, c0, c1 и c2 —произвольные кон-
станты, а через I обозначено выражение

I =
[
A1A3 +mr2

(
A1(1 − γ2

3) +A3

(
γ3 − a

r

)2
)] 1

2

, γ3 = (γ̄, ē3).

Геометрический интеграл (2.19) определяет конфигурационное пространство су-
щественных координат γ̄ ∈ S2, где S2 —двумерная сфера, называемая сферой
Пуассона.

Таким образом, система уравнений (2.12)—(2.15) имеет интеграл энер-
гии (2.16) и два линейных (относительно квазискоростей ω̄) первых интеграла
(2.17) и (2.18).

Очевидно, выражение полной энергии шара U0 содержит переменную v̄, ко-
торую можно исключить с помощью уравнения (2.15). При этом функция U0

примет вид
2U0 = m ([ω̄, ρ̄])2 + (ω̄,Θω̄) − 2mga(γ̄, ē3) = 2c0 (2.20)

и будет зависеть, как и интегралы (2.17)—(2.19), только от переменных ω̄ и γ̄.
Таким образом, выражения (2.17)—(2.20) представляют собой первые интегралы
уравнений движения вида

Θ ˙̄ω + [ω̄ × Θω̄] +m[ρ̄× [ ˙̄ω × ρ̄]] +m[ρ̄× [ω̄ × [ω̄ × ρ̄]]], ˙̄γ + [ω̄ × γ̄] = 0. (2.21)

Первое уравнение системы (2.21) получается из уравнения (2.13), если из него
исключить реакцию R̄ с помощью уравнений (2.12), (2.15), а также соотношения

v̇ + [ ˙̄ω × ρ̄] + [ω̄ × ˙̄ρ] = 0,

которое получается из (2.15) дифференцированием по времени.
Система уравнений (2.21) допускает квадратичный первый интеграл (2.20)

вида (2.4) и два линейных первых интеграла (2.17), (2.18) вида (2.5). Следова-
тельно, при изучении СД этой системы можно использовать теорию, изложен-
ную в разделах 2.1, 2.2.

Согласно этой теории, исследование условий существования и устойчивости
СД неоднородного динамически симметричного шара на абсолютно шероховатой
плоскости сводится к исследованию эффективного потенциала данной системы.
Для его построения мы должны найти минимум выражения (2.20) по перемен-
ным ω̄ на фиксированных уровнях интегралов Желле (2.17) и Чаплыгина (2.18).

Заметим, что данные интегралы зависимы на полюсах P± (γ3 = ±1) сферы
Пуассона S2. Действительно, если обозначить через ωi и γi (i = 1, 2, 3) проек-
ции векторов ω и γ на главные центральные оси инерции шара, то интегралы
(2.17) и (2.18) можно записать в виде

U1 = A1(ω1γ1 + ω2γ2) +A3ω3

(
γ3 − a

r

)
= c1,

U2 =
[
A1A3 +mr2

(
A1(1 − γ2

3) +A3

(
γ3 − a

r

)2
)]1/2

ω3 ≡ Iω3 = c2.
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Таким образом, для полюсов P± (γ1 = γ2 = 0, γ3 = ±1) имеем

U1 = A3

(
±1 − a

r

)
ω3 = c1,

U2 = I±ω3 = c2, I± =
[
A1A3 +mr2A3

(
±1 − a

r

)2
]1/2

,

и поэтому

I±c1 = A3

(
±1 − a

r

)
c2.

В соответствии с теорией, изложенной в разделе 2.2, если

I±c1 �= A3

(
±1 − a

r

)
c2,

то эффективный потенциал имеет вид

Wc1,c2(γ3) =
(Ic1 −A3(γ3 − a/r)c2)2

2A2
1A3(1 − γ2

3)
−mgaγ3, γ ∈ (−1, 1). (2.22)

Если

c2 =
I+c1

A3(1 − a/r)
= c2+,

то эффективный потенциал имеет вид

Wc1,c2(γ3) =
(1 − γ3)(A3(1 − 2a/r + γ3) +mr2(1 − a/r)2(1 + γ3))2c21

2A3(1 + γ3)(1 − a/r)2((1 − a/r)I + (γ3 − a/r)I+)2
−mgaγ3.

(2.23)
Аналогично, если

c2 =
I−c1

A3(1 + a/r)
= c2−,

то эффективный потенциал имеет вид

Wc1,c2(γ3) =
(1 + γ3)(A3(1 + 2a/r − γ3) +mr2(1 + a/r)2(1 − γ3))2c21

2A3(1 − γ3)(1 + a/r)2((1 + a/r)I − (γ3 − a/r)I−)2
−mgaγ3.

(2.24)
Формулы (2.23) и (2.24) получаются из (2.22) предельным переходом c2 → c2±
(γ3 ∈ I±, где I±—полуинтервал с концами −1 и +1, из которого исключена
соответственно точка γ3 = ±1).

Очевидно, функция (2.23) не имеет особенностей в окрестности полюса P+

сферы Пуассона. Аналогично, функция (2.24) не имеет особенностей в окрест-
ности полюса P−. Эти полюса соответствуют перманентным вращениям шара
вокруг его вертикально расположенной оси динамической симметрии:

γ1 = γ2 = 0, γ3 = ±1,

ω1 = ω2 = 0, ω3 = ω± =
c1

A3(±1 − a/r)
, v = 0.

(2.25)
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Если γ3 = +1, то центр масс шара занимает самое низкое положение. Соот-
ветствующие переменные вращения будут устойчивы (неустойчивы) при выпол-
нении условия

dWc1,c2+(γ3)
dγ3

∣∣∣∣
γ3=+1

< 0 (> 0),

т. е. когда выполняется неравенство

(A3 +mr(r − a))2 c21 + 4mgaA2
3

(
1 − a

r

)2

(A1 +m(r − a)2) > 0 (< 0).

Очевидно, что данное неравенство выполнено при любом значении c1 константы
интеграла (2.17). Таким образом, перманентные вращения шара с самым низким
расположением центра масс всегда устойчивы.

Если γ3 = −1, то центр масс шара занимает самое высокое положение.
Соответствующие перманентные вращения будут устойчивы (неустойчивы) при
выполнении условия

dWc1,c2+(γ3)
dγ3

∣∣∣∣
γ3=−1

> 0 (< 0),

т. е. когда выполняется неравенство

(A3 +mr(r + a))2c21 − 4mgaA2
3

(
1 +

a

r

)2

(A1 +m(r + a)2) > 0 (< 0). (2.26)

Неравенство (2.26) представляет собой условие устойчивости перманентных вра-
щений шара с самым высоким расположением центра масс.

При произвольных значениях постоянных интегралов Желле и Чаплыгина
система уравнений (2.21) имеет также двухпараметрическое семейство решений

ω1 = ωγ1, ω2 = ωγ2, ω3 = ω cos θ + Ω,

γ2
1 + γ2

2 = 1 − γ2
3 = sin2 θ, γ3 = cos θ,

(2.27)

где постоянные ω и Ω находятся из системы уравнений

A1ω sin2 θ +A3

(
cos θ − a

r

)
(ω cos θ + Ω) = c1, Iθ(ω cos θ + Ω) = c2,

а угол θ—из уравнения
dW (θ)
dθ

= 0. (2.28)

Здесь введены следующие обозначения

W (θ) = Wc1,c2(γ3)|γ3=cos θ =
(Iθc1 −A3(cos θ − a/r)c2)2

2A2
1A3 sin2 θ

−mga cos θ,

Iθ = I|γ3=cos θ =
[
A1A3 +mr2

(
A1 sin2 θ +A3

(
cos θ − a

r

)2
)]1/2

.

Решением уравнения (2.28) отвечают параллели Pθ = (γ2
1 + γ2

2 = sin2 θ,
γ3 = cos θ) сферы Пуассона, а решениям (2.27) — регулярные прецессии ша-
ра: шар вращается с постоянной угловой скоростью Ω вокруг оси динамической
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симметрии, которая, в свою очередь, вращается с постоянной угловой скоро-
стью ω вокруг вертикали. При этом угол между осью динамической симметрии
и вертикалью постоянно равен θ = arccos γ3. Точки минимума (максимума)
эффективного потенциала W (θ) соответствуют устойчивым (неустойчивым) ре-
гулярным прецессиям шара.

2.4. Консервативные неголономные системы Чаплыгина
с симметрией

Методы Рауса—Сальвадори, Пуанкаре—Четаева и Смейла (см. разделы
2.1, 2.2) широко применяются для исследования вопросов существования, устой-
чивости и ветвления стационарных движений консервативных голономных си-
стем с симметрией. Дело в том, что голономные системы с симметрией все-
гда допускают как стационарные движения, так и линейные первые интегралы.
Неголономные системы с симметрией также всегда допускают стационарные
движения, но, как правило, не допускают линейных интегралов. Поэтому во-
прос о существовании таких интегралов требует особого обсуждения. Более
того, даже в тех случаях, когда линейные интегралы существуют, их явные
выражения, как правило, неизвестны, и применение классических методов ка-
чественного анализа также требует специального обсуждения.

Рассмотрим консервативную неголономную систему Чаплыгина с l степеня-
ми свободы. Уравнения движения в форме Чаплыгина (1.5) представим в виде

d

dt

∂Θ
∂q̇r

=
∂Θ
∂qr

− ∂V

∂qr
+

l∑
s, p=1

ωrspq̇sq̇p, (2.29)

V = V (q)—потенциальная энергия,

ωrsp =
n∑

χ=l+1

θχrν
′
χrs = ωrsp(q) ≡ −ωsrp(q),

а остальные обозначения совпадают с введёнными выше (см. раздел 1).

Обозначим координаты qi через xi (i = 1, . . . , k), а координаты qα через yα

(α = k + 1, . . . , n) и предположим, что уравнения Чаплыгина инвариантны от-
носительно (n − k)-параметрической группы преобразований x → x, y → y + ϕ
(ϕ ∈ R

n−k). Это означает, что координаты y циклические в том смысле, что

∂ars

∂yα
= 0,

∂V

∂yα
= 0,

∂ωrsp

∂yα
= 0. (2.30)

При этом уравнения (2.29) принимают вид
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d

dt

∂Θ
∂ẋi

=
∂Θ
∂xi

− ∂V

∂xi
+

k∑
j,h=1

ωijhẋj ẋh +

+
k∑

j=1

l∑
α=k+1

(ωijα + ωiαj)ẋj ẏα +
l∑

α, β=k+1

ωiαβ ẏαẏβ (i = 1, . . . , k), (2.31)

d

dt

∂Θ
∂ẏα

=
k∑

i,j=1

ωαij ẋiẋj +
k∑

i=1

l∑
β=k+1

(ωαiβ + ωαβi)ẋiẏβ +

+
l∑

β, γ=k+1

ωαβγ ẏβ ẏγ (α = k + 1, . . . , l). (2.32)

Здесь и далее i, j, h = 1, . . . , k, α, β, γ, δ, ε = k + 1, . . . , n. Очевидно, уравнения
(2.31), (2.32) всегда допускают интеграл энергии

H = Θ + V =
1
2

k∑
i,j=1

aij(x)ẋiẋj +
k∑

i=1

l∑
α=k+1

aiα(x)ẋiẏα +

+
1
2

l∑
α, β=k+1

aαβ(x)ẏαẏβ + V (x) = c0 = const, (2.33)

но, вообще говоря, не допускают циклических интегралов вида ∂Θ/∂ẏα = const.
Можно показать, что (2.31), (2.32) допускают линейные по обобщённым ско-

ростям интегралы

Ia =
l∑

β=k+1

caβ(x)
∂Θ
∂ẏβ

= ca = const (2.34)

(здесь и далее a, b = 1, . . . , l− k) при выполнении условий (2.30), (2.35)—(2.37).
При этом коэффициенты caβ(x), вообще говоря, неизвестны, определяются
из системы уравнений в частных производных (2.38) и удовлетворяют усло-
вию (2.39). Здесь

ωβγδ + ωβδγ ≡ 0, (2.35)

ωαij + ωαji +
l∑

γ,β=k+1

aγβ [aβj(ωiαγ + ωγαi) + aβi(ωjαγ + ωγαj)] ≡ 0, (2.36)

∂

∂xj
(ωiαβ + ωβαi) +

l∑
γ, δ=k+1

aγδ(ωjαγ + ωγαj)
(
∂aβδ

∂xi
+ ωiδβ + ωβδi

)
≡

≡ ∂

∂xi
(ωjαβ + ωβαj) +

l∑
γ, δ=k+1

aγδ(ωiαγ + ωγαi)
(
∂aβδ

∂xj
+ ωjδβ + ωβδj

)
, (2.37)
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∂caβ

∂xi
≡

l∑
γ, δ=k+1

aβγ(ωiδγ + ωγδi)caδ

(
(aβγ) = (aβγ)−1

)
, (2.38)

det(caβ) �= 0. (2.39)

Заметим, что условия (2.37) заведомо выполнены при k = 1, а условия (2.35) —
при l − k = 1.

Минимум полной механической энергии системы (2.33) по обобщённым ско-
ростям ẋ, ẏ на фиксированных уровнях линейных интегралов (2.34) (эффектив-
ный потенциал) достигается при

ẋi = 0, ẏα =
l−k∑
a=1

l∑
β=k+1

aαβ(x)caβ(x)ca
(
(caβ) = (caβ)−1

)
(2.40)

и равняется

Vc = V (x) +
1
2

∑
α, β,a,b

aαβ(x)caα(x)cbβ(x)cacb. (2.41)

Соотношение (2.41) задаёт эффективный потенциал Vc(x) рассматриваемой си-
стемы, однако его явный вид, вообще говоря, неизвестен, поскольку неизвестны
явные выражения функций caα(x), удовлетворяющих уравнениям (2.38) и усло-
вию (2.39) и заведомо существующих при условиях (2.30), (2.35)—(2.37).

Согласно общей теории Рауса для систем с симметрией критическим точкам
x0 эффективного потенциала Vc(x) соответствуют стационарные движения вида

xi = xi0(c), ẏα = ẏα0(c) =
∑
a,β

aαβ(x0(c))caβ(x0(c))ca, (2.42)

причём точкам минимума соответствуют устойчивые стационарные движения.
При этом семейства x0(c) определяются из уравнений

∂V

∂xi
+

1
2

∑
α,β,a,b

∂(aαβcaαcbβ)
∂xi

cacb = 0 (2.43)

и задают в пространстве (c;x) R
n−k × R

k бифуркационную диаграмму Пуан-
каре—Четаева. Вычислив затем Vc(x0(c)) = f(c), можно построить бифурка-
ционную диаграмму Смейла, определяемую в пространстве R

n−k × R (c; c0)
соотношениями c0 = f(c). Поверхности c0 = f(c) делят пространство посто-
янных первых интегралов (2.33), (2.34) рассматриваемой системы на области,
различающиеся топологическим типом движения (типы определяются неравен-
ством Vc(x) � c0). Однако в общем случае явные формулы x = x0(c) и c0 = f(c),
определяющие диаграммы Пуанкаре—Четаева и Смейла, получить невозможно,
поскольку, как уже отмечалось, невозможно выписать явное выражение эффек-
тивного потенциала.

Заметим, что стационарные движения рассматриваемой системы в явном ви-
де можно найти по крайней мере двумя другими способами [17]. Во-первых, эти
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движения можно представить в виде

xi = xi0(ω), ẏα = ẏα0 = ωα. (2.44)

При этом семейства x0(ω) определяются из уравнений (см. (2.31))

∂V

∂xi
+
∑
α,β

(
−1

2
∂aαβ

∂xi
+ ωαiβ

)
ωαωβ = 0. (2.45)

Во-вторых, стационарные движения системы можно представить в виде

xi = xi0(p),
∂Θ
∂ẏα

= pα. (2.46)

При этом семейства x0(p) определяются из уравнений

∂V

∂xi
+

1
2

∑
α,β

(
∂aαβ

∂xi
+
∑
γ,δ

ωγiδa
γαaδβ

)
pαpβ = 0. (2.47)

Более того, выбирая в качестве параметров семейства стационарных движе-
ний величины ωα или pα, можно в явном виде получить условия минимума
эффективного потенциала в его критической точке x0 и тем самым условия
устойчивости соответствующего стационарного движения. Действительно, вто-
рая вариация эффективного потенциала имеет вид

δ2Vc(x0) =
1
2

k∑
i,j=1

vijξiξj (ξi = xi − xi0),

причём её коэффициенты явным образом выражаются через параметры ω:

vij =
{

∂2V

∂xi∂xj
+
∑
α,β

[(
−1

2
∂aαβ

∂xi∂xj
+
∂ωαiβ

∂xj

)
+

+
∑
γ,δ

aγδ

(
∂aαγ

∂xi
+ ωiαγ + ωiγα

)(
∂aβδ

∂xj
+ ωjδβ + ωβδj

)]}
x=x0(ω)

ωαωβ .

Аналогично можно выписать явные выражения коэффициентов vij через пара-
метры p.

Однако ни параметры ω (скорости циклических координат), ни параметры p
(импульсы, соответствующие циклическим координатам) не являются суще-
ственными по Четаеву [38], так как сохраняют начальные значения только на
стационарных движениях. Поэтому соотношения (2.44)—(2.47) не пригодны для
построения бифуркационных диаграмм Пуанкаре—Четаева и Смейла, и возни-
кает проблема разработки алгоритмов построения таких диаграмм на основе
соотношений (2.42), (2.43), в которые входят функции c(x), не известные в яв-
ном виде, но удовлетворяющие вполне определённой системе линейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Ниже эта проблема решается
для конкретной неголономной системы Чаплыгина: тяжёлого тела вращения на
абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости.
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2.5. Тело вращения на абсолютно шероховатой плоскости

Рассмотрим качение без скольжения тяжёлого абсолютно твёрдого динами-
чески симметричного тела, ограниченного поверхностью вращения, по непо-
движной горизонтальной плоскости, предполагая, что центр тяжести тела G
лежит на его оси симметрии Gζ. Пусть M — точка касания тела с плоскостью.

Введём неподвижную систему координат Oxyz: точка O принадлежит опор-
ной плоскости Oxy, ось Oz направлена вертикально вверх. Обозначим через θ
угол между осью симметрии тела и вертикалью, через β—угол между меридиа-
номMζ тела и какой-либо фиксированной меридианной плоскостью, а через α—
угол между горизонтальной касательной MQ меридиана Mζ и осью Ox. Поло-
жение тела будет вполне определено углами α, β, θ и координатами x и y
точки M . Введём также систему координат Gξηζ, подвижную как в теле, так
и в абсолютном пространстве, следующим образом: ось Gζ является осью сим-
метрии тела, ось Gξ всё время лежит в плоскости вертикального меридиана
Mζ, а Gη перпендикулярна ей. Пусть векторы скорости центра масс G, угловой
скорости тела и угловой скорости трёхгранника Gξηζ задаются в системе коор-
динат Gξηζ компонентами vξ, vη, vζ , p, q, r и Ωξ, Ωη, Ωζ соответственно. Пусть
m—масса тела, A1 — его момент инерции относительно осей Gξ и Gη, а A3 —
момент инерции относительно оси симметрии.

Заметим, что расстояние GQ от центра тяжести до плоскости Oxy будет
функцией угла θ, т. е. GQ = f(θ). Координаты ξ, η, ζ точки M касания тела
и плоскости в системе координат Gξηζ также будут функциями только угла θ,
причём η = 0,

ξ = −f(θ) sin θ − f ′(θ) cos θ, ζ = −f(θ) cos θ + f ′(θ) sin θ. (2.48)

Так как ось Gζ неподвижна в теле, то Ωξ = p, Ωη = q. Плоскость Gξζ будет
всё время вертикальной, поэтому Ωζ −Ωξ ctg θ = 0. Поскольку скольжения нет,
то

vξ + qζ = 0, vη + rξ − pζ = 0, vζ − qξ = 0.

Запишем закон изменения импульса и закон изменения кинетического мо-
мента в проекциях на оси подвижной системы координат. Исключая затем
компоненты скорости центра масс и компоненты реакции опорной плоскости
с помощью уравнений связей, получим три дифференциальных уравнения отно-
сительно p, q, r:

[A1 +m(ξ2 + ζ2)]
dq

dt
= mgf ′(θ) + (A3r −A1p ctg θ)p−

−mp(ζ ctg θ + ξ)(pζ − rξ) −mq

(
ξ
dξ

dt
+ ζ

dζ

dt

)
,

A1
dp

dt
+A3

ζ

ξ

dr

dt
= (A1p ctg θ −A3r)q,

d

dt
(pζ − rξ) − A3

mξ

dr

dt
= (ζ ctg θ + ξ)pq.

(2.49)
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Здесь ξ и ζ —функции угла θ, определяемые равенствами (2.48). Добавив
к (2.49) очевидное соотношение

q = −dθ
dt
, (2.50)

получим замкнутую систему четырёх дифференциальных уравнений относи-
тельно неизвестных функций времени p, q, r, θ.

Полученная система уравнений допускает интеграл энергии H = const. Вос-
пользовавшись теоремой Кёнига и условиями отсутствия скольжения, его можно
записать в виде

H =
1
2
A1p

2 +
1
2
(A1 +m(ξ2 + ζ2))q2 +

+
1
2
A3r

2 +
1
2
m(pζ − rξ)2 +mgf(θ) = const. (2.51)

Кроме того, эти уравнения допускают два линейных интеграла K1 = k1 =
= const, K2 = k2 = const вида

K = Φ−1(θ)ω. (2.52)

Здесь K = (K1,K2)T , ω = (p, r)T , а Φ(θ)—фундаментальная матрица следую-
щей системы уравнений:

dω

dθ
= A(θ)ω,

A(θ) =

(
− cos θ

sin θ − A3mζ(ξ+ζ′)
∆

A3(A3+mξ2+mξ′ζ)
∆

A1mξ(ξ+ζ′)
∆

mξ(A3ζ−A1ξ′)
∆

)
,

∆ = A1A3 +A1mξ
2 +A3mζ

2.

(2.53)

Для исследования вопросов существования и устойчивости стационарных дви-
жений тела будем применять теорию Рауса. Согласно этой теории, критическим
точкам интеграла энергии при фиксированных значениях постоянных других
интегралов отвечают стационарные движения тела. Построим эффективный
потенциал— минимум квадратичного по p, q, r интеграла энергии (2.51) на
фиксированных уровнях линейных первых интегралов (2.52):

Wk(θ) = min
p,q,r

H|K=k = H|q=0, ω=Φ(θ)k =

=
1
2
A1p

2 +
1
2
A3r

2 +
1
2
m(pζ − rξ)2 +mgf(θ). (2.54)

Здесь ξ, ζ, f —известные функции переменной θ, а p и r—функции перемен-
ной θ и констант k1 и k2, не известные в явном виде (p(θ, k1, k2) и r(θ, k1, k2)
представляют собой общее решение системы (2.53)). Стационарные движения
соответствуют решениям уравнения

dWk(θ)
dθ

= 0 (2.55)
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и имеют вид
θ = θ0(k1, k2), ω = Φ(θ0(k1, k2))k, q = 0. (2.56)

Дифференцируя функцию (2.54) по θ и используя уравнения (2.53), представим
уравнение (2.55) в следующем виде:

F (k1, k2, θ) =
dWk(θ)
dθ

= −C ctg θp2 +Drp+mgf ′ = 0,

C =
(
A1 − mζ

cos θ
f

)
, D =

(
A3 − mξf

sin θ

)
.

(2.57)

Для дальнейшего исследования стационарных движений тела можно чис-
ленно построить диаграмму Пуанкаре—Четаева— поверхность в пространстве
(k1, k2, θ), задаваемую неявно уравнением (2.57), а также диаграмму Смейла—
поверхность в пространстве констант первых интегралов (k1, k2, h), соответству-
ющую стационарным движениям тела. Для построения этих диаграмм был раз-
работан алгоритм [4], не требующий знания явного вида функций p(θ, k1, k2) и
r(θ, k1, k2).

3. Стационарные движения
неголономных систем общего вида

При исследовании задач устойчивости и стабилизации программных дви-
жений нелинейных механических систем (голономных и неголономных) особый
интерес представляют установившиеся движения (положения равновесия и СД),
так как именно эти движения являются, как правило, рабочими режимами мно-
гих технических объектов. Поэтому прежде всего необходимо установить, явля-
ются ли рассматриваемые установившиеся движения устойчивыми и каков ха-
рактер этой устойчивости. Однако во многих случаях указанные движения либо
не обладают необходимыми свойствами устойчивости, либо (в случае устойчи-
вости) характер переходных процессов не удовлетворяет заданным техническим
требованиям. Таким образом, естественно возникает необходимость решения
задачи стабилизации— обеспечения устойчивости (асимптотической устойчиво-
сти) установившегося движения путём приложения определённых управляющих
воздействий.

При рассмотрении СД неголономных систем могут использоваться уравне-
ния движения в различных формах. С нашей точки зрения, наиболее удобной
для анализа СД является запись уравнений движения в лагранжевых коор-
динатах (уравнения Воронца, Чаплыгина). При использовании уравнений дви-
жения в лагранжевых координатах под СД понимается такое движение, при
котором позиционные координаты и скорости циклических координат сохраня-
ют начальные значения, а сами циклические координаты меняются линейно со
временем [20]. Однако если для голономных систем циклическими координа-
тами называются такие координаты, от которых не зависит функция Лагранжа
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системы, то для неголономных систем имеется несколько различных опреде-
лений. Одни из таких определений обеспечивают существование циклических
интегралов, а другие— существование СД.

При анализе конкретных неголономных систем, как правило, оказывается,
что уравнения движения не имеют циклических интегралов, но допускают ста-
ционарные решения, причём коэффициенты уравнений неголономных связей яв-
но зависят от циклических координат.

3.1. Циклические координаты и стационарные движения

При рассмотрении СД будем исходить из уравнений Воронца (1.4).
3.1.1. Общий случай. Будем предполагать, что выполнены условия [20]

∂(T + U)
∂qµ

= 0,
∂F

∂qµ
= 0,

∂bχr

∂qµ
= 0 (µ = m+ 1, . . . , n), (3.1)

означающие, что последнее n−m уравнений неголономных связей (1.3) — связи
типа Чаплыгина (первые m− l связей— связи общего вида).

Для неголономных систем при отыскании стационарных движений пред-
почтительнее пользоваться следующим определением циклических коорди-
нат [20].

Координаты qα (α = k + 1, . . . , l) называются циклическими, если выполня-
ются условия

∂(Θ + U)
∂qα

= 0,
∂bρr

∂qα
= 0,

∂

∂qα

n∑
χ=l+1

Θχpνχrs = 0,

∂Φ
∂qα

= 0 (p, r, s = 1, . . . , k).

(3.2)

Остальные координаты qi (i = 1, . . . , k) и qρ (ρ = l + 1, . . . ,m) позиционные.
Допустим, что при некоторых начальных условиях возможно СД системы,

при котором позиционные координаты и циклические скорости постоянны:

qi(t) = qi0, q̇i(t) = 0, q̇α(t) = q̇α0 = ωα, qρ(t) = qρ0. (3.3)

Для существования СД (3.3) необходимо, чтобы в отсутствие управляющих сил
не было диссипации по циклическим скоростям, т. е.

∂Φ
∂q̇α

= 0.

Если ∂Φ/∂q̇α �= 0, то необходимо, чтобы (∂Φ/∂q̇α)0 = Qα0, т. е. чтобы на СД
диссипативные силы компенсировались управляющими силами, приложенными
по циклическим координатам. При этом m постоянных величин qi0, q̇α0, qρ0

удовлетворяют m уравнениям
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(
∂U

∂qi

)
0

+
m∑

ρ=l+1

(
∂U

∂qρ
bρi

)
0

+
l∑

γ,β=k+1

{
1
2

(
∂aγβ

∂qi
+

m∑
ρ=l+1

∂aγβ

∂qρ
bρi

)
0

+

+
n∑

χ=l+1

Θχγνχiβ −
m∑

ρ=l+1

∂aiβ

∂qρ
bργ

}
ωγωβ = 0, (3.4)

l∑
γ,β=k+1

{ n∑
χ=l+1

Θχγνχαβ +
m∑

ρ=l+1

[
1
2
bρα

∂aγβ

∂qρ
− bργ

∂aαβ

∂qρ

]}
0

ωγωβ +

+
m∑

ρ=l+1

{
bρα

∂U

∂qρ

}
0

= 0, (3.5)

l∑
α=k+1

(bρα)0ωα = 0. (3.6)

Нулевой индекс означает, что выражение вычислено для значений переменных,
соответствующих СД (3.3).

В общем случае система (3.4)—(3.6) имеет лишь тривиальные относитель-
но ωα решения, отвечающие положениям равновесия системы [17, 20]. В ряде
случаев среди уравнений (3.4)—(3.6) может оказаться m1 (m1 < m) незави-
симых. Тогда рассматриваемая система может иметь семейство СД вида (3.3)
размерности m−m1.

Если выполнены условия
n∑

µ=m+1

(Θµβνµαγ)0 =
n∑

µ=m+1

(Θµγνµαβ)0, (bρα)0 = 0, (3.7)

то уравнения (3.5), (3.6) удовлетворяются при любых значениях ωα, и в системе
существует многообразие СД, размерность которого не меньше суммы числа
циклических координат (l−k) и числа неголономных связей общего вида (m−l).

Далее будем полагать, что условия (3.7) выполнены. Тогда система имеет
многообразие СД размерности m − k, параметры которого qi0, qρ0, ωα удовле-
творяют системе уравнений(

∂U

∂qi

)
0

+
m∑

ρ=l+1

(
∂U

∂qρ
bρi

)
0

+

+
l∑

α,β=k+1

[
1
2

(
∂aαβ

∂qi
+

m∑
ρ=l+1

∂aαβ

∂qρ
bρi

)
+

n∑
χ=l+1

Θχανχiβ

]
0

ωαωβ = 0. (3.8)

Обсудим условия (3.7). Эти условия выполняются, в частности, если
n∑

µ=m+1

(Θµβνµαγ)0 = 0, (3.9)

(bρα)0 = 0. (3.10)
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Очевидно, что для выполнения условий (3.9), (3.10) достаточно, чтобы удовле-
творялись следующие условия [15, 17,20,53]:

n∑
µ=m+1

Θµβνµαγ ≡ 0, (3.11)

bρα ≡ 0. (3.12)

Заметим, что условия (3.11), (3.12) выполняются тождественно по позиционным
координатам, а условия (3.9), (3.10) — лишь на стационарном движении.

При исследовании устойчивости СД неголономных механических систем
можно предполагать выполнение либо условий (3.9), (3.10), либо более жёст-
ких условий (3.11), (3.12). Ранее [15,17,20,53] всегда предполагалось выполнение
условий (3.11), (3.12), и эти условия действительно выполнены в известных зада-
чах о СД тяжёлого твёрдого тела (диска, тора и т. д.) на абсолютно шероховатой
горизонтальной плоскости, а также в задаче о движении трёхколёсного вело-
сипеда [53]. Однако в ряде задач, в частности в задачах об устойчивости СД
моноцикла [5, 10, 12,31,32], условия (3.11) не выполняются, но выполнены усло-
вия (3.9).

Для систем Чаплыгина уравнения (3.4), (3.5) принимают вид

(
∂U

∂qi

)
0

+
l∑

α,β=k+1

{
1
2
∂aαβ

∂qi
+

n∑
χ=l+1

Θχβνχiα

}
0

ωαωβ = 0 (i = 1, . . . , k),

l∑
α,β=k+1

( n∑
χ=l+1

Θχανχγβ

)
0

ωαωβ = 0 (γ = k + 1, . . . , l).

(3.13)
В этом случае при выполнении условия (3.7) в системе существует многообразие
установившихся движений, размерность которого не меньше числа циклических
координат l − k.

3.1.2. Специальный класс неголономных систем. Представляет интерес
исследование одного класса неголономных систем, обладающих определённой
спецификой. Предположим, что обобщённые координаты рассматриваемой си-
стемы можно выбрать удовлетворяющими сформулированным ниже условиям.

Стационарные неголономные связи (1.3) представим в виде двух групп

q̇χ =
l∑

r=1

b1χr(q)q̇r (χ = l + 1, . . . ,m), (3.14)

q̇ρ =
l∑

r=1

b2ρr(q)q̇r (ρ = m+ 1, . . . , n) (3.15)

и предположим, что
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1) коэффициенты b1χr в уравнениях (3.14) являются функциями только ко-
ординат ql+1, . . . , qm, скорости которых зависимы в силу тех же уравне-
ний (3.14), тогда как коэффициенты b2ρr в уравнениях (3.15) могут зависеть
от координат q1, . . . , ql, ql+1, . . . , qm;

2) потенциальные силы, действующие на систему, являются производными от
силовой функции U(q), также зависящей только от координат ql+1, . . . , qm,
т. е. U = U(qχ);

3) коэффициенты ars в выражении для приведённой кинетической энергии Θ

и выражение
n∑

µ=l+1

Θµpνµrs зависят только от координат ql+1, . . . , qm.

Специфическая особенность систем рассматриваемого класса состоит в том,
что при отсутствии управляющих воздействий (Qr = 0, Qχ = 0) все координа-
ты qr являются циклическими в смысле данного выше определения [20], коорди-
наты qχ (χ = l+1, . . . ,m) позиционные. Следует подчеркнуть, что в этом случае
уравнения (1.4) совместно с уравнениями связей (3.14) образуют замкнутую си-
стему уравнений первого порядка относительно q̇r, qχ и не содержат в явном
виде координат qr. Уравнения неголономных связей (3.15) представляют собой
уравнения связей типа Чаплыгина.

СД этого класса неголономных систем описываются соотношениями

q̇r(t) = q̇r0 = ωr, qχ(t) = qχ0. (3.16)

При этом m постоянных величин ωr, qχ0 удовлетворяют m уравнениям

l∑
p,s=1

{ n∑
µ=l+1

Θµpνµrs +
m∑

χ=l+1

1
2
b1χr

∂aps

∂qχ

}
ωpωs +

m∑
χ=l+1

{
b1χr

∂U

∂qχ

}
0

= 0, (3.17)

l∑
r=1

(b1χr)0ωr = 0. (3.18)

В зависимости от параметров система (3.17), (3.18), как и в общем случае си-
стема (3.4)—(3.6), может иметь одно или несколько изолированных решений.
Возможны случаи, когда среди уравнений (3.17), (3.18) может оказаться m−m1

независимых, тогда рассматриваемая система будет иметь многообразие СД ви-
да (3.16) размерности m1.

Заметим, что при выполнении условий существования СД, сформулирован-
ных выше для общего случая [17,20], уравнения (3.17), (3.18) удовлетворяются
тождественно по ωr, qχ0, т. е. существует m-мерное многообразие СД.

3.2. Исследование устойчивости

3.2.1. Исследование устойчивости в общем случае. Выберем точку мно-
гообразия СД, определяемого соотношениями (3.4)—(3.6), и рассмотрим вопрос
об устойчивости решения (3.3) системы уравнений (1.3), (1.4) по отношению
к возмущениям переменных qi, q̇i, q̇α, q̇ρ.
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Введём отклонения

xi = qi − qi0, yα = q̇α − ωα, zρ = qρ − qρ0.

Уравнения возмущённого движения при выполнении условий (3.7) в переменных
x размерности k× 1, y размерности (l− k)× 1, z размерности (m− l)× 1 имеют
вид

Aẍ+ Cẏ = W1x+D1ẋ+ P1y + V1z +X(x, ẋ, y, z),

CT ẍ+Bẏ = W2x+D2ẋ+ P2y + V2z + Y (x, ẋ, y, z),
ż = W3x+D3ẋ+ P3y + V3z + Z(x, ẋ, y, z).

(3.19)

Матрицы A, C, D, P , W , V . . . постоянны, X, Y , Z —вектор-функции, содер-
жащие члены порядка выше первого по введённым переменным.

При выполнении определённых условий структура уравнений возмущённого
движения (3.19) может существенно упрощаться.

Если выполнены условия (3.11), (3.12) в уравнениях (3.19), то матрицы W2,
V2, W3, V3, P2, P3 нулевые, т. е. уравнения, соответствующие циклическим
скоростям, и уравнения, соответствующие уравнениям неголономных связей, не
содержат линейных членов по переменным xi, yα, zρ. Эти уравнения, очевидно,
допускают m− k линейных интегралов, которым соответствуют m− k нулевых
корней характеристического уравнения системы (3.19) [15, 20]. Положим далее
s = m− k.

Наличие s-мерного многообразия СД обусловливает существование s нуле-
вых корней и s линейных интегралов (один векторный интеграл размерности s)
в линеаризованной системе (3.19) и при отличных от нуля матрицах W2, V2, W3,
V3, удовлетворяющих некоторым условиям.

Можно показать, что если выполняется условие

P2 = W2W
−1
1 P1 (detW1 �= 0), (3.20)

то в линеаризованной системе (3.19) для систем Чаплыгина (в этом случае
в системе (3.19) z ≡ 0) при W2 �= 0 существует векторный интеграл размерности
s× 1

ζ = (LA+MCT )ẋ+ (LC +MB)y − (LD1 +MD2)x = const. (3.21)

Очевидно, что условие (3.20) выполняется, в частности, при W2 = 0, P2 = 0
(см. [14,17,20]). Для исключения переменной y из интеграла (3.21) необходимо
выполнение неравенства

detB0 = det(B −W2W
−1
1 C) �= 0. (3.22)

Введя замену переменных

y = B−1
0 (ζ +D3x− CT

0 ẋ), (3.23)

систему уравнений (3.19) можно привести к виду

A0ẍ+D0ẋ+W0x− P1B
−1
0 ζ = X0(x, ẋ, ζ), ζ̇ = Z0(x, ẋ, ζ), (3.24)
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где

A0 = A− CB−1
0 CT

0 , D0 = −D1 + P1B
−1
0 CT

0 + CB−1
0 D3,

W0 = −W1 − P1B
−1
0 D3, CT

0 = CT −W2W
−1
1 A, D3 = D2 −W2W

−1
1 D1.

Функции X0(x, ẋ, ζ), Y0(x, ẋ, ζ) образованы из функций X(x, ẋ, y), Y (x, ẋ, y)
с учётом замены переменных (3.23).

Очевидно, что характеристическое уравнение, отвечающее линеаризованной
системе (3.24), всегда имеет s нулевых корней, а остальные корни удовлетворяют
уравнению

det(A0λ
2 +D0λ+W0) = 0. (3.25)

Если среди корней уравнения (3.25) есть корни с положительной действитель-
ной частью, то установившееся движение (3.3) неустойчиво согласно теореме
Ляпунова о неустойчивости по первому приближению. Так как при указанных
условиях число нулевых корней совпадает с размерностью многообразия устано-
вившихся движений, то, если все корни уравнения (3.25) имеют отрицательные
действительные части, имеет место особенный критический случай нескольких
нулевых корней и справедлива теорема Ляпунова—Малкина [26,27].

Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.1. Установившееся движение (3.3) неголономной системы Чаплы-
гина, имеющей многообразие установившихся движений размерности, равной
числу циклических координат, устойчиво (неустойчиво), если все корни урав-
нения (3.25) имеют отрицательные действительные части (имеется по крайней
мере один корень с положительной действительной частью). В случае устойчи-
вости всякое возмущённое движение, достаточно близкое к невозмущённому,
стремится при t → ∞ к одному из возможных установившихся движений, при-
надлежащих указанному многообразию.

Аналогичная теорема для случая, когда в системе Чаплыгина (3.19) матрица
W2 = 0, была сформулирована ранее в [14].

Уравнение (3.25) можно рассматривать как характеристическое уравнение
линейной голономной системы

A0ξ̈ +D0ξ̇ +W0ξ = 0 (3.26)

с k степенями свободы, находящейся под действием сил произвольной структу-
ры. При этом все корни уравнения (3.25) имеют отрицательные действительные
части (имеется корень с положительной действительной частью), если и толь-
ко если нулевое положение равновесия системы (3.25), которую можно назвать
линейной приведённой системой, асимптотически устойчиво (экспоненциально
неустойчиво).

Замечание 3.1. Уравнение (3.25) имеет вид

a0λ
2k + a1λ

2k−1 + . . .+ a2k = 0, a0 = detA0 > 0, a1 = detA0 Sp(A0
−1D0).

Следовательно, асимптотическая устойчивость положения равновесия линейной
приведённой системы возможна только при условии, что матрица D0 не является
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нулевой. Действительно, иначе a1 = 0 и неверно, что все корни уравнения (3.25)
имеют отрицательные действительные части (в последнем случае необходимо,
чтобы a1 > 0).

Замечание 3.2. Можно показать, что для консервативной неголономной си-
стемы коэффициенты матрицы D0 представляют собой нечётные функции скоро-
стей циклических координат. Это означает, что если установившееся движение
вида qi = qi0, q̇α = ωα консервативной неголономной системы асимптотически
по части переменных устойчиво (при этом необходимо, чтобы Sp(A0

−1D0) > 0),
то установившееся движение qi = qi0, q̇α = −ωα) этой системы при тех же
условиях неустойчиво (так как при этом Sp(A0

−1D0) < 0), т. е. a1 < 0 и урав-
нение (3.25) имеет корень с положительной вещественной частью. Другими
словами, устойчивость установившихся движений неголономных систем может
зависеть от направления движения (вперёд-назад, вправо-влево и т. д.).

Замечание 3.3. Характеристическое уравнение (3.25) инвариантно (с точ-
ностью до постоянного множителя) относительно выбора переменных, опреде-
ляющих состояние системы. Поэтому при исследовании устойчивости устано-
вившихся движений неголономных систем при помощи теоремы 3.1 уравнения
движения этих систем можно принимать в любой форме.

Замечание 3.4. Если все установившиеся движения семейства (3.16) устой-
чивы при σ > σ0 и неустойчивы при σ < σ0 (или наоборот), то при σ = σ0

от этого семейства могут ответвляться периодические движения, т. е. для кон-
сервативных неголономных систем может иметь место явление бифуркации Ан-
дронова—Хопфа, характерное для диссипативных динамических систем (здесь
предполагается, что σ > 0— скалярный параметр).

Можно показать, что для неголономных систем со связями общего вида су-
ществование многообразия стационарных движений размерности, равной сумме
числа циклических координат l − k и числа неголономных связей общего вида
m− l, обеспечивает выполнение следующих условий (при P2 = 0, P3 = 0):

W2W
−1
1 P1 = 0, W3W

−1
1 P1 = 0,

V2 = W2W
−1
1 V1, V3 = W3W

−1
1 V1 (detW1 �= 0).

(3.27)

Тогда для неголономных систем со связями общего вида имеет место теоре-
ма, аналогичная сформулированной выше теореме об устойчивости СД систем
Чаплыгина.

При условии detW1 �= 0 замена переменных

η = B0y + CT
0 ẋ−D21x, ζ = z −W3W

−1
1 Aẋ−W3W

−1
1 Cy −D31x, (3.28)

где

B0 = B −W2W
−1
1 C, CT

0 = CT −W2W
−1
1 A,

D21 = D2 −W2W
−1
1 D1, D31 = D3 −W3W

−1
1 D1,

причём
detB0 �= 0, (3.29)
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приводит систему (3.19) к виду

A0ẍ+D0ẋ+W0x+ P0η + V0ζ = X0(x, ẋ, η, ζ),

η̇ = Y0(x, ẋ, η, ζ), ζ̇ = Z0(x, ẋ, η, ζ),
(3.30)

где

A0 = A− CB1
0C

T
0 , D0 = −D1 − P0C

T
0 + CB1

0D21 − V1W3W
−1
1 A,

W0 = −W1 − V1D31 + P0D21, P0 = −(P1 + V1W3W
−1
1 C)B−1

0 , V0 = −V1.
(3.31)

Функции X0(x, ẋ, η, ζ), Y0(x, ẋ, η, ζ), Z0(x, ẋ, η, ζ) образованы из функций
X(x, ẋ, y, z), Y (x, ẋ, y, z), Z(x, ẋ, y, z) с учётом замены переменных (3.28).

Очевидно, что характеристическое уравнение, отвечающее линеаризованной
системе (3.30), всегда имеет m− k нулевых корней, а остальные корни удовле-
творяют уравнению (3.25) с матрицами, определёнными соотношениями (3.31).

Таким образом, для неголономных систем со связями общего вида имеет
место следующее утверждение.

Теорема 3.2. Стационарное движение (3.3) неголономной системы (1.3),
(1.4), имеющей многообразие СД, размерность которого равна сумме числа
циклических координат и числа неголономных связей общего вида, устойчи-
во (неустойчиво), если все корни уравнения (3.25) с коэффициентами (3.31)
имеют отрицательные действительные части (имеется по крайней мере один ко-
рень с положительной действительной частью). В случае устойчивости всякое
возмущённое движение, достаточно близкое к невозмущённому, стремится при
t → ∞ к одному из возможных СД, принадлежащих указанному многообра-
зию (3.8).

Аналогичная теорема для случая, когда W2 = 0, W3 = 0, V2 = 0, V3 = 0,
сформулирована ранее [15].

Важно отметить, что условие (3.29) очень существенно (см. [6]).

3.2.2. Исследование устойчивости систем специального класса Выберем
точку многообразия СД, определяемого соотношениями (3.17), (3.18), и рассмот-
рим вопрос об устойчивости решения (3.16) системы уравнений (1.4), (3.14) по
отношению к возмущениям переменных q̇r, qχ.

Введём отклонения yr = q̇r−ωr, zχ = qχ−qχ0. Уравнения возмущённого дви-

жения в переменных y =
∥∥y1 . . . yl

∥∥T
размерности l × 1 и z =

∥∥zl+1 . . . zm

∥∥T

размерности (m− l) × 1 имеют вид

Aẏ = P1y + V1z + Y (y, z),
ż = P2y + V2z + Z(y, z).

(3.32)

Здесь элементы матриц A, P , V постоянны, вектор-функции Y (y, z), Z(y, z)
содержат члены порядка выше первого по переменным y, z.

В отличие от уравнений возмущённого движения неголономной системы
общего вида (3.19), рассмотренной выше, система уравнений (3.32) является
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системой первого порядка и не содержит блока уравнений, отвечающих пози-
ционным координатам. По этой причине задача устойчивости СД неголономной
механической системы указанного класса не может быть сведена к задаче об
устойчивости положения равновесия некоторой голономной системы, и к ней
не могут быть применены теоремы 3.1, 3.2, сформулированные выше. Именно
это обстоятельство и обосновывает, в частности, целесообразность выделения
введённого выше специального класса неголономных систем.

Характеристическое уравнение линеаризованной системы (3.32) имеет вид

∆(λ) = detG(λ) = 0, G(λ) =
∥∥∥∥Aλ− P1 −V1

−P2 λE − V2

∥∥∥∥ . (3.33)

Если неголономная механическая система обладает многообразием СД раз-
мерности m1, то выполняется условие rankG(0) = m −m1. В этом случае ха-
рактеристическое уравнение (3.33) имеет m1 нулевых корней, что соответствует
особенному критическому по Ляпунову случаю, и для исследования устойчиво-
сти СД системы может быть применена теорема Ляпунова—Малкина [26,27].

Таким образом, для систем рассматриваемого класса можно сформулировать
следующее утверждение.

Теорема 3.3. Если неголономная система (1.4), (3.14) при выполнении усло-
вий 1)—3) пункта 3.1.2 имеет многообразие СД, определяемое соотношениями
(3.17), (3.18), то СД (3.16) устойчиво (неустойчиво), если все корни уравне-
ния (3.33), кроме нулевых, имеют отрицательные действительные части (име-
ется по крайней мере один корень с положительной действительной частью).
В случае устойчивости всякое возмущённое движение, достаточно близкое
к невозмущённому, стремится при t→ ∞ к одному из возможных стационарных
движений, принадлежащих указанному многообразию.

Если выполнены дополнительные условия (3.11), (3.12), сформулированные
в [17, 20], то матрицы P1, P2, V1, V2 нулевые и число нулевых корней характе-
ристического уравнения (3.18), очевидно, равно m. В этом случае для анализа
устойчивости необходимо рассматривать полную нелинейную систему.

4. Задача стабилизации стационарных движений

4.1. Постановка задачи

Задача стабилизации СД состоит в том, чтобы надлежащим выбором управ-
ляющих воздействий, приложенных как по циклическим, так и по позицион-
ным координатам (или по части этих координат), сделать СД асимптотически
устойчивым (или просто устойчивым) по отношению к позиционным коорди-
натам, позиционным и циклическим скоростям. Аналогичным образом можно
сформулировать задачу об оптимальной стабилизации стационарных движений,
в которой требуется выбрать управляющие воздействия так, чтобы обеспечить
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минимизацию некоторого функционала, характеризующего определённые тре-
бования к системе.

Для решения задач стабилизации установившихся движений голономных ме-
ханических систем с циклическими координатами ранее был предложен подход,
основанный на линейной теории управления [7,8].

В последнее время в связи с развитием робототехники усилился интерес
к изучению движений мобильных (колёсных) роботов, механическими моделями
которых служат неголономные системы с циклическими координатами. Особый
интерес представляют задачи обеспечения устойчивости (задачи стабилизации)
установившихся движений этих роботов.

Особенностью постановки задачи о стабилизации СД неголономных систем
(как и задачи устойчивости) является то, что в состав системы уравнений воз-
мущённого движения входят уравнения связей (за исключением систем Чаплы-
гина).

Мы распространяем разработанный ранее подход [7, 8] к решению задач
стабилизации голономных систем на неголономные системы.

Введём, как и в разделе 3.2, отклонения от стационарного движения (3.3)

xi = qi − qi0, yα = q̇α − ωα, zρ = qρ − qρ0

и запишем уравнения возмущённого движения в виде (3.19), вводя управляющие
воздействия и выделив линейные члены:

Aẍ+ Cẏ = W1x+D1ẋ+ P1y + V1z + F (1)u(1) +DT
3 F

(2)u(2) +X(x, ẋ, y, z, u),

CT ẍ+Bẏ = W2x+D2ẋ+ P2y + V2z + F (3)u(3) + PT
3 F

(2)u(2) + Y (x, ẋ, y, z, u),
ż = W3x+D3ẋ+ P3y + V3z + Z(x, ẋ, y, z, u).

(4.1)
Здесь F (1)u(1), F (2)u(2), F (3)u(3) с u(1) размерности r1 × 1, u(2) размерности
r2 × 1, u(3) размерности r3 × 1—линейные части управляющих воздействий,
приложенных соответственно по координатам qi, qρ, qα.

Система (4.1) имеет наиболее общую структуру, из которой как частные
случаи могут быть получены уравнения возмущённого движения в следующих
окрестностях:

1) положений равновесия голономной системы (k = l = n = m, y ≡ 0, z ≡ 0);
2) положений равновесия неголономной системы со связями общего вида

(l = k, m = n, y ≡ 0);
3) СД голономных систем (l = n, z ≡ 0);
4) СД неголономных систем Чаплыгина (m = l, z ≡ 0).

При выполнении определённых условий, возникающих в разных задачах,
как уже указывалось, структура уравнений возмущённого движения (4.1) может
существенно упрощаться.

Уравнение измерений представим в виде

σ = H1x+H2ẋ+H3y +H4z. (4.2)



Неголономные механические системы и стабилизация движения 149

Здесь σ размерности s × 1—линейная часть вектора измерений, H1, . . . , H4 —
постоянные матрицы соответствующих размеров.

Линеаризованные уравнения движения в форме (4.1) и уравнения измере-
ний (4.2) являются основными при решении задачи стабилизации установив-
шихся движений неголономных систем со стационарными связями.

Решение задачи стабилизации включает в себя следующие шаги [7,8, 11]:

1) выяснение принципиальных возможностей стабилизации, которое сводит-
ся к исследованию управляемости системы (4.1);

2) определение рационального состава измерительной информации о состоя-
нии системы (о величинах x, y, ẋ, z), необходимой для построения ста-
билизирующего управления, которое сводится к анализу наблюдаемости
системы (4.1), (4.2);

3) построение самого алгоритма стабилизации, например по оценке векто-
ра состояния системы, которая строится на основе определённой выше
измерительной информации;

4) анализ устойчивости нелинейной системы, замкнутой выбранным линей-
ным управлением.

4.2. Управляемость

Принципиальным для любой задачи управления (стабилизации) является во-
прос о её разрешимости, который сводится к анализу управляемости и наблю-
даемости системы, линеаризованной в окрестности заданного установившегося
движения. Вопросы управляемости и наблюдаемости нетривиальны и требуют
специального рассмотрения в тех случаях, когда в механической системе число
управляющих воздействий достаточно мало (меньше числа степеней свободы)
и информация о состоянии системы неполная. Решение задачи управляемости
позволяет выяснить принципиальные возможности стабилизации.

Непосредственное применение известных критериев управляемости Калма-
на [13] к системе (4.1), записанной в форме Коши, приводит к необходимости
исследования рангов громоздких матриц высокого порядка.

4.2.1. Управляемость в общем случае. Для исследования управляемости
системы (4.1) введём переменные

η = By + CT ẋ− (D2 − P2B
−1CT )x, ζ = z − (D3 − P3B

−1CT )x

и преобразуем линеаризованную систему (4.1) к виду

Sẍ+Nẋ+Kx+M1η +M2ζ = F (1)u(1) +DT
4 F

(2)u(2) − CB−1F (3)u(3),

η̇ = R1x+ P2B
−1η + V2ζ + PT

3 F
(2)u(2) + F (3)u(3), (4.3)

ζ̇ = R2x+ P3B
−1η + V3ζ. (4.4)
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Здесь

S = ST > 0, S = A− CB−1CT ,

D4 = D3 − P3B
−1CT , D5 = D2 − P2B

−1CT ,

N = CB−1D5 − P1B
−1CT −D1,

K = −W1 − P1B
−1D5 + CB−1R1 − V1D4,

M1 = (CB−1P2 − P1)B−1, M2 = CB−1V2 − V1,

R1 = W2 + V2D3 + P2B
−1D5, R2 = W3 + V3D4 + P3B

−1D5.

Используя критерий управляемости [44,46], можно доказать следующую те-
орему.

Теорема 4.1. Система (4.3), (4.4) управляема тогда и только тогда, когда

rank

∥∥∥∥∥∥
L1(λ) M1 M2 F (1) DT

4 F
(2) CB−1F (3)

−R1 λEl−k − P2B
−1 −V2 0 PT

3 F
(2) F (3)

−R2 −P3B
−1 λEm−l − V3 0 0 0

∥∥∥∥∥∥ = m

для любого λ ∈ Λ, Λ = {λi : det[L(λ)] = 0}, L1(λ) = Sλ2 +Nλ+K,

L(λ) =

∥∥∥∥∥∥
L1(λ) M1 M2

−R1 λEl−k − P2B
−1 −V2

−R2 −P3B
−1 λEm−l − V3

∥∥∥∥∥∥ .
Заметим, что управляемости системы (4.3), (4.4) (выполнения условий тео-

ремы 4.1) можно добиться, вообще говоря, при наличии только одного из управ-
ляющих воздействий u(1), u(2), u(3).

При выполнении определённых условий специфика структуры системы (4.1)
позволяет получить, после редукции задачи к системам меньшего порядка, но-
вые эффективные критерии управляемости.

Из структуры уравнений (4.3), (4.4) следует, что при выполнении усло-
вия (3.12) система (4.3), (4.4) распадается на две подсистемы, причём вторая,
соответствующая уравнениям неголономных связей, неуправляема. Таким обра-
зом, при любых управляющих силах система неуправляема по переменным ζ,
которые соответствуют позиционным координатам, скорости которых зависимы
в силу уравнений связей. В этом состоит особенность систем с неголономными
связями по сравнению с голономными.

Применение критерия управляемости [46] к подсистеме (4.3) (при ζ ≡ 0),
учёт специфики структуры системы и использование эквивалентных преобразо-
ваний позволяют, осуществив редукцию, доказать следующую теорему, в кото-
рой условия управляемости системы порядка k + l сводятся к проверке рангов
матриц порядка k.

Теорема 4.2. Система (4.3) порядка k + l управляема тогда и только тогда,
когда выполняются условия

а) rank
∥∥∥∥ K P1B

−1 F (1) DT
3 F

(2) CB−1F (3)

−R1 0 0 0 F (3)

∥∥∥∥ = k, если λ = 0 ∈ Λ2,
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б) rank
∥∥L1(λ) F (1) DT

3 F
(2) CB−1F (3)

∥∥ = k для любого λ �= 0 ∈ Λ2,

где

Λ2 = {λi : det[L2(λ)] = 0}, L2(λ) = det
∥∥∥∥L1(λ) −P1B

−1

−R1 λEl−k

∥∥∥∥ .
Влияние управляющих воздействий u(3), приложенных по циклической коор-

динате η, на управляемость по позиционным координатам существенно зависит
от того, каковы матрицы C и P1 [11].

Для одной из наиболее распространённых постановок задачи об управлении
системой с циклическими координатами [35], когда управляющие воздействия
прикладываются только по циклическим координатам (или их части), имеет
место следующая теорема.

Теорема 4.3. Если управляющие силы действуют только по всем цикличе-
ским координатам (F (1) ≡ 0, F (2) ≡ 0, F (3) = El−k), то система (4.3) порядка
k + l в случае P1 = 0 управляема тогда и только тогда, когда

detK �= 0, rank
∥∥L1(λ) CB−1

∥∥ = k для любого λ �= 0 ∈ Λ1.

Теорема 4.4. Если P1 = 0, C = 0, то система (4.3) порядка k+ l управляема
тогда и только тогда, когда F (3) = El−k и выполняется одно из условий

а) rank
∥∥L1(λ) F (1) DT

3 F
(2)
∥∥ = k для любого λ ∈ Λ1,

б) управляющие воздействия прикладываются по всем позиционным коорди-
натам, скорости которые независимы в силу уравнений связей (F (1) = Ek).

Таким образом, для управляемости системы (4.3) в случае P1 = 0, C = 0
необходимо прикладывать управляющие воздействия по позиционным координа-
там, причём управляемости можно достичь приложением управляющих воздей-
ствий как по тем позиционным координатам, скорости которых независимы, так
и по позиционным координатам, скорости которых зависимы в силу уравнений
связей.

В случае P1 �= 0, C = 0 систему (4.3) можно рассматривать как систе-
му, состоящую из последовательно соединённых подсистем, одна из которых,
очевидно, управляема.

В том случае, когда P1 �= 0, C �= 0, можно доказать следующую теорему.

Теорема 4.5. Система (4.3) порядка k + l управляема тогда и только тогда,
когда

rank
∥∥L1(λ) F (1) DT

3 F
(2) (λC + P1)B−1F (3)

∥∥ = k

для любого λ ∈ Λ, λ1 = 0.

Следствие 4.1. Если управляющие силы действуют только по всем цикли-
ческим координатам (F (1) = 0, F (2) = 0, F (3) = El−k) и они независимы, то
система (4.3) порядка k + l1 управляема тогда и только тогда, когда

rank
∥∥L1(λ) Cλ+ P1

∥∥ = k для любого λ ∈ Λ1.
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Аналогичные теоремы о редукции задачи управляемости и критерии управ-
ляемости можно сформулировать при выполнении других дополнительных усло-
вий раздела 3.1.2.

4.2.2. Управляемость неголономных систем специального класса. Ис-
пользуя приведённый критерий управляемости (теорема 4.1), легко получить
критерии управляемости для неголономных систем рассмотренного в разде-
ле 3.1.2 специального класса.

Линеаризованные уравнения возмущённого движения в окрестности СД
(3.16) с учётом управляющих воздействий имеют вид

Aẏ = P1y + V1z + F (1)u(1) + PT
2 F

(2)u(2),

ż = P2y + V2z.
(4.5)

Теорема 4.6. Система (4.5) управляема тогда и только тогда, когда

rankG1 = m, G1 =
∥∥G(λ) F

∥∥ , F =
∥∥∥∥F (1) PT

2 F
(2)

0 0

∥∥∥∥ , (4.6)

где G(λ) определяется соотношением (3.33), для любого λ ∈ Λ,

Λ = {λi : detG(λ) = 0}.
Следствие 4.2. Если управляющие воздействия приложены только по всем

циклическим координатам (F (1) = El, F (2) = 0), то система (4.5) управляема
тогда и только тогда, когда

rank
∥∥P2 λE − V2

∥∥ = m− l для любого λ ∈ Λ.

Следствие 4.3. Если управляющие воздействия вводятся только по всем
позиционным координатам (F (1) = 0, F (2) = Em−l) и система имеет многооб-
разие СД размерности m1, то для управляемости системы (4.5) необходимо,
чтобы размерность многообразия СД не превышала числа позиционных коорди-
натm−l. Это утверждение показывает, что еслиm1 > m−l, то для стабилизации
СД необходимо вводить управляющие воздействия не только по позиционным
координатам, но хотя бы по части циклических координат.

4.3. Наблюдаемость

Для решения задачи стабилизации неголономных механических систем пу-
тём формирования управления в виде линейной обратной связи необходимо
иметь информацию о состоянии системы, которая доставляется различными из-
мерительными устройствами. Практический интерес представляет вопрос о ми-
нимальном количестве измерительной информации, необходимой для определе-
ния полного вектора состояния системы. Следует иметь в виду, что измерение
позиционных координат, позиционных скоростей и циклических скоростей про-
водится посредством разных датчиков.
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Анализ наблюдаемости системы позволяет определить рациональный состав
измерительной информации о состоянии системы, необходимой для построения
стабилизирующего управления.

При выполнении тех или иных дополнительных условий специфика струк-
туры системы позволяет, так же как при анализе управляемости, осуществив
редукцию задачи, получить новые более простые и эффективные критерии на-
блюдаемости.

Здесь ограничимся лишь рассмотрением вопросов наблюдаемости линеари-
зованной системы (4.1) в случае, когда выполнены условия (3.11) и (3.12). Эта
система в отсутствие управления имеет вид

Aẍ+ Cẏ = W1x+D1ẋ+ P1y + V1z,

CT ẍ+Bẏ = D2ẋ,

ż = D3ẋ.

(4.7)

Рассмотрим измерения σ1 размерности s1 × 1 и σ2 размерности s2 × 1

σ1 = H1x+H2ẋ, (4.8)

σ2 = H3y. (4.9)

Предполагается, что матрицы H1, H2, H3 размерностей s1×k, s1×k, s2× (l−k)
соответственно имеют полный ранг.

Теорема 4.7. Для того чтобы система (4.7), (4.8) была наблюдаема, необхо-
димо и достаточно выполнения условий

rank
∥∥∥∥ L1(λ)
H1 + λH2

∥∥∥∥ = k для любого λ ∈ Λ1,

rankH1 = k, rank
∥∥P1 V1

∥∥ = m− k.

(4.10)

Для доказательства удобно ввести, как и в разделе 4.2, переменные ζ, η,
а также переменную χ = P1B

−1η + V1ζ и представить систему (4.7) в виде

Sẍ+Nẋ+Kx− χ = 0, χ̇ = 0.

Матрицы S, N , K, L1(λ) введены в разделе 4.2.
Важно подчеркнуть, что для выполнения условий (4.10) необходимо, чтобы

выполнялось равенство s1 = k (число s1 измерений (4.8) равно числу позицион-
ных координат x, т. е. необходимо измерять все позиционные координаты). Для
того чтобы из наблюдаемости вектора χ следовала наблюдаемость переменных
η, ζ необходимо, чтобы k � m−k, т. е. число k позиционных координат должно
быть не меньше суммы числа циклических координат и числа неголономных
связей общего вида.

Очевидно, что система (4.7) не наблюдаема по измерению только позици-
онных скоростей (H1 ≡ 0). Можно показать, что полной наблюдаемости систе-
мы (4.7) не может быть и по измерению (4.9).
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Замечание 4.1. В задаче стабилизации до неасимптотической устойчиво-
сти стационарных движений неголономной механической системы нет необхо-
димости в оценке всего вектора состояния. Поэтому может оказаться целесо-
образным оценивание только той части вектора циклических скоростей (см.
раздел 4.2), по которой вводится управляющее воздействие.

В случае, когда измеряются оба вектора σ1, σ2, первое и второе условия
наблюдаемости теоремы 4.7 сохраняются, а третье имеет вид

rank
∥∥∥∥P1B

−1 V1

H3 0

∥∥∥∥ = m− k.

4.4. Алгоритмы стабилизации стационарных движений
и исследование устойчивости замкнутой системы

В общем случае исходная линеаризованная система (4.1), (4.2) может быть
управляемой и наблюдаемой. Тогда в ней всегда можно построить управление
в виде обратной связи по оценке вектора состояния таким образом, чтобы
обеспечить асимптотическую устойчивость нулевого решения полной замкну-
той нелинейной системы.

Однако, как уже указывалось, система (4.1), (4.2) в наиболее распростра-
нённых случаях не является полностью управляемой и наблюдаемой. Поэтому
обеспечить асимптотическую устойчивость стационарного движения (3.3) введе-
нием обратной связи по оценке вектора состояния, вообще говоря, невозможно.
В этих случаях, построив управление для управляемой подсистемы, необходимо
провести анализ устойчивости нулевого решения полной системы, замкнутой
выбранной обратной связью по состоянию (теорема Ляпунова об устойчивости
по первому приближению в данном случае не применима).

Пусть выполнены условия (3.11), (3.12). Как показано в разделе 4.2, си-
стема (4.1) расщепляется на две подсистемы. Одной из них— системе (4.4) —
соответствуют нулевые корни характеристического уравнения. Если выполнены
условия теорем 4.2—4.5, подсистема (4.3) управляема и для неё можно постро-
ить управление в виде

u(j) = −Kj1x−Kj2ẋ−Kj3η (j = 1, 2, 3), (4.11)

где Kji —постоянные матрицы соответствующих размеров, выбранные из
условий асимптотической устойчивости системы (4.3), замкнутой управлени-
ем (4.11).

При выполнении условий наблюдаемости теоремы 4.7 существует возмож-
ность формирования линейной обратной связи по оценке вектора состояния
системы в виде

u(j) = −Kj1x̃−Kj2
˙̃x−Kj3η̃ (j = 1, 2, 3), (4.12)

где x̃, ˙̃x, η̃—оценки векторов x, ẋ, η, полученные, например, из алгоритма
оценивания



Неголономные механические системы и стабилизация движения 155

˙̃w = Aww̃ + Lw(σ − Cww̃) +Bwu, w = col
⌊
xT , ẋT , ηT

⌋
. (4.13)

Здесь σ = Cww—измерение, по которому система наблюдаема. Матрица коэф-
фициентов усиления Lw определяется из какого-либо критерия малости ошибки
оценки ∆w = w − w̃. Ошибка оценки ∆w подчиняется уравнению

∆ẇ = (Aw − LwCw)∆w,

которое при наличии наблюдаемости системы может иметь наперёд заданный
характеристический многочлен за счёт соответствующего выбора постоянной
матрицы коэффициентов усиления фильтра Lw. В частности, при наличии слу-
чайных погрешностей измерений матрица Lw может выбираться из условий
минимизации дисперсии ошибки оценки ∆w. Замкнутая управляемая систе-
ма в этом случае описывается соотношениями (4.3), (4.12), (4.13).

Исследуем устойчивость нулевого решения полной замкнутой линейным
управлением системы (3.19) при условии, что подсистема (4.3) полностью управ-
ляема и управления u(1), u(2), u(3) имеют вид (4.11).

Характеристическое уравнение линейной системы (3.19), замкнутой управ-
лением (4.11), имеет m − l нулевых корней, а остальные лежат в левой полу-
плоскости. Можно показать, что рассматриваемая система приводится к виду,
который полностью отвечает особенному случаю нескольких нулевых корней, и
выполняется теорема Ляпунова—Малкина [26,27], согласно которой нулевое ре-
шение системы устойчиво. При этом всякое возмущённое движение, достаточно
близкое к невозмущённому, стремится при t→ ∞ к одному из возможных СД.

5. Приложения

Теоретические результаты, изложенные в разделах 2—4, были успешно при-
менены для исследования динамики, устойчивости и стабилизации как в класси-
ческих задачах о движении твёрдого тела и гиростата по абсолютно шероховатой
поверхности, так и при анализе движения сложных механических объектов, мо-
делями которых служат неголономные механические системы.

Движение одного твёрдого тела или тела с ротором (гиростата) по поверхно-
сти без проскальзывания рассматривалось в [4, 16, 19, 21, 30, 36, 45, 53]. Эффек-
тивным оказался подход к исследованию устойчивости неголономных систем,
описанный в разделе 2.

Устойчивость и стабилизация стационарных движений различных моделей
моноцикла исследовались в [5, 10, 12, 31, 32] при помощи подхода, описанного
в разделах 3, 4. Модели трёхколесных экипажей, которые описываются неголо-
номными системами специального класса (см. раздел 3.1.2), изучались в [6, 9].
Отметим, что некоторые вопросы, связанные с движением колёсных роботов,
рассматривались в [1, 23,29].

В последнее время появились новые объекты, моделями которых служат
неголономные системы, в частности самокаты Segway и снейкборды. Исследо-
вание динамики снейкборда предлагается в [22].
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