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Аннотация

Модулярные формы изучаются с точки зрения компьютерной алгебры, а также
как элементы p-адических банаховых модулей. Представлены методы решения задач
теории чисел посредством производящих функций и их связи с модулярными формами.
В частности, обсуждаются специальные значения L-функций. Для простого числа p
рассматриваются тройки классических модулярных форм

fj(z) =

∞∑
n=1

an,je(nz) ∈ Skj
(Nj , ψj) (j = 1, 2, 3)

весов k1, k2, k3, уровней N1, N2, N3 и характеров ψj mod Nj . Описаны p-адические
L-функции четырёх переменных, связанные с тройными произведениями семейств
Колмана

kj �→
{
fj,kj

=

∞∑
n=1

an,j(k)q
n

}

параболических форм положительного наклона σj = vp
(
α

(1)
p,j(kj)

) � 0, где α(1)
p,j =

= α
(1)
p,j(kj)— собственные значения оператора Аткина U = Up.

Abstract

A. A. Panchishkin, Triple products of Coleman’s families, Fundamentalnaya i prik-
ladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 3, pp. 89—100.

We discuss modular forms as objects of computer algebra and as elements of certain
p-adic Banach modules. We discuss a problem-solving approach in number theory, which
is based on the use of generating functions and their connection with modular forms. In
particular, the critical values of various L-functions of modular forms produce nontriv-
ial but computable solutions of arithmetical problems. Namely, for a prime number we
consider three classical cusp eigenforms

fj(z) =

∞∑
n=1

an,je(nz) ∈ Skj
(Nj , ψj) (j = 1, 2, 3)

of weights k1, k2, and k3, of conductors N1, N2, and N3, and of Nebentypus characters
ψj mod Nj . The purpose of this paper is to describe a four-variable p-adic L-function
attached to Garrett’s triple product of three Coleman’s families

kj �→
{
fj,kj

=

∞∑
n=1

an,j(k)q
n

}
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of cusp eigenforms of three fixed slopes σj = vp
(
α

(1)
p,j(kj)

) � 0, where α(1)
p,j = α

(1)
p,j(kj)

is an eigenvalue (which depends on kj) of Atkin’s operator U = Up.

1. Введение

Модулярные формы как объекты компьютерной алгебры

Костя Бейдар был очень жизнерадостным человеком, про которых говорят
«душа компании». Oн любил танцевать, но также любил решать открытые ма-
тематические проблемы и уважал компьютерную алгебру. В некоторых работах
он использовал p-адические числа, банаховы кольца и модули.
Решение проблемы Колмана—Мазура о существовании p-адических L-функ-

ций двух переменных, связанных с собственными семействами положительного
наклона было дано автором в [64]. Цель данной работы— перенести результа-
ты статьи [64] на тройные произведения Гарретта семейств модулярных форм
Колмана.
Мы рассматриваем модулярные формы как степенные ряды

f =
∞∑

n=0

anq
n ∈ C[[q]]

и как голоморфные функции на верхней полуплоскости H={z ∈ C | Im z > 0},
где q = exp(2πiz), z ∈ H. Рассмотрим L-функцию

L(f, s, χ) =
∞∑

n=1

χ(n)ann
−s

для любого характера Дирихле χ : (Z/NZ)∗ → C∗. Знаменитый пример—функ-
ция Рамануджана τ(n): τ(1) = 1, τ(2) = −24, τ(3) = 252, τ(4) = −1472,
τ(m)τ(n) = τ(mn), если (n,m) = 1, |τ(p)| � 2p11/2 для всех простых чи-
сел p .
Функция ∆ (переменной z) определена формальным выражением

∆ =
∞∑

n=1

τ(n)qn = q
∞∏

m=1

(1 − qm)24 = q − 24q2 + 252q3 + . . .

(модулярная форма относительно группы Γ = SL2(Z)).

Быстрое вычисление функции Рамануджана

Положим

hk :=
∞∑

n=1

∑
d|n

dk−1qn =
∞∑

d=1

dk−1qd

1 − qd
.

Доказывается, что ∆ = (E3
4 − E2

6)/1728, где E4 = 1 + 240h4 и E6 = 1 − 504h6.
Вычисление, проведённое с использованием PARI-GP (см. [6]), даёт
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hk :=
∞∑

n=1

∑
d|n

dk−1qn =
∞∑

d=1

dk−1qd

1−qd =⇒

gp > h6=sum(d=1,20,d^5*q^d/(1-q^d)+O(q^20))
gp > h4=sum(d=1,20,d^3*q^d/(1-q^d)+O(q^20)
gp > Delta=((1+240*h4)^3-(1-504*h6)^2)/1728

q - 24*q^2 + 252*q^3 - 1472*q^4 + 4830*q^5 - 6048*q^6
- 16744*q^7 + 84480*q^8 - 113643*q^9 - 115920*q^10
+ 534612*q^11 - 370944*q^12 - 577738*q^13 + 401856*q^14
+ 1217160*q^15 + 987136*q^16 - 6905934*q^17+ 2727432*q^18
+ 10661420*q^19 + O(q^20)

Сравнение Рамануджана τ(n) ≡ ∑
d|n

d11 mod 691:

gp > (Delta-h12)/691
%10 = -3*q^2 - 256*q^3 - 6075*q^4 - 70656*q^5 - 525300*q^6
- 2861568*q^7 - 12437115*q^8 - 45414400*q^9
- 144788634*q^10 - 412896000*q^11 - 1075797268*q^12
- 2593575936*q^13 - 5863302600*q^14 - 12517805568*q^15
- 25471460475*q^16 - 49597544448*q^17
- 93053764671*q^18 - 168582124800*q^19 + O(q^20)

Применение модулярных форм к проблемам теории чисел

Производящая
функция

f =
∞∑

n=0
anq

n ∈ C[[q]]

для арифметической
функции n �→ an,
например an = p(n)

�

Выражение через
модулярную форму,
например
∞∑

n=0
p(n)qn =

= (∆/q)−1/24

� Число
(ответ)

Пример
(Харди—Рамануджан,
см. [16]):

↑ ↑

p(n) = eπ
√

2/3(n−1/24)

4
√

3λ2
n

+

+ O(eπ
√

2/3λn/λ3
n),

λn =
√

n − 1/24

Хорошие базисы,
конечномерность,
много соотношений
и тождеств

Значения
L-функций,
сравнения
и т. д.

Другие примеры (см. [50]): теорема Ферма—Уайлза, гипотеза Бёрча—Суин-
нертона—Дайера.
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2. Семейства модулярных форм Колмана

Семейства модулярных форм Колмана переменного веса k � 2:

k �→ fk =
∞∑

n=1

an(k)qn ∈ Q̄[[q]] ⊂ Cp[[q]].

Модельный пример p-адического семейства: ряд Эйзенштейна веса k

an(k) =
∑
d|n

dk−1, fk = Ek.

1. Функции k �→ an(k) (коэффициенты ряда) и p-параметр Сатаке k �→ α
(1)
p (k)

являются p-адическими аналитическими при (n, p) = 1:

1 − apX + ψ(p)pk−1X2 = (1 − α(1)
p (k)X)(1 − α(2)

p (k)X).

2. Наклон ordp(α(k)) = σ > 0 постоянен и положителен.

Колман и Хида установили, что все классические модулярные формы ле-
жат в p-адических аналитических семействах (см. [19,36]). Компьютерная про-
грамма на PARI для вычисления таких семейств описана в [21] (см. также
http://modular.fas.harvard.edu/).
Теория банаховых модулей (Колман):
1) оператор U действует как вполне непрерывный оператор на банаховом

A-подмодуле M†(Npv;A) ⊂ A[[q]] (т. е. U —это предел конечномерных
операторов). Поэтому существует определитель Фредгольма PU (T ) =
= det(Id − T · U) ∈ A[[T ]].

2) построен вариант теории Рисса: для любого обратного корня α ∈ A∗ ряда
PU (T ) существует собственная функция g, Ug = αg, такая что все значе-
ния evk(g) ∈ Cp[[q]] являются классическими параболическими формами
для всех k весов в некоторой окрестности B ⊂ X (см. [19]).

3. Тройные произведения Гарретта

Рассмотрим тройки (примитивных) модулярных форм

fj(z) =
∞∑

n=1

an,jq
n ∈ Skj

(Nj , ψj) (j = 1, 2, 3)

весов k1, k2, k3, кондукторов N1, N2, N3 и характеров ψj mod Nj , N :=

:=LCM(N1, N2, N3). Пусть p—простое число, p � N . Здесь fj ∈ Q̄[[q]]
ip

↪→ Cp[[q]]

при фиксированном вложении Q̄
ip

↪→ Cp, Cp = ˆ̄Qp—поле Тэйта.
Будем всегда считать, что тройки весов сбалансированные:

k1 � k2 � k3 � 2, k1 � k2 + k3 − 2.
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Тройное произведения Гарретта

Тройное произведения Гарретта— это некоторое произведение Эйлера степе-
ни 8:

L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) =
∏
p�N

L((f1 ⊗ f2 ⊗ f3)p, χ(p)p−s),

где

L((f1 ⊗ f2 ⊗ f3)p,X)−1 =

= det

(
18 −X

(
α

(1)
p,1 0
0 α

(2)
p,1

)
⊗
(
α

(1)
p,2 0
0 α

(2)
p,2

)
⊗
(
α

(1)
p,3 0
0 α

(2)
p,3

))
=

=
∏
η

(
1 − α

(η(1))
p,1 α

(η(2))
p,2 α

(η(3))
p,3 X

)
=

=
(
1 − α

(1)
p,1α

(1)
p,2α

(1)
p,3X

)(
1 − α

(1)
p,1α

(1)
p,2α

(2)
p,3X

)
· . . . ·

(
1 − α

(2)
p,1α

(2)
p,2α

(2)
p,3X

)
,

произведение берётся по всем восьми отображениям η : {1, 2, 3} → {1, 2}.

Критические значения и функциональное уравнение

Нормализованная L-функция (см. [17, 18,27]) имеет вид

Λ(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ) =
= ΓC(s)ΓC(s− k3 + 1)ΓC(s− k2 + 1)ΓC(s− k1 + 1)L(f1 ⊗ f2 ⊗ f3, s, χ),

где ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s). Гамма-множитель определяет критические значения
s = k1, . . . , k2 + k3 − 2 для Λ(s).
Функциональное уравнение для Λ(s) имеет вид

s �→ k1 + k2 + k3 − 2 − s.

Метод: интегральное представление Гарретта

Используется вариант интегрального представления Гарретта тройной
L-функции для r = 0, . . . , k2 + k3 − k1 − 2 в виде

Λ(f1,k1 ⊗ f2,k2 ⊗ f3,k3 , k2 + k3 − r, χ) =

=
∫∫∫

(Γ0(N2p2v)\H)3

f̃1,k1(z1)f̃2,k2(z2)f̃3,k3(z3)E(z1, z2, z3;−r, χ)
∏
j

dxjdyj

y2
j

,

где f̃j,kj
=:f0

j,kj
—это собственная функция сопряжённого оператора Аткина U∗

p

в Mkj
(Np,ψj), fj,kj ,0— собственная функция оператора Аткина Up,

E(z1, z2, z3;−r, χ) ∈ MT (N2p2v) =

= Mk1(N
2p2v, ψ1) ⊗Mk2(N

2p2v, ψ2) ⊗Mk3(N
2p2v, ψ3)—
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тройная модулярная форма веса (k1, k2, k3) с фиксированным тройным характе-
ром (ψ1, ψ2, ψ3).
Тройная модулярная форма E(z1, z2, z3;−r, χ) строится из некоторого почти

голоморфного ряда Зигеля—Эйзенштейна Fχ,r = G�(z,−r; k, (Npv)2,ψ) рода
три, веса k = k2 + k3 − k1 и характера ψ = χ2ψ1ψ2ψ̄3. Для этого к ряду Fχ,r

применяются:
• оператор скручивания Бёхерера, введённый в [13];
• дифференциальный оператор Ибукиямы (см. [12,40]).
Также используются:
• теория p-адического интегрирования со значениями в банаховых A-мо-
дулях MT (A) тройных модулярных форм над p-адической банаховой ал-
геброй A. В этой теории строятся меры на группе Y = (Z/NZ)∗ × Z∗

p

с использованием элементов E(−r, χ) модуля MT (A);
• спектральная теория тройного оператора Аткина U = Up,T , которая
позволяет вычислить интеграл через проекцию πλ модуля MT (A) на его
λ-часть MT (A)λ.

Доказывается, что U — это вполне непрерывный A-линейный оператор (т. е.
предел конечномерных операторов) и проекция πλ существует по общему ре-
зультату Серра и Колмана (см. [19,74].

4. Основной результат:
L-функция четырёх переменных

Обозначим χ переменный характер Дирихле modNpv, v � 1, и пусть kj —
переменные веса в пространстве p-адических весов X=XNpv =Homcont(Y,C∗

p),
Y = (Z/NZ)∗ × Z∗

p (p-адическое аналитическое пространство). Для r ∈ Z точка
(r, χ) ∈ X даётся гомоморфизмом (y1, y2) �→ χ(y1)χ(y2 mod pv)yr

2.
Символ 〈g, h〉 обозначает нормализованное скалярное произведение Петерсо-

на модулярных форм.

Теорема.
1. Функция

Lf : (s, k1, k2, k3) �→
〈
f0, E(−r, χ)

〉
〈
f0, f

0

〉
зависит p-адически аналитически от четырёх переменных

(χ · yr
p, k1, k2, k3) ∈ X × B1 × B2 × B3.

2. Для всех p-адических весов (k1, k2, k3) в некоторой p-адической окрест-
ности B = B1 × B2 × B3 с условием k1 � k2 + k3 − 2 значения в точках
s = k2 + k3 − 2− r совпадают с нормализованными критическими значени-
ями L∗(f1,k1 ⊗ f2,k2 ⊗ f3,k3 , k2 + k3 − 2 − r, χ) (r = 0, . . . , k2 + k3 − k1 − 2)
для характеров Дирихле χ mod Npv, v � 1, с Np-полным кондуктором.
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3. Положим H = [2 ordp(λ)] + 1. Для всех весов (k1, k2, k3) ∈ B и x = χ · yr
p

функция

x �→
〈
f0, E(−r, χ)

〉
〈
f0, f

0

〉
продолжается до p-адической аналитической функции типа o(logH(·)) пе-
ременной x ∈ X.

Набросок доказательства. Для любого веса (k1, k2, k3) используем равен-
ство 〈

f0, E(−r, χ)
〉

=
〈
f0, πλ(E(−r, χ))

〉
,

которое выводится из соотношений

Imπλ = Ker(UT − λI)n, Kerπλ = Im(UT − λI)n.

Отсюда следует, что
〈
f0, E(−r, χ)

〉
зависит p-адически аналитически от

(k1, k2, k3) ∈ B = B1 × B2 × B3, где A = A(B1 × B2 × B3)— p-адическая ба-
нахова алгебра аналитических функций на B.
Для любого веса (k1, k2, k3) скалярное произведение

〈
f0, E(−r, χ)

〉
даётся

первой координатой вектора πλ(E(−r, χ)) в любом ортогональном базисе модуля
Mλ(A), содержащем f0, относительно алгебраического произведения Петерсо-
на—Хиды

〈g, h〉a =
〈
gρ

∣∣∣∣
(

0 −1
Np 0

)
, h

〉

(расширенного на модуль Mλ(A) по трилинейности).
Выберем (локальный) базис 
1, . . . , 
n, дающийся некоторыми тройными ко-

эффициентами Фурье двойственного A-модуля (локально свободного конечного
ранга) Mλ(A)∗. Используем обозначение


(h) =

〈
f0, h

〉
〈
f0, f

0

〉 .
Геометрический смысл заключается в том, что 
—первая координата A-бази-
са собственных функций операторов Гекке Tq для всех q � Np с первым ба-
зисным элементом f0 ∈ Mλ(A). Такой базис несложно построить с помощью
действия Tq на степенных рядах.
Кроме того, 
 = β1


1 + . . . + βn

n и βi = 
(
i), причём 
i обозначает двой-

ственный базис модуля Mλ(A): 
j(
i) = δij . Отсюда

βi = 
(
i) =

〈
f0, li

〉
〈
f0, f

0

〉 ∈ A.

Для любого веса (k1, k2, k3) имеем


(E(−r, χ)) = β1

1(E(−r, χ)) + . . .+ βn


n(E(−r, χ)),
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где βi = 
(
i) ∈ A, причём 
i(E(−r, χ)) ∈ A—некоторые тройные коэффициенты
Фурье функции E(−r, χ).
Отсюда вытекает утверждение 1, поскольку все коэффициенты Фурье функ-

ции E(−r, χ) лежат в A.
Итак, βi
i(E(−r, χ)) лежат в A и корректно определены для всех p-адиче-

ских весов, а не только для классических весов (k1, k2, k3), откуда вытекает
утверждение 1, что и даёт интерполяцию по переменным (k1, k2, k3).
Отсюда видно, что существует функция Ẽ(−r, χ) ∈ Mλ(A), такая что


(E(−r, χ)) = 
(πλ(E(−r, χ)) = 
(Ẽ(−r, χ))

(для любого веса (k1, k2, k3)).
Для доказательства утверждений 2 и 3 изучается зависимость от характера

x = χ · yr
p и теория p-адического интегрирования.

Строятся p-адические меры µ со значениями в модулеMλ(A). Для этого мы
доказываем сравнения для коэффициентов Фурье тройной модулярной формы
E(z1, z2, z3;−r, χ), как в [59,64].
Функция L строится как преобразование Меллина L(x) = Lµ(x) меры, ко-

торое всегда аналитически зависит от характера x.
Эти меры определены сначала лишь на «пробных функциях» x = χ · yr

p,
но они допускают каноническое продолжение на все локально-аналитические
функции.
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[9] Böcherer S. Über die Funktionalgleichung automorpher L-Funktionen zur Siegelscher
Modulgruppe // J. Reine Angew. Math. — 1985. — B. 362. — S. 146—168.
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[14] Böcherer S., Schulze-Pillot R. On the central critical value of the triple product L-func-
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