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Аннотация

Изучается система двух квазилинейных уравнений второго порядка с малым па-
раметром при вторых производных. Рассматриваются случаи, когда матрица коэф-
фициентов при первых производных имеет следующие собственные значения: а) оба
с отрицательными действительными частями, б) противоположные по знаку, в) одно
из них равно нулю. Для определения решения и его асимптотики в зависимости от
вида этих собственных значений ставятся начальные или краевые задачи.

Abstract

A. B. Vasil’eva, On systems of two singularly perturbed quasilinear second-order
equations, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 5, pp. 21—28.

A system of two quasilinear second-order equations with a small parameter standing
by the second derivatives is studied. The cases where the matrix of coefficients of the first
derivatives has the following eigenvalues are considered: (a) both of them have negative
real parts; (b) they are of opposite sign; (c) one of them is equal to zero. To find a solution
and its asymptotics, the initial-value or boundary-value problems are posed depending on
the form of these eigenvalues.

1.

Предыдущие результаты (n = 1) относятся к одному уравнению второго
порядка

εy′′ = A(y, x)y′ + B(y, x) (1.1)

или к системе уравнений вида

εz′ = A(y, x)z + B(y, x), y′ = z. (1.2)

Были рассмотрены следующие случаи.
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а) Начальные условия заданы в виде y(0, ε) = y0, z(0, ε) = z0
−1/ε. При A < 0

имеет место решение с пограничным слоем слева и асимптотикой

y = ȳ0 + εȳ1 + . . . + Π0y + εΠ1y + . . . ,

z = z̄0 + εz̄1 + . . . +
1
ε
Π−1z + Π1y + . . . .

(1.3)

Уравнения для определения главных членов асимптотики имеют вид

0 = A(ȳ0, x)z̄0 + B(ȳ0, x), ȳ′
0 = z̄0, (1.4)

d

dτ
Π−1z = A(ȳ0(0) + Π0y, 0)Π−1z,

d

dτ
Π0y = Π−1z, τ =

x

ε
,

Π−1z(0) = z0
−1, Π0y(0) = y0 − ȳ0(0) Π0y(∞) = 0, Π−1y(∞) = 0.

(1.5)

Из (1.5) получим

dΠ−1z

dΠ0y
= A(ȳ0(0) + Π0y, 0), Π−1z =

Π0y∫

y0−ȳ0(0)

A(ȳ0(0) + Π0y, 0) dΠ0y + z0
−1,

(1.6)

Π−1z =

ỹ0∫
y0

A(ỹ, 0) dỹ, ỹ = ȳ0(0) + Π0y, (1.7)

dỹ

dτ
=

ỹ∫
y0

A(y, 0) dy + z0
−1, ỹ(∞) = ȳ0(0). (1.8)

Уравнение для определения ȳ0(0) имеет вид

ȳ0(0)∫
y0

A(y, 0) dy + z0
−1 = 0. (1.9)

Найдя ȳ0(0), из (1.4), (1.5) можно определить главные члены асимптоти-
ки (1.3).

б) Начальные условия заданы в виде y(1, ε) = y0, z(1, ε) = z1
−1. При A > 0

имеет место решение с пограничным слоем справа, которое строится аналогично
случаю а), но теперь нужно определить не ȳ0(0), а ȳ0(1):

ȳ0(1)∫
y0

A(y, 0) dy + z1
−1 = 0. (1.10)

в) Дополнительные условия имеют вид y′(0, ε) = y0, y(1, ε) = y1 (краевая
задача). Пусть A < 0. Тогда пограничный слой имеет место слева и y0(1) = y1.
Из (1.4) определяется ȳ0(0), а тогда из (1.9) находится z1

−1.
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г) При краевых условиях в) может быть решение типа ступеньки (контраст-
ная структура) со скачком в заранее не известной точке x0.

Рассматриваются два решения, в которые точка x0 и точка y∗, где A(y∗, x0) =
= 0, входят как параметры. Решение y(−) определено на [0, x0] и имеет правый
погранслой в точке x0. На этом решении A > 0. Решение y(+) определено на
[x0, 1] и имеет левый погранслой в точке x0. На этом решении A < 0. Формулы
(1.9) и (1.10) дают

y
(−)
0 (x0)∫
y0

A(y, x0) dy + z0
−1 = 0,

ȳ
(+)
0 (x0)∫
y1

A(y, x0) dy + z1
−1 = 0,

y0 = y1 = y∗, z0
−1 = z1

−1,

откуда для определения x0 получим уравнение

y
(+)
0 (x0)∫

y
(−)
0 (x0)

A(y, x0) dy = 0. (1.11)

Описанные в разделе 1 результаты и их доказательства можно найти в [1,3].

2.

При n = 2 имеем систему уравнений

ε
dzi

dx
=

2∑
k=1

Aik(y1, y2, x)zk + Bi(y1, y2, x),
dyi

dx
= zi. (2.1)

Здесь Aik —элементы матрицы A, имеющей два собственных значения λ1 и λ2.
Наличие двух собственных значений приводит к более разнообразным ситуаци-
ям.

Рассмотрены следующие случаи.
а) Начальные условия заданы в виде yi(0, ε) = y0

i , zi(0, ε) = z0
i,−1/ε (i = 1, 2).

Имеет место решение с пограничным слоем слева. Требование A < 0 заменяет-
ся требованием Re λi < 0. Асимптотика по-прежнему имеет вид (1.3), но y и z
теперь двумерные векторы. Вместо (1.4) и (1.5) уравнения для определения глав-
ных членов асимптотики имеют вид

0 =
2∑

k=1

Aik(ȳ1,0, ȳ2,0, x)z̄k,0 + Bi(ȳ1,0, ȳ2,0, x), ȳ′
i,0 = z̄i,0, (2.2)
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d

dτ
Π−1zi =

2∑
k=1

Aik(ȳ1,0 + Π0y1, ȳ2,0 + Π0y2, 0)Π−1zk,

d

dτ
Π0yi = Π−1zi,

ȳi,0(0) + Π0yi(0) = y0
i , Π−1zi(0) = z0

i,−1(0),

Π0yi(∞) = Π−1zi(∞) = 0.

(2.3)

Уравнение (1.5) сразу интегрировалось. Теперь же приходится накладывать
дополнительное требование, а именно что выражение

2∑
k=1

Aik(y1, y2, 0) dyk (2.4)

является дифференциалом некоторой функции Mi(y1, y2, 0). Тогда имеем

z̃i =
d

dτ
ỹi = Mi(ỹ1, ỹ2, 0) − Mi(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0),

ỹi = ȳi,0(0) + Π0yi,

z0
i,−1 = Mi(y0

1 , y0
2 , 0) − Mi(ȳ1(0), ȳ2(0), 0).

(2.5)

Последнее из этих уравнений определяет начальные условия ȳi,0(0) для систе-
мы (2.2), и можно построить главные члены асимптотики.

б) Начальные условия заданы в виде yi(1, ε) = y1
i , z(1, ε) = z1

i,−1/ε, Re λi > 0.
Имеет место решение с пограничным слоем справа.

в) Краевые условия имеют вид yi(0, ε) = y0
i , y(1, ε) = y1

i,−1/ε. Пусть Re λi <

< 0. Тогда yi,0(1) = y1
i , посредством y1

i определяется ȳi,0(0), а тогда из (2.5)
находится z0

i,−1.
г) Контрастная структура типа ступеньки не возникает, поскольку вме-

сто (1.11) имеем два уравнения

Mi

(
y
(−)
i,0 (x0), y

(−)
i,0 (x0), x0

)
= Mi

(
y
(+)
i,0 (x0), y

(+)
i,0 (x0), x0

)
для определения одного x0.

3.

Рассмотрим случай, не реализующийся при n = 1, а именно случай λ1 > 0,
λ2 < 0. Поставим краевые условия yi(0, ε) = y0

i , yi(1, ε) = y1
i . Решение имеет

пограничный слой как при x = 0, так и при x = 1.
Рассматривая погранслой, в окрестности x = 0 имеем

z̃i =
d

dτ
ỹi = Mi(ỹ1, ỹ2, 0) − Mi(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0) = Mi − M̄i. (3.1)

Точка покоя (ȳ1,0(0), ȳ2,0(0))— седло, а точка (y0
1 , y0

2) должна находиться на
сепаратрисе этого седла, входящей в него при τ0 = x/ε → ∞.
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Сепаратрису можно найти из уравнения (3.1), которое приводит к соотноше-
нию

(Mi − M̄i) dỹ1 − (Mi − M̄i) dỹ2 = dΦ(ỹ1, ỹ2, 0).

Интегрируя, получаем

Φ(ỹ1, ỹ2, 0) = Φ(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0).

Требование нахождения величин (y0
1 , y0

2) на сепаратрисе, идущей в седло при
τ0 → ∞, даёт соотношение

Φ(+)(y0
1 , y0

2 , 0) = Φ(+)(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0).

Аналогичное рассмотрение погранслоя в окрестности x = 1 приводит к со-
отношению

Φ(−)(y1
1 , y1

2 , 1) = Φ(−)(ȳ1,0(1), ȳ2,0(1), 1).

Индексами (+) и (−) помечен левый и правый погранслои.
Таким образом определяется связь ȳ1,0(0) с ȳ2,0(0) и ȳ1,0(1) с ȳ2,0(1). После

этого можно решить уравнение (2.2).
Отметим, что рассматриваемая задача может иметь контрастную структуру

типа ступеньки. Точка x0 определяется из уравнения

Φ
(
ȳ
(−)
1,0 (x0), ȳ

(−)
2,0 (x0), x0

)
= Φ

(
ȳ
(+)
1,0 (x0), ȳ

(+)
2,0 (x0), x0

)
.

Индексы (+) и (−) при Φ здесь не нужны, поскольку речь идёт об одной сепа-
ратрисе, идущей из седла

(
ȳ
(−)
1,0 (x0), ȳ

(−)
2,0 (x0)

)
в седло

(
ȳ
(+)
1,0 (x0), ȳ

(+)
2,0 (x0)

)
, когда

τ = (x − x0)/ε меняется от −∞ до +∞.
Описанные в разделах 2, 3 результаты можно найти в [2].

4.

Рассмотрим ещё один случай, который не возникает при n = 1, а именно
λ1 = 0, λ2 < 0. Это так называемый критический случай, являющийся обобще-
нием представленного в [4]. Рассмотрим систему

εy′′
1 = a(y1, y2, x)y′

1 + b(y1, y2, x)y′
2 + εf1(y1, y2, x),

εy′′
2 = −a(y1, y2, x)y′

1 − b(y1, y2, x)y′
2 + εf2(y1, y2, x)

(4.1)

с начальными условиями yi(0, ε) = y0
i , z(0, ε) = z0

i,−1/ε. Здесь λ1 = 0, λ2 =
= a − b < 0. Асимптотика строится по типу (1.3).

Для регулярных членов порядков 0 и 1 имеем

0 = a(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′
1,0 + b(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′

2,0,

0 = −a(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′
1,0 − b(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′

2,0,
(4.2)
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ȳ′′
1,0 = a(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′

1,1 + b(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′
2,1 +

+ (a1y1,1 + a2y2,1)ȳ′
1,0 + (b1y1,1 + b2y2,1)ȳ′

2,0 + f1(ȳ1,0, ȳ2,0, x),

ȳ′′
2,0 = −(a(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′

1,1 + b(ȳ1,0, ȳ2,0, x)ȳ′
2,1 +

+ (a1y1,1 + a2y2,1)ȳ′
1,0 + (b1y1,1 + b2y2,1)ȳ′

2,0) + f2(ȳ1,0, ȳ2,0, x).

(4.3)

Чтобы получить уравнение для ȳi,0, продифференцируем систему уравне-
ний (4.2):

0 = aȳ′′
1,0 + bȳ′′

2,0 + (a1ȳ
′
1,0 + a2ȳ

′
2,0 + a3)ȳ′

1,0 + (b1ȳ
′
1,0 + b2ȳ

′
2,0 + b3)ȳ′

2,0,

0 = −(aȳ′′
1,0 + bȳ′′

2,0 + (a1ȳ
′
1,0 + a2ȳ

′
2,0 + a3)ȳ′

1,0 + (b1ȳ
′
1,0 + b2ȳ

′
2,0 + b3)ȳ′

2,0).
(4.4)

В уравнениях (4.2)—(4.4) величины a1, a2, a3 и b1, b2, b3 означают частные
производные первого порядка от a и b по аргументам y1, y2, x в соответствующих
точках.

Из (4.4) получаем

aȳ′′
1,0 + bȳ′′

2,0 = g(ȳ′
1,0, ȳ

′
2,0, ȳ1,0, ȳ2,0, x), (4.5)

где g —известная функция.
Сложив уравнения (4.3), получим

ȳ′′
1,0 + ȳ′′

2,0 = f(ȳ1,0, ȳ2,0, x) (f = f1 + f2). (4.6)

Уравнениями (4.5), (4.6) определяется система двух уравнений второго по-
рядка y′′

i,0 = Gi(y′
1,0, y

′
2,0, y1,0, y2,0, x), где Gi —известные функции. Для опреде-

ления yi0 требуется четыре дополнительных условия.
Выпишем уравнения главных пограничных членов:

d

dτ
Π−1z1 = a(y1,0(0) + Π0y1, y2,0(0) + Π0y2, 0)Π−1z1 +

+ b(y1,0(0) + Π0y1, y2,0(0) + Π0y2, 0)Π−1z2,

d

dτ
Π−1z2 = − d

dτ
Π−1z1,

d

dτ
Π0yi = Π−1zi,

Π−1zi(0) = z0
i,−1, Π0yi(0) = y0

i − ȳi,0.

(4.7)

d

dτ
Π0z1 = F (Π0z1,Π0z2,Π1y1,Π1y2, τ),

d

dτ
Π0z2 = − d

dτ
Π0z1,

d

dτ
Π1yi = Π0zi,

Π0zi(0) = −zi,0(0), Π1yi(0) = −yi,1(0)

(4.8)

(подробнее F не расписывается).
Складывая (4.7) и интегрируя, получим

Π−1z1 + Π−1z2 = 0, Π0y1 + Π0y2 = 0.

Отсюда имеем
z0
1,−1 + z0

2,−1 = 0, (4.9)
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что означает, что величину zi,−1 нельзя задавать произвольно. Если z1,−1 = z0
−1,

то z2,−1 = −z0
−1,

y0
1 − ȳ1,0(0) + y0

2 − ȳ2,0 = 0. (4.10)

Из (4.8) получим

d

dτ
Π0z1 +

d

dτ
Π0z2 = 0, Π0z1(τ) + Π0z2(τ) = 0,

Π0z1(0) + Π0z2(0) = −z̄1,0(0) − z̄2,0(0) = 0.

Отсюда
ȳ′
1,0(0) + ȳ′

2,0(0) = 0. (4.11)

С другой стороны, из (4.2) имеем

a(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0)ȳ′
1,0(0) + b(ȳ1,0(0), ȳ2,0(0), 0)ȳ′

2,0(0) = 0. (4.12)

Отсюда и из (4.11), учитывая, что a − b �= 0, получим

ȳ′
1,0(0) = ȳ′

2,0(0) = 0. (4.13)

Осталось получить ещё одно соотношение для ȳi,0(0). Из формулы (4.7)
имеем

Π−1z2 = −Π−1z1, Π0y2 = −Π0y1.

Тогда

d

dτ
Π−1z1 = (a(ȳ1,0(0) + Π0y1, ȳ2,0 − Π0y1, 0) −
− b(ȳ1,0(0) + Π0y1, ȳ2,0 − Π0y1, 0))Π−1z1,

d

dτ
Π0y1 = Π−1z1.

С учётом (4.9) и (4.10) отсюда будем иметь

Π−1z1 = z0
−1 +

Π0y1∫

y0
1−ȳ1,0(0)

(a − b) dΠ0y1 =

= z0
−1 +

Π0y1∫

y0
1−ȳ1,0(0)

λ(ȳ1,0(0) + ξ, y0
1 + y0

2 − (ȳ1,0(0) + ξ), 0) dξ, (4.14)

а тогда

z0
−1 +

ȳ1,0(0)∫

y0
1

λ(η, y0
1 + y0

2 − η, 0) dη = 0. (4.15)

Пользуясь (4.15), находим ȳ1,0(0), а следовательно, и ȳ2,0(x).
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Переписав (4.14) в виде

d

dτ
Π0y1 = z0

−1 +

Π0y1∫

y0
1−ȳ1,0

λ dξ,

найдём Π0y1, а следовательно, Π0y2 и Π−1zi.
Построение можно продолжить и определить следующие члены асимптотики.
Замечания.

1. Можно поставить краевую задачу yi(0, ε) = y0
i , yi(1, ε) = y1

i , но для этого
неизвестные значения zi(0, ε) надо искать в виде ряда

ε−1zi,−1 + zi,0 + εzi,1 + . . . .

2. Оценка остаточного члена асимптотики производится стандартным обра-
зом путём сведения к интегральному уравнению. Метод дифференциаль-
ных неравенств для n = 2 не применялся.
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