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Аннотация

Рассмотрена задача Коши для уравнения Шрёдингера с оператором, вырождаю-
щимся на полуоси, и семейство регуляризованных задач Коши с равномерно эллипти-
ческими операторами, решения которых аппроксимируют решение вырожденной зада-
чи. Исследована сильная и слабая сходимость семейства решений регуляризованных
задач и сходимость значений квадратичных форм ограниченных операторов на реше-
ниях регуляризованных задач при стремлении к нулю параметра регуляризации.

Abstract

V. Zh. Sakbaev, On the dynamics of quantum states generated by the Cauchy prob-
lem for the Schrödinger equation with degeneration on the half-line, Fundamentalnaya i
prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 6, pp. 157—174.

The paper considers the Cauchy problem for the Schrödinger equation with an operator
degenerate on the half-line and the family of regularized Cauchy problems with uniformly
elliptic operators whose solutions approximate the solution of the degenerate problem.
The author studies the strong and weak convergence of the regularized problems and
the convergence of values of quadratic forms of bounded operators on solutions of the
regularized problems when the regularization parameter tends to zero.

Введение

В настоящей работе изучается задача Коши для уравнения Шрёдингера на
прямой с оператором переменного типа, являющимся дифференциальным опе-
ратором второго порядка на полуоси и вырождающимся до дифференциального
оператора первого порядка на дополнении к полуоси.

Условия корректности постановки начально-краевых задач для уравнений
второго порядка смешанного типа исследованы в [9], в частности, указаны
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области задания краевых условий в зависимости от вида дифференциального
оператора. В [4] корректность начально-краевой задачи с оператором второго
порядка с неотрицательной характеристической формой была исследована с по-
мощью метода исчезающей вязкости. Этот метод эффективно применялся при
исследовании вырождающихся уравнений переменного типа и уравнений с част-
ными производными первого порядка (см. [8]). Например, для исследования
корректности краевой задачи с вырождающимся оператором второго порядка
в дивергентной форме в [1] рассматривается семейство регуляризованных за-
дач с равномерно эллиптическими операторами, аппроксимирующих исходную
задачу с вырожденным оператором при стремлении к 0 параметра регуляри-
зации ε. Установлено существование и дано описание множества частичных
пределов решений регуляризованных задач при ε → 0, причём для каждого
частичного предела определена вариационная формулировка предельной выро-
жденной задачи, в которой данный частичный предел является её единственным
решением.

В настоящей работе рассмотрена модельная задача

i
∂u(t, x)
∂t

= Lu(t, x), t > 0, x ∈ R, (1)

u(+0, x) = u0(x), x ∈ R, (2)
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где u0(x)— заданная функция, v(x)—пробная функция, функции g(x) и a(x)
вещественнозначны, g(x) � 0. В работе рассматривается модельная задача для
функции g(x) = θ(−x) и функции a(x) = aθ(x), a ∈ R; здесь θ(x)—функция
Хевисайда. Оператор L является оператором второго порядка на множестве R−
и оператором первого порядка на множестве R+.

Непосредственное изучение задачи Коши (1), (2) связано с определёнными
трудностями (см., например, [6, 9]). Чтобы определить решение задачи (1), (2),
используем идеи метода исчезающей вязкости. Рассмотрим семейство завися-
щих от параметра регуляризации ε ∈ (0, 1) операторов Lε, задаваемых выраже-
ниями
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в которых функция a(x) = aθ(x), a ∈ R, и функции gε(x) = 1 − (1 − ε)θ(x)
зависят от вещественного параметра ε ∈ (0, 1).

При каждом ε ∈ (0, 1) оператор Lε есть дифференциальный оператор второго
порядка эллиптического типа на оси R. Характеристические формы регуляризо-
ванных операторов Lε сходятся равномерно на каждом компакте к характери-
стической форме вырожденного оператора L. Наряду с задачей (1), (2), в которой
оператор L является вырождающимся на полуоси оператором переменного типа,
рассмотрим семейство регуляризованных задач Коши с начальным условием (2)
для семейства уравнений
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i
∂u(t, x)
∂t

= Lεu(t, x), t > 0, x ∈ R, ε ∈ (0, 1). (4)

Регуляризованные задачи Коши (2), (4) хорошо изучены (см. [5, гл. 8]),
и известно, что для любого начального условия u0(x) ∈ L2(R) существует
единственное решение регуляризованной задачи uε(t, x), причём соответствие
ULε

(t) : u0(x) → uε(t, x), t ∈ R, является унитарной группой.
В [7] исследована сходимость семейства решений регуляризованных задач

(2), (4) при ε → 0. Установлено, что слабая сходимость семейства при ε → 0
имеет место при любом выборе начальных условий u0 ∈ L2(R) и параметра
оператора a ∈ R. Определены условия на параметры задачи, необходимые и
достаточные для сходимости семейства по норме при ε→ 0.

В задачах квантовой механики требуется определить динамику значений на-
блюдаемых— ограниченных операторов в H. Обозначим через B(H) банахово
пространство ограниченных операторов в гильбертовом пространстве H с опера-
торной нормой. Задача Коши для уравнения Шрёдингера, имеющая единствен-
ное решение, определяет динамику значений ограниченных операторов, т. е.
отображение R+ × B(H) → C, действующее по правилу (t,A) → (

u(t),Au(t)
)
.

Если решение задачи Коши (1), (2) аппроксимируется решениями последова-
тельности регуляризованных задач (2), (4), то будет ли последовательность
регуляризованных динамик значений ограниченных операторов определять ди-
намику значений ограниченных операторов для предельной задачи (1), (2) при
стремлении к нулю параметра регуляризации?

Безусловно, из сильной сходимости последовательности регуляризованных
решений uε(t) → u(t) при ε→ 0 следует сходимость регуляризованных динамик(
uε(t),Auε(t)

)
к предельной

(
u(t),Au(t)

)
. Однако слабая сходимость последо-

вательности регуляризованных решений гарантирует лишь сходимость значений
всех линейных непрерывных функционалов пространства L2(R) = H на реше-
ниях, но не может гарантировать сходимости значений на последовательности
регуляризованных решений квадратичных форм ограниченных операторов.

В настоящей работе показано, что в случае лишь слабой сходимости се-
мейства регуляризованных задач сходимость значений квадратичных форм всех
ограниченных операторов невозможна. Однако для некоторого более узкого
класса ограниченных операторов B1 ⊂ B(H) возможно указать такую беско-
нечно малую последовательность параметров регуляризации, что соответству-
ющая ей последовательность динамик

(
uεn

(t),Auεn
(t)

)
сходится для любого

оператора A из класса B1.
В [12] исследована сходимость последовательности вероятностных мер на ко-

ординатном пространстве R, плотность которых определяется слабо сходящейся
последовательностью {un(x)} элементов пространства L2(R). Рассмотрена схо-
димость значений на данной последовательности элементов квадратичных форм
некоторого класса псевдодифференциальных операторов. В настоящей работе
исследуется динамика значений квадратичных форм всех операторов из алге-
бры операторов умножения на непрерывную функцию и унитарно эквивалент-
ных абелевых алгебр операторов (см. [10]). Для этой цели рассмотрена сходи-
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мость при ε→ 0 семейства вероятностных мер Pε(t) с функциями распределения
Fε(t, x), определяемыми решениями uε(t) и ортогональным разложением E(λ)
единичного оператора в L2(R) по правилу

Fε(t, λ) =

λ∫
−∞

(
uε(t), dE(µ)uε(t)

)
.

В терминах поведения семейства указанных вероятностных мер определены
необходимые и достаточные условия сходимости значений квадратичных форм
всех операторов умножения на функцию на семействе решений регуляризован-
ных задач (2), (4) при ε→ 0.

Исследуемая в работе задача Коши (1), (2) с вырождающимся оператором
переменного типа может возникнуть при исследовании линеаризации задачи Ко-
ши для нелинейного уравнения. Рассматриваемые в работе проблемы возникают
при описании движения механических систем с переменной эффективной мас-
сой, примеры которых встречаются в физике твёрдого тела. Пример семейства
квантовых систем, динамика которых описывается семейством задач (2), (4),
приведён в [6].

Определение решения задачи Коши

Максимальная область определения оператора L, порождённого дифферен-
циальным выражением (3), есть линейное многообразие D(L) таких элементов
u(x) ∈ L2(R), для которых применение к u(x) дифференциального выраже-
ния (3) имеет смысл как элемент Lu(x) ∈ L2(R):

D(L) = {u(x) ∈ L2(R) : Lu(x) ∈ L2(R)}. (5)

Этим условием максимальная область определения оператора L задаётся одно-
значно при любом a �= 0 (см. [6]).

Область определения оператора D(L) плотна в пространстве L2(R), и опера-
тор L симметричен и замкнут. Легко установить, что сопряжённый оператор L∗

действует по той же формуле (3) и имеет более широкую область определения.
Тогда можно непосредственно проверить, что если a �= 0, то Ker(L∗−iaI) = {0},
а Ker(L∗ + iaI) есть нетривиальное одномерное линейное подпространство и
индексы дефекта оператора L различны. Следовательно, спектр оператора L
заполняет всю вещественную ось.

Превратим область определения D(L) в гильбертово пространство, снабдив
его нормой графика оператора L. Далее через Cm

(
(a, b),X

)
обозначается про-

странство m раз непрерывно дифференцируемых (по норме пространства X)
отображений x(t) интервала (a, b) в линейное нормированное пространство X
с нормой

‖x(t)‖Cm((a,b),X) = max
j=0,1,...,m

{
sup

t∈(a,b)

‖x(j)(t)‖X

}
.
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Через X ∩ Y обозначается пересечение пространств X и Y , снабжённое нормой
‖f‖X∩Y = max{‖f‖X , ‖f‖Y }.

Рассмотрим семейство регуляризованных задач (2), (4) при ε ∈ (0, 1), ап-
проксимирующее задачу (1), (2) при ε→ 0.

Максимальная область определения D(Lε) оператора Lε описана в [4], где
установлено, что при любом ε > 0 дифференциальный оператор Lε является
самосопряжённым оператором в пространстве L2(R). Поэтому (см. [5]) для лю-
бого ε > 0 задача Коши (2), (4) задаёт в пространстве L2(R) группу унитарных
преобразований ULε

(t) = exp(iLεt), t ∈ R.
Определение 1. Функцию u(t, x) ∈ C

(
R+, L2(R)

)
назовём сильным аппрок-

симативным решением задачи (1), (2), если существует такая последователь-
ность {εk}, lim

k→∞
εk = 0, что для любого T > 0 выполняется условие

lim
ε→0

‖ULε
(t)u0(x) − u(t, x)‖C([0,T ],L2(R)) = 0.

Определение 2. Слабо непрерывное отображение u(t, x) полуоси R+ в про-
странство L2(R) назовём слабым аппроксимативным решением задачи (1), (2),
если существует такая последовательность {εk}, lim

k→∞
εk = 0, что для любой

функции v(x) ∈ L2(R) и для любого T > 0 выполняется условие

lim
k→∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣(ULεk
(t)u0(x) − u(t, x), v(x)

)∣∣ = 0,

где через (·, ·) обозначено скалярное произведение пространства L2(R).
Сильное и слабое аппроксимативные решения удовлетворяют уравнению (1)

в смысле интегрального тождества (см. [7]) и условию (2) в смысле сильной и
слабой сходимости в L2 соответственно.

О сходимости решений

В [6] доказан следующий результат о сходимости семейства регуляризован-
ных задач.

Теорема 1. Пусть a � 0. Тогда для любого u0 ∈ L2(R) существует един-
ственное сильное аппроксимативное решение u(t, x), причём для любого T > 0
справедливо равенство

lim
ε→+0

‖uε(t, x) − u(t, x)‖C([0,T ],L2(R)) = 0.

Следующая теорема является незначительной переформулировкой и обобще-
нием утверждений теоремы 5 работы [7].

Теорема 2. Для любого a > 0 существуют такие подпространства H0, H1

пространства H = L2(R), что
1) для любого u0(x) ∈ H0 существует единственное сильное аппроксима-

тивное решение u(t, x) задачи Коши (1), (2), причём для любого t > 0
выполнены условия u(t, x) ∈ H0 и ‖u(t, x)‖L2(R) = ‖u0(x)‖L2(R);
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2) для любого u0(x) ∈ H1 существует единственное слабое аппроксимативное
решение u∗(t, x) задачи Коши (1), (2), причём для любого t > 0 выполнены
условия u∗(t, x) ∈ H1 и lim

t→+∞ ‖u∗(t, x)‖L2(R) = 0;

3) для того чтобы задача Коши (1), (2) имела сильное аппроксимативное
решение, необходимо и достаточно, чтобы u0(x) ∈ H0.

Доказательство теоремы опубликовано в [7], там же найдено представление
подпространств H0, H1 через параметры оператора задачи (1), (2).

О сходимости вероятностных мер

В [7] проведено исследование сходимости вероятностных мер на коорди-
натном пространстве, определённых последовательностью решений регуляри-
зованных задач и ортогональным разложением единицы оператора умножения
на координату, при стремлении к нулю параметра регуляризации. Цель дан-
ной работы— обобщить результат [7] на случай произвольного ортогонального
разложения единицы E(λ). Однако в этом случае мы не сможем установить
дифференцируемость плотностей мер по параметру λ и использовать теоремы
вложения Никольского, как в [7]. В настоящей работе этот пробел преодолен ис-
пользованием принципа выбора Хелли, что позволило доказать теорему 3. Для
случая гладких начальных условий установлена равностепенная непрерывность
по t на промежутке (0,+∞) семейства функций распределения вероятностных
мер, что позволило доказать теорему 4. Теорема 5 доказана с помощью установ-
ленной в лемме 2 непрерывной зависимости функции распределения начального
условия, которая позволила результат теоремы 6 продолжить по непрерывности
на все пространство начальных условий L2(R).

Пусть всюду далее E(λ), λ ∈ R, — ортогональное разложение единицы
в гильбертовом пространстве L2(R) ≡ H. Тогда справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 3. Пусть u0(x) ∈ L2(R) и {εn}—некоторая бесконечно малая
последовательность. Тогда для любого t > 0 существуют подпоследователь-
ность εnk

последовательности {εn} и функция G(t, ξ) ∈ L1,loc(R), определён-
ная на всей оси R, монотонно возрастающая, удовлетворяющая неравенствам
0 � G(t, ξ) � 1, такие что последовательность {Gnk

(t, ξ)}, где

Gnk
(t, ξ) =

ξ∫
−∞

(
uεnk

(t), dE(λ)uenk
(t)

)
,

сходится к функции G(t, ξ) в пространстве L1,loc(R).

Доказательство. Пусть εn —произвольная бесконечно малая последова-
тельность. При фиксированном значении t > 0 рассмотрим последовательность
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функций

Gn(t, λ) =

λ∫
−∞

(
uεn

(t), dE(µ)uεn
(t)

)
, λ ∈ R, n ∈ N.

Тогда при каждом n ∈ N функция Gn(t, λ) является монотонно возрастающей,
0 � Gn(t, λ) � 1 и Gn(0, λ) = G0(λ), n ∈ N.

Рассмотрим при фиксированном t > 0 последовательность функций Gn(t, λ),
n ∈ N. Так как все элементы указанной последовательности равномерно огра-
ничены в равномерной норме и, будучи монотонными функциями, по вариации,
то согласно теореме Хелли (см. [2]) из последовательности Gn(t, λ) можно вы-
делить подпоследовательность Gnk

(t, λ), которая сходится поточечно на оси R

к функции G(t, λ), монотонной (следовательно, имеющей конечное изменение)
и такой, что 0 � G(t, λ) � 1.

Фиксируем некоторое l > 0. Тогда согласно теореме Егорова (см. [5]) для
любого δ > 0 на отрезке [−l, l] существует множество Ω, mes Ω � δ, такое что
последовательность Gn(t, x) сходится равномерно на множестве [−l, l]\Ω. Тогда
легко видеть, что в силу равномерной ограниченности функций Gn(t, x), G(t, x)
и произвольности δ > 0 последовательность Gn(t, x) сходится в пространстве
L1([−l, l]), откуда следует утверждение теоремы 3.

Обозначим через KT,l, T > 0, l > 0, множество [0, T ] × (−l, l] и че-
рез C

(
R+, L1,loc(R)

) ≡ Cloc (см. [3]) линейное топологическое пространство
функций u(t, x), таких что для любых T > 0, l > 0 справедливо u(t, x)|K(T,l) ∈
∈ C

(
[0, T ], L1([−l, l])

)
, сходимость в котором определяется семейством полунорм

pT,l(u) = ‖u(t, x)|K(T,l)‖C([0,T ],L1(−l,l)).

Лемма 1. Если последовательность fn(t, x) фундаментальна в пространстве
Cloc (т. е. для любых T, l > 0 последовательность fn(t, x)|K(T,l) фундаментальна
в C

(
[0, T ], L1(−l, l)

)
), то она имеет предел в пространстве Cloc.

Доказательство. Пространство C
(
[0, T ], L1(−l, l)

)
полное, поэтому для лю-

бых T, l > 0 последовательность fn(t, x)|K(T,l) имеет предел fT,l(t, x) ∈
∈ C

(
[0, T ], (−l, l)). При этом если T1 > T , l1 > l, то в силу единственности

предела FT1,l1(t, x)|K(T,l) = fT,l(t, x). Поэтому однозначно определена функция
f(t, x) ∈ C

(
R+, L1,loc(R)

)
, такая что для любого K(T, l) справедливо равенство

f(t, x)|K(T,l) = fT,l(t, x). Тогда f(t, x) есть предел последовательности fn(t, x)
в пространстве Cloc. Лемма 1 доказана.

Теорема 4. Для любой функции u0 ∈ ⋂
ε∈[0,1]

D(Lε) и любой бесконечно ма-

лой последовательности {εn} существуют её подпоследовательность εk и функ-
ция F (t, λ) ∈ C

(
R+, L1,loc(R)

)
, такие что последовательность Fεk

(t, λ) сходится
к F (t, λ) в C

(
R+, L1,loc(R)

)
, причём 0 � F (t, λ) � 1 и при каждом t > 0 функция

F (t, λ) монотонна на R.
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Доказательство. Пусть tj , j ∈ N, — некоторая последовательность, задаю-
щая нумерацию всех рациональных чисел промежутка [0,+∞). Тогда из после-
довательности εn можно выделить подпоследовательность ε1nk

и указать функ-
цию F (t1, λ) ∈ L1,loc(R), для которых F

e
(1)
nk

(t1, λ) сходится в L1,loc(R) к F (t1, λ)

при k → ∞, причём согласно теореме 3 0 � F (t1, λ) � 1 и функция F (t1, λ)
монотонно возрастает на оси R.

Аналогично из последовательности ε
(1)
nk можно выделить подпоследователь-

ность ε(2)nk и указать функцию F (t2, λ) ∈ L1,loc(R), для которых F
e
(2)
nk

(t1, λ) схо-

дится в L1,loc(R) к F (t1, λ) при k → ∞ и функция F (t2, λ) удовлетворяет тем
же условиям ограниченности и монотонности.

Таким образом, для любого p ∈ N существует последовательность ε
(p)
nk —

подпоследовательность последовательности ε
(p−1)
nk —и определена функция

F (tp, λ) ∈ L1,loc(R), для которых Fep
nk

(tp, λ) сходится в L1,loc(R) к F (tp, λ) при
k → ∞ и функция F (tp, λ) удовлетворяет условиям ограниченности и монотон-
ности.

Тогда последовательность ε(p)
np —подпоследовательность последовательности

εn — такова, что для любого q ∈ N последовательность F
ε
(p)
np

(tq, λ) сходится

к F (tq, λ) в пространстве L1,loc(R).
Следовательно, для любого tq ∈ Q+, для любого l > 0, для любого σ > 0

найдётся такой номер p0 ∈ N, что при любом p � p0∥∥F
ε
(p)
np

(tq, λ) − F (tq, λ)
∥∥

L1([−l,l])
� σ. (6)

Покажем, что существует такая функция F (t, λ) ∈ C
(
R+, L1,loc(R)

)
, что

последовательность F
ε
(p)
np

(t, λ) сходится к F (t, λ) при p → ∞ в пространстве

C
(
R+, L1,loc(R)

)
, т. е. для любых T > 0, l > 0, σ > 0 существует такое p0, что

для всех p > p0 выполнено неравенство
∥∥F

ε
(p)
np

(t, λ)
∣∣
K(T,l)

− F (t, λ)|K(T,l)‖C([0,T ],L1([−l,l])) < σ.

Согласно уравнению (1) для любого n ∈ N справедливо равенство

∂

∂t
Fεn

(t, λ) = jn(t, λ),

где

jn(t, λ) = i

λ∫
−∞

[(
Lεn

uεn
(t), dE(µ)uεn

(t)
) − (

uεn(t), dE(µ)Lεn
uεn

(t)
)]
.

Следовательно, для любых n ∈ N в соответствии с неравенством Коши—Буня-
ковского справедливы оценка
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sup
t>0, λ∈R

|jn(t, λ)| � 2 sup
t>0, ε∈(0,1)

[ λ∫
−∞

(
Lεn

uεn
(t), dE(µ)Lεn

uεn
(t)

)]1/2

×

×
[ λ∫
−∞

(
uεn

(t), dE(µ)uεn
(t)

)]1/2

� ‖Lεuε(t)‖L2‖uε(t)‖L2 = 2‖L1u0‖L2

в силу унитарности преобразований ULε
(t) и для любого u0 ∈ ⋂

ε∈[0,1]

D(Lε)
соотношения ‖Lεu0‖ � ‖L1u0‖, ε ∈ (0, 1).

Поэтому для любого l > 0 существует такая постоянная c(l) > 0, что для
всех n ∈ N

sup
t�0

∥∥∥∥ ∂∂tFεn
(t, λ)|R+×[−l,l]

∥∥∥∥
L1([−l,l])

� c(l).

Следовательно, для любых t1, t2 ∈ R+, таких что |t2 − t1| � σ, при любом n ∈ N

справедливо неравенство

‖Fen
(t2, λ) − Fεn

(t1, λ)‖L1([−l,l]) � c(l)σ. (7)

Для каждого m ∈ N выберем на промежутке [0,+∞) точки t
(m)
j = 2−mj,

j,m ∈ N, тогда t(m)
j ∈ Q и t(m)

j − t
(m)
j−1 = 2−m, j ∈ N.

Пусть p(m)(t, λ) ∈ C(R+, L1,loc)—кусочно-линейное на R+, линейное на про-

межутках
(
t
(m)
j−1, t

(m)
j

)
, j = 1, . . . , N , отображение полуоси R+ в линейное топо-

логическое пространство L1,loc(R), такое что

p(m)
(
t
(m)
j , λ

)
= F

(
t
(m)
j , λ

)
, j ∈ N. (8)

Предложение 1. Последовательность {p(m)(t, λ)} фундаментальна в про-
странстве Cloc.

Доказательство. Фиксируем некоторые T, l > 0. Тогда последовательность
p(m)(t, λ)|K(T,l) фундаментальна в C

(
[0, T ], L1([−l, l])

)
, поскольку согласно (7)

и (8) справедливо неравенство

sup
t∈[0,T ]

‖p(m+q)(t, λ) − p(m)(t, λ)‖L1([−l,l]) � 2−mc(l). (9)

Предложение доказано.

Из леммы 1 и предложения 1 вытекает, что существует такое F (t, λ) ∈ Cloc,
что последовательность p(m)(t, λ) сходится к F (t, λ) в пространстве Cloc при
m→ ∞.

Подчеркнём, что последовательность функций p(m)(t, λ) и, следовательно, её
предел не зависят от параметров T и l. От параметра l зависит лишь константа
в оценке фундаментальности (9).

Покажем, что последовательность F
ε
(p)
np

(t, λ) сходится при p→ ∞ к функции

F (t, λ) в пространстве C
(
R+, L1,loc(R)

)
.
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Выберем некоторые T, l > 0 и оценим норму разности:

∥∥p(m)(t, λ) − F
ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥ �

∥∥p(m)(t, λ) − p(m)
(
t
(m)
j , λ

)∥∥ +

+
∥∥p(m)

(
t
(m)
j , λ

) − F
ε
(p)
np

(
t
(m)
j , λ

)∥∥ +
∥∥F

ε
(p)
np

(
t
(m)
j , λ

) − F
ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥,

где tmj —ближайшее к t из чисел t
(m)
i , i ∈ N. Тогда в силу неравенства (7)

первое и третье слагаемые не превосходят 2−mc(l), а для второго слагаемого
согласно (8) и (6) имеем∥∥p(m)

(
t
(m)
j , λ

) − F
ε
(p)
np

(
t
(m)
j , λ

)∥∥ =
∥∥F (

t
(m)
j , λ

) − F
ε
(p)
np

(
t
(m)
j , λ

)∥∥ � σ

для любого p � p0.
Таким образом, ∥∥p(m)(t, λ) − F

ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥ � 2−m+1c(l) + σ

для любого p � p0. Поэтому∥∥F (t, λ) − F
ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥

C([0,T ],L1([−l,l]))
� ‖F (t, λ) − p(m)(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) +

+
∥∥p(m)(t, λ) − F

ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥

C([0,T ],L1([−l,l]))
�

� ‖F (t, λ) − p(m)(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) + 2−m+1c(l) + σ.

Переходя в последней оценке к пределу при m→ ∞, заключаем, что для любого
σ > 0 и любых T, l > 0 существует такое p0 ∈ N, что для любого p > p0

справедливо неравенство∥∥F (t, λ) − F
ε
(p)
np

(t, λ)
∥∥

C([0,T ],L1([−l,l]))
� σ.

Теорема 4 доказана.

Лемма 2. Пусть u, v ∈ H и E(λ), λ ∈ R, — ортогональное разложение еди-
ницы в гильбертовом пространстве H. Тогда для любого λ ∈ R справедливо
неравенство

|(u,E(λ)u) − (v,E(λ)v)| � ‖u− v‖H(‖u‖H + ‖v‖H).

Доказательство. Из непосредственных вычислений и неравенства Ко-
ши—Буняковского следует цепочка оценок

|(u,Eu) − (v,Ev)| =
∣∣Re

{(
u− v,E(u+ v)

)}∣∣ �
�

∣∣(u− v,E(u+ v)
)∣∣ � ‖u− v‖H‖E(u+ v)‖H � ‖u− v‖H(‖u‖H + ‖v‖H).

Лемма 2 доказана.

Следствие 1. Пусть u0, v0 ∈ ⋂
ε∈[0,1]

D(Lε) и бесконечно малая последователь-

ность εm такова, что существуют неотрицательные монотонные при каждом
t > 0 функции F (t, λ) и G(t, λ), ограниченные сверху единицей, обладающие
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сформулированными в теореме 4 свойствами и такие, что последовательности
функций {Fεk

(t, λ)} и {Gεk
(t, λ)} сходятся в пространстве Cloc к функциям

F (t, λ) и G(t, λ) соответственно. Тогда для любых T, l > 0 справедливо неравен-
ство

‖F (t, λ) −G(t, λ)‖C([0,T ],L1(KT,l)) � C‖u0 − v0‖L2(R).

Доказательство. Фиксируем некоторое σ > 0. Тогда для любых T > 0, l > 0
и любого k ∈ N выполняется условие

‖F (t, λ) −G(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) � ‖F (t, λ) − Fεk
(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) +

+ ‖G(t, λ) −Gεk
(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) + ‖Fεk

(t, λ) −Gεk
(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l]))

и согласно теореме 4 найдётся такое k0 = k0(T, l, σ) ∈ N, что

‖F (t, λ) − Fεk
(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) + ‖G(t, λ) −Gεk

(t, λ)‖C([0,T ],L1(−l,l)) � σ

для всех k � k0. Для третьего слагаемого, согласно лемме 2, справедлива оценка

‖Fεk
(t, λ) −Gεk

(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l])) =

= sup
[0,T ]

(
uεk

(t),
(
E(l) − E(−l))uεk

(t)
) − (

vεk
(t),

(
E(l) − E(−l))vεk

(t)
)

�

� ‖ULεk
(u0 − v0)‖L2‖ULεk

(u0 + v0)‖L2 � 2‖u0 − v0‖L2 .

Следовательно, в силу произвольности σ > 0 для любого компакта KT,l, T, l > 0,
справедливо неравенство

‖F (t, λ) −G(t, λ)‖C([0,T ],L1([−l,l]) � 2‖u0 − v0‖L2(R).

Следствие 1 доказано.

Теорема 5. Пусть {εn}—некоторая бесконечно малая последовательность.
Тогда для любого разложения единицы E(λ), λ ∈ R, в гильбертовом простран-
стве H существует такая подпоследовательность εnk

, что для любой начальной
функции u0 ∈ L2(R) существует неотрицательная монотонно возрастающая при
каждом t > 0 функция G(t, λ) ∈ C

(
R+, L1,loc(R)

)
, такая что последовательность

Gεn
(t, λ) сходится в C

(
R+, L1,loc(R)

)
к функции G(t, λ).

Доказательство. Пусть E(λ), λ ∈ R, — некоторое ортогональное разложе-
ние единицы в гильбертовом пространстве H = L2(R), u0l, l ∈ N, — некоторый
ортонормированный базис в пространстве L2(R). Рассмотрим следующее счёт-
ное семейство функций в пространстве Cloc:

Gji
en

(t, x) =

x∫
−∞

(ULεn
(t)u0j , dE(ξ)ULε

(t)u0i), i, j ∈ N.

Как и в доказательстве теоремы 4, используя процедуру выделения диаго-
нальной подпоследовательности, можно показать, что найдутся такая под-
последовательность εnk

последовательности εn и такое семейство функций
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Gji(t, x) ∈ Cloc, i, j ∈ N, что для любых j, i ∈ N последовательность функ-
ций Gji

εn
(t, x) сходится к функции Gji(t, x) при n→ ∞ в пространстве Cloc.

Итак, для разложения единицы E(λ) и ортонормированный базиса u0l выбе-
рем указанную последовательность εnk

. Тогда для любого элемента u0(x) ∈
∈ L2(R) и для любого σ > 0 найдётся такой набор чисел α1, . . . , αN , что

‖u0 − v0‖L2(R) � σ/4, где v0(x) =
N∑

l=1

αlu0l;
N∑

l=1

|αj |2 � ‖u0‖. Положим uk(t) =

= ULenk
(t)u0 и vk(t) = ULenk

(t)v0.
Пусть

Gw
εm

(t, x) =

x∫
−∞

(ULεm
(t)w, dE(ξ)ULεm

(t)w),

где w = u, v. Тогда согласно лемме 2 для любого m ∈ N справедлива оценка

‖Gu
εm

(t, x)−Gv
εm

‖C([0,T ],[−l,l]) � ‖uεm
(t)−vεm

(t)‖L2(R)‖uεm
+vεm

‖L2(R) � σ

2
. (10)

Таким образом, для любых T, l > 0 и для любого σ > 0 найдётся такое
число N и набор чисел α1, . . . , αN , что имеет место неравенство (10).

Согласно выбору последовательности εn, для указанных σ > 0 и N найдётся
такой номер n0, что для всех n � n0 и всех i, j ∈ {1, . . . , N} справедливы
неравенства

‖Gji
εn

(t, x) −Gji(t, x)‖C([0,T ],L1([−l,l])) � σ2−(j+i+2).

Тогда

‖Gv
m+q(t, x) −Gv

m(t, x)‖C([0,T ],L1(−l,l)) �

�
N∑

i,j=1

|αi| |aj |
∥∥(
Gji

εm+q
(t, x) −Gji

εm
(t, x)

)∣∣
K(T,l)

∥∥
C([0,T ],L1(−l,l))

�

�
N∑

i,j=1

αiājσ2−(j+i+1) � σ

4
.

Поэтому для любых m � n0, q ∈ N справедлива оценка∥∥(
Gu

εm+q
(t, x) −Gu

εm
(t, x)

)∣∣
K(T,l)

∥∥
C([0,T ],L1(−l,l))

�
� ‖(Gu

εm+q
(t, x) −Gv

εm+q
(t, x)‖C([0,T ],L1(−l,l)) +

+ ‖Gv
εm+q

(t, x) −Gv
εm

(t, x)‖C([0,T ],L1(−l,l)) +

+ ‖(Gv
εm

(t, x) −Gu
εm

(t, x)|K(T,l)‖C([0,T ],L1(−l,l)) � 5
4
σ.

Таким образом, последовательность Gu
εm

(t, x)|K(T,l) фундаментальна в
C

(
[0, T ], L1(−l, l)

)
при любых T, l > 0, а последовательность Gu

εm
(t, x) соглас-

но лемме 1 сходится в пространстве Cloc к предельной функции G(t, x) ∈ Cloc,
которая при каждом t > 0 является монотонно возрастающей функцией на оси
x ∈ R, принимающей значения в отрезке [0, 1]. Теорема 5 доказана.
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Приложения к динамике наблюдаемых

Пусть E(λ)—ортогональное разложение единицы в H, а Bb
E(H)—подалге-

бра алгебры B(H) ограниченных операторов, действующих в пространстве H по
правилу

Au =
∫
R

a(λ) dE(λ)u,

где функция a(λ) принадлежит классу C(R) и имеет пределы lim
λ→±∞

a(λ) = a±.

Пусть Bc
E(H)—подалгебра алгебры B(H) ограниченных самосопряжённых опе-

раторов, коммутирующих с E(λ), λ ∈ R, действие которых на произвольную
функцию u ∈ L2(R) задаётся формулой

Au =
∫
R

a(λ) dE(λ)u,

где a(λ) ∈ C(R) (см. [10]).

Теорема 6. Пусть u0(x) ∈ L2(R), E(λ)—ортогональное разложение едини-
цы и {εk}—последовательность, существование которой утверждает теорема 7.
Тогда для любого A ∈ Bb

E и любого T > 0 последовательность
(
uεk

(t), Auεk
(t)

)
сходится равномерно на [0, T ] к величине

Ā(t) = a+

(
1 − F (t,+∞)

)
+ a−F (t,∞) +

∫
R

a(ξ)dF (t, ξ),

где
∫
R

a(λ) dF (t, λ) есть интеграл Стилтьеса от непрерывной функции a(λ) по

монотонной ограниченной функции F (t, λ) (см. [2, гл. 8, § 6]).

Доказательство теоремы 6 для произвольного разложения единицы E(λ) до-
словно повторяет доказательство соответствующих утверждений для разложе-
ния единицы E(x) в [7].

Возникает вопрос: не существует ли такой бесконечно малой последователь-
ности {εn}, что для любого оператора A ∈ B(H) последовательность средних
значений (uεn

, Auεn
) сходится? Ответ отрицателен.

Теорема 7. Если PH1u0(x) �= 0 и t > t∗ (см. следствие 1), то для любой
бесконечно малой последовательности εn можно указать такой ограниченный
самосопряжённый оператор A ∈ B(H), что последовательность

(
uεn

(t),Auεn
(t)

)
расходится.

Замечание. Утверждение теоремы 7 может быть выведено как следствие те-
оремы 1 работы [11]. Однако для полноты изложения и для получения следствий
из теоремы 7 мы приведём ниже доказательство, основанное на ином, чем в [11],
подходе.

Доказательство. Пусть PH1u0 �= 0 и t > t∗. Тогда согласно следствию 1
для любой последовательности {εn}, εn → 0 при n → ∞, последовательность
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решений соответствующих регуляризованных задач {uεn
(t, x)} сходится слабо

в L2(R) к функции u∗(t, x) и расходится в норме пространства L2(R). При этом
любая подпоследовательность последовательности {uεn

(t, x)} также расходится
в L2(R). Значит, последовательность {uεn

(t, x)} не компактна в L2(R) и, следо-
вательно, существует такое σ > 0, что для любого конечного набора элементов

x1, . . . , xN σ-сеть
N⋃

j=1

Oσ(xj) не покрывает всех элементов последовательности

{uεn
(t, x)}, т. е. существует такое m ∈ N, что uεm

(t, x) /∈
N⋃

j=1

Oσ(xj). Здесь

Oσ(M) = {x ∈ L2(R) : ρL2(x,M) < σ},
где ρL2 —метрика пространства L2(R), M —некоторое множество пространства
L2(R).

Тогда справедливо утверждение: существует такое σ > 0, что для любого
n ∈ N найдётся такое m > n, что uεm

(t, x) /∈ T (n, σ), где

T (n, σ) =
{
x ∈ L2(R) : x ∈ Oσ

(
lin(u∗, u1, . . . , un)

)
; |‖x‖ − 1| < σ

}
.

Действительно, если для любого σ > 0 существует такое n ∈ N, что для
любого m > n выполняется uεm

(t, x) /∈ T (n, σ), то последовательность {un}
можно покрыть конечной σ-сетью, что противоречит её некомпактности.

Выделим из последовательности {un} линейно независимую систему векто-
ров fk по следующему правилу.

Пусть f1 = u∗(t), тогда существует такое m1 � 1, что uεm1
(t, x) /∈ T (1, σ).

Положим f1 = um1 . Тогда существует такое m2 > m1, что uεm2
(t, x) /∈ T (m1, σ).

Положим f2 = um2 , и т. д. Тогда по индукции существует такая последователь-
ность fk ∈ L2 —подпоследовательность {un}, — что для любого k ∈ N

fk+1 /∈ V (k, σ) ≡ {
x ∈ L2(R) : x ∈ Oσ

(
lin(u∗, f1, . . . , fn)

)
; | ‖x‖ − 1| < σ

}
. (11)

Семейство элементов {fk} подвергнем стандартной процедуре ортогонализа-
ции. Положим

g1 = f1, g2 = (I − P1)f2, . . . , gk+1 = (I − Pk)fk+1, . . . ,

где Pk —ортогональный проектор на линейную оболочку lin{f1, f2, . . . , fk}. То-
гда в силу (11) для любого k ∈ N справедлива оценка ‖gk‖L2(R) � σ.

Положим hk = (‖gk‖)−1gk, k ∈ N. Тогда {hk}—ортонормированная система
векторов. Заметим, что согласно построению ортогональной системы {gk}

(fj , hk) = 0 ∀j < k;

согласно оценке (11) справедливо неравенство

(fk, hk) � σ; (12)

согласно теореме 2 последовательность {fj} слабо в L2(R) сходится к u∗, по-
этому

lim
j→∞

(fj , hk) = 0 ∀k ∈ N. (13)
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Рассмотрим ограниченный самосопряжённый оператор Q ∈ L2(R) в про-
странстве L2, действие которого на любой вектор ψ ∈ L2 задаётся соотношени-
ем

Qψ =
∞∑

j=1

aj(hj , ψ)hj ,

где {aj}—некоторая ограниченная последовательность действительных чисел.
Докажем, что существует такая последовательность чисел {aj}, принимающих
значения {−1, 0, 1}, что последовательность (fk,Qfk), а следовательно, и после-
довательность

(
uεn

(t),Quεn
(t)

)
расходятся.

Для произвольных натуральных чисел m, p рассмотрим величину

‖(fk,Qfk) − (fk+p,Qfk+p)‖ =
∥∥∥∥

∞∑
j=1

aj |(hj , fk)|2 −
∞∑

j=1

aj |(hj , fk+p)|2
∥∥∥∥,

равную согласно замечаниям

∥∥∥∥
k∑

j=1

aj |(hj , fk)|2 −
k+p∑
j=1

aj |(hj , fk+p)|2
∥∥∥∥.

Пусть a1 = 1, тогда согласно (13) существует такое p2 > 1, что
(h1, fp2) � σ/22. Положим aj = 0, j = 2, 3, . . . , p2 − 1; ap2 = −1. Тогда су-
ществует такое p3 > p2, что (hi, fp3) � σ/23, i = 1, 2, . . . , p2. Положим aj = 0,
j = p2 + 1, . . . , p3 − 1; ap3 = 1. По индукции существует строго монотонная
последовательность натуральных чисел {pl}, такая что (hi, fpl

) � σ/2l, i =
= 1, 2, . . . , pl−1, для любого l = 4, 5, . . .. Положим aj = 0, j �= pl, и apl

= (−1)l−1.
Тогда для любого n ∈ N можно указать такое pn > n, что

(fpn
,Qfpn

) =
pn∑

j=1

aj |(hj , fpn
)|2 = (−1)n−1|(fpn

, hpn
)|2 + αn,

где

|αn| �
n−1∑
i=1

δ22−n → 0

при n→ ∞. В силу (12) последовательность {(fnp
,Qfnp

)} расходится.
Следовательно, для любой бесконечно малой последовательности {εn} мож-

но указать такой ограниченный самосопряжённый оператор Q, что последова-
тельность

(
uεn

(t),Quεn
(t)

)
расходится. Теорема 7 доказана.

Следствие 2. Если последовательность регуляризованных решений un(t)
сходится слабо в H при n → ∞, то существует такое разложение единицы
E(λ), что для предела F (λ) любой сходящейся в пространстве L1,loc(R) подпо-
следовательности Fn(λ) справедливо неравенство lim

λ→∞
(
F (λ) − F (−λ)

)
< 1.
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Доказательство. Выберем в пространстве H ортонормированный базис
{en}, включающий в себя как подсистему ортонормированную систему {hk},
построенную в теореме 7. Рассмотрим разложение единицы

E(λ) =
[λ]∑
j=1

Pej
.

Положим Fi(λ) =
(
ui(t),E(λ)ui(t)

)
. Пусть nk — такая последовательность номе-

ров, что enk
= hk. Тогда согласно неравенству (11) для любого λ0 > 0 существует

такой номер k0, что для всех k > k0 справедливо Fnk
(λ0) < 1−σ. Тогда для верх-

него предела F̄ (λ) последовательности Fnk
(λ) справедливо утверждение: для

любого λ > 0 справедливо неравенство F̄ (λ) � 1−σ (поскольку предположение,
что существует такое λ0 > 0, что F̄ (λ0) > 1 − σ, приводит к противоречию).
Следствие 2 доказано.

Следствие 3. Пусть u0(x) ∈ L2(R), E(λ)—ортогональное разложение еди-
ницы и {εk}— такая бесконечно малая последовательность, что последователь-
ность функций Fk(t, λ) сходится к функции F (t, λ) в Cloc. Тогда последователь-
ность

(
uεk

(t),Auεk
(t)

)
сходится при любом A ∈ Bc

E тогда и только тогда, когда
F+(t) − F−(t) = 1.

Доказательство. Докажем достаточность. Фиксируем некоторое ε > 0.
Из сходимости последовательности Fk(t, λ) в пространстве Cloc и условия
F+(t)−F−(t) = 1 для предельной функции следует существование такого L � 0,
что для всех k ∈ N справедливы оценки∣∣∣∣

∫
|λ|>L

dFk(T, λ)
∣∣∣∣ < ε

и оценка ∣∣∣∣
∫

|λ|>L

dF (T, λ)
∣∣∣∣ < ε.

Тогда для любой функции a(λ) ∈ C(R) с конечной нормой A верно неравенство∣∣∣∣
∫

|λ|>L

a(λ) dF (t, λ)
∣∣∣∣ < Aε.

Следовательно, существует такое α(λ) ∈ Cb(R), что∣∣∣∣
∫
R

(
a(λ) − α(λ)

)
dF (t, λ)

∣∣∣∣ < 2Aε.

Поскольку ε > 0 произвольно, достаточность следует из теоремы 6.
Докажем необходимость. Пусть существует такое τ � 0 и такое δ > 0, что

F+(τ) − F−(τ) = 1 − δ. Тогда существует такой отрезок [−L,L], что

F (τ, L) − F (τ,−L) � 1 − 9
8
δ,
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причём последовательность сужений {Fn(τ, λ)|[−L,L]} сходится к F (τ, λ)|[−L,L]

в пространстве L1([−L,L]). Тогда можно указать такие монотонно возрастаю-
щие последовательности чисел nk ∈ N и Lk ∈ (L,+∞), что∫

|λ|∈[Lk+1,Lk+1]

dFnk
(τ, λ) >

7δ
8

и ∫
|λ|�L

dFnk
(τ, λ) > 1 − 5δ

4
.

Пусть a(λ)— такая непрерывная кусочно-линейная функция, монотонная на ин-
тервалах (Lk, Lk + 1), что a(λ) = (−1)k при λ ∈ [Lk + 1, Lk+1]. Тогда последова-

тельность
{ ∫

R

a(l)dFnk
(λ)

}
не фундаментальна. Следствие 3 доказано.

Пример. Пусть {un(x)}—ортогональная последовательность функций из
пространства L2(R), носители которых содержатся на отрезке [0, 1], а суже-
ния {un(x)|[0,1]} образуют базис в L2([0, 1]). Тогда un(x) слабо в L2(R) сходятся
к нулю. Поэтому существуют такое разложение единицы E(µ) и такая подпо-
следовательность {unm

}, что для любого частичного предела F (µ) последова-
тельности {Fnm

(µ)} справедливо неравенство ∆F < 1. Но поскольку носители

всех мер с функциями распределения Fn(x) =
x∫

−∞
|un(s)|2 ds, соответствующие

ортогональному разложению единицы E(x), имеют общий компактный носи-
тель [0, 1], то и для любого частичного предела F (x) последовательности Fn(x)
справедливо равенство ∆F = F (1) − F (0) = 1. Пример показывает, что для
последовательности элементов пространства H, сходящейся лишь слабо, могут
существовать разложения единицы пространства H двух классов: такие, для
которых существуют предельные меры с вариацией на всём координатном про-
странстве R, меньшей 1, и такие, для которых любая предельная мера имеет
на R вариацию, равную 1.
Замечание. Так как для любого ограниченного оператора Q ∈ B(H) и любой

бесконечно малой последовательности {εn} последовательность средних значе-
ний

(
uεn

(t),Quεn
(t)

)
оператора Q на решениях семейства регуляризованных

задач uεn
(t) является ограниченной, то множество её частичных пределов яв-

ляется ограниченным и, как следует из теоремы 7, состоит из более чем одной
точки.

Возникает вопрос: позволяет ли задача Коши (1), (2) задавать динамику
значений наблюдаемых A ∈ B(H)? Однозначно ли определена такая динамика?

Стремление применить метод исчезающей вязкости к определению динами-
ки значений наблюдаемых для задачи Коши (1), (2) приводит к рассмотрению
многозначных отображений. Определим отображение, ставящее в соответствие
каждой бесконечно малой последовательности {εn}, начальному условию u0(x),
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числу t > 0 и оператору A ∈ B(H) множество всевозможных частичных преде-
лов последовательности средних значений

(
uεn

(t),Quεn
(t)

)
при n→ ∞:

T : E ×H × R+ × B(H) → 2C : ({εn}, u0, t,Q) → T ({εn}, u0, t,Q),

где E —множество всех бесконечно малых последовательностей неотрицатель-
ных чисел, T ({εn}, u0, t,Q)—множество частичных пределов последовательно-
сти {(ULεn

(t)u0,QULεn
(t)u0)}, а 2C —метрическое пространство всех подмно-

жеств комплексной плоскости C, наделённое метрикой Хаусдорфа. При этом
динамика средних значений теряет свойство однозначности и задаётся много-
значным отображением.
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