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Аннотация

Предложен новый подход к классификации интегрируемых нелинейных уравне-
ний, основанный на описании структуры характеристической алгебры. Для уравнения
sh-Гордона построен базис характеристической алгебры.

Abstract

A. V. Zhiber, R. D. Murtazina, On the characteristic Lie algebras for equations
uxy = f(u, ux), Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 7,
pp. 65—78.

A new approach to classification of integrable nonlinear equations is proposed. The
method is based on description of the structure of the characteristic algebra. A basis of
the characteristic algebra is constructed for the sinh-Gordon equation.

1. Введение

Одним из способов классификации интегрируемых уравнений является сим-
метрийный метод. Симметрийный подход очень эффективен в случае эволюци-
онных уравнений, однако при симметрийной классификации гиперболических
уравнений возникают серьёзные технические трудности даже в простейшей
ситуации (например, см. [5, 6]). Поэтому эффективное исследование интегри-
руемости систем гиперболического типа требует иных подходов.
В настоящей работе для решения классификационной задачи использует-

ся метод, основанный на исследовании структуры характеристической алгебры
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Ли. Понятие характеристической алгебры Ли было введено в [7] для систем
гиперболических уравнений вида

ui
xy = f i(u1, u2, . . . , un), i = 1, 2, . . . , n.

Было показано, что условием полной интегрируемости в квадратурах является
конечномерность этой алгебры, а условием интегрируемости методом обратной
задачи рассеяния— наличие её конечномерного представления.
Важный классификационный результат получен в [8] для экспоненциальных

систем
ui

xy = exp(ai1u
1 + . . . + ain

un), i = 1, 2, . . . , n. (1)

Было доказано, что характеристическая алгебра Ли системы (1) конечномерна
тогда и только тогда, когда K = (kij)—матрица Картана простой алгебры Ли.
Отметим также работы [1—3], в которых метод исследования интегрируемости,
основанный на изучении характеристических алгебр Ли, применялся для систем
гиперболических уравнений вида

ui
xy = ci

jkujuk
x, i = 1, 2, . . . , n. (2)

В частности, показано, что система уравнений (2) обладает не одной, а двумя
характеристическими алгебрами и эти алгебры естественным образом «склеива-
ются» в единую алгебру Ли посредством так называемых соотношений нулевой
кривизны.
Понятие характеристической алгебры Ли определено и для дискретных урав-

нений гиперболического типа (см. [9]).
В данной работе на примере нелинейных уравнений вида

uxy = f(u, ux) (3)

показано, как с использованием характеристической алгебры Ли получить спи-
сок интегрируемых уравнений.
Рассмотрим набор независимых переменных

u, u1, ū1, u2, ū2, . . . , un, ūn, . . . ,

где
u1 = ux, ū1 = uy, u2 = uxx, ū2 = uyy, . . . .

Определим x-характеристическую алгебру Ли A уравнения (3). Для этого на-
помним определение симметрии.
Определение. Функция F = F (u, u1, ū1, u2, ū2, . . . , un, ūn) называется сим-

метрией уравнения (3), если она удовлетворяет определяющему соотношению

DD̄F =
∂f

∂u1
DF +

∂f

∂u
F.

Здесь D (D̄) — оператор полного дифференцирования по переменной x (соответ-
ственно y) согласно уравнению (3). Например,

D̄ =
∞∑

k=0

ūk+1
∂

∂ūk
+

∞∑
k=1

Dk−1(f)
∂

∂uk
. (4)
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Известно (см. [6]), что любая симметрия F уравнения (3) представима в виде

F = ϕ(u1, u2, . . . , un) + ϕ̄(u, ū1, ū2, . . . , ūn),

где ϕ и ϕ̄, в свою очередь, симметрии уравнения (3).
Обозначим через � множество локально-аналитических функций, зависящих

от конечного числа переменных u, u1, u2, . . ., un, . . ., т. е.

� = 〈ϕ = ϕ(u, u1, u2, . . . , un), n = 1, 2, . . .〉.
Оператор D̄ (см. (4)) действует на этом классе функций по правилу

D̄ϕ = ū1
∂ϕ

∂u
+

∞∑
k=1

Dk−1
(
f(u)

) ∂ϕ

∂uk
.

Через X1 и X2 обозначим следующие векторные поля:

X1 =
∞∑

k=1

Dk−1(f)
∂

∂uk
, X2 =

∂

∂u
. (5)

Отметим, что
D̄ = ū1X2 + X1. (6)

x-характеристическая алгебра Ли уравнения (3) есть алгебра A, порождён-
ная элементами X1 и X2.
Пусть Ln —линейное пространство коммутаторов длины n − 1, n = 2, 3, . . ..

Например, L2—линейная оболочка векторных полей X1, X2, а L3 порождается
элементом [X1,X2] и т. д. Тогда характеристическую алгебру Ли A предста́вим
в виде

A =
∞⋃

i=2

Li.

Аналогично вводится y-характеристическая алгебра Ли Ā уравнения (3):

Ā =
∞⋃

i=2

L̄i.

В работе показано, что ограничение на порядок роста размерности про-
странств Ln и L̄m, а именно не более чем на единицу при n,m = 3, 4, 5, 6,
полностью определяет правую часть уравнения (3). При этом полученный спи-
сок уравнений совпадает с известным списком интегрируемых уравнений.
Для уравнения sh-Гордона построено полное описание характеристической

алгебры Ли (теорема 1 раздела 3).

2. Уравнения Клейна—Гордона

В этом разделе рассматриваются уравнения

uxy = f(u). (7)
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В [5] показано, что нелинейное уравнение (7), обладающее высшими симметри-
ями, сводится к одному из следующих:

uxy = eu, (8)

uxy = sinu, (9)

uxy = eu + e−2u. (10)

Оператор полной производной D на множестве функций � определяется
следующим образом:

D =
∞∑

i=0

ui+1
∂

∂ui
.

Лемма 1. Пусть векторное поле Z имеет вид

Z = α1
∂

∂u1
+ α2

∂

∂u2
+ α3

∂

∂u3
+ . . . , αi = αi(u, u1, u2, . . .), i = 1, 2, 3, . . . .

Тогда [D,Z] = 0, если и только если Z = 0.

Доказательство. Имеем

[D,Z] =
(

D(α1)
∂

∂u1
+ D(α2)

∂

∂u2
+ D(α3)

∂

∂u3
+ . . .

)
−

−
(

α1
∂

∂u
+ α2

∂

∂u1
+ α3

∂

∂u2
+ . . .

)
= 0.

Таким образом, получаем, что

α1 = 0, D(α1) − α2 = 0, D(α2) − α3 = 0, . . . ,

и следовательно, αi = 0 для i = 1, 2, 3, . . ..

Так как D и D̄ коммутируют и

[D, D̄] = fX2 + ū1[D,X2] + [D,X1],

то
[D,X1] = −fX2, [D,X2] = 0. (11)

Следует отметить, что операторы X1, X2 линейно независимы при f(u) �= 0.
Пусть X3 = [X2,X1]. Используя тождество Якоби и (11), получаем

[D,X3] = −fuX2. (12)

Положим

Ln =
n⋃

i=2

Li, n = 3, 4, . . . .

Лемма 2. Размерность линейного пространства L3 равна двум тогда и только
тогда, когда

X3 − cX1 = 0, c = const.
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При этом правая часть уравнения (7) принимает вид

f(u) = αecu,

где α—постоянная, α �= 0.

Доказательство. Пусть dimL3 = 2. Тогда

X3 = fu
∂

∂u1
+ fuuu1

∂

∂u2
+ . . . ,

поэтому X3 = c(u)X1. Согласно лемме 1 и формулам (11) и (12) имеем

[D,X3 − cX1] = −fuX2 − D(c)X1 + cfX2 = 0.

Последнее соотношение эквивалентно системе уравнений

fu − cf = 0, D(c) = 0.

Следовательно, c = const и f = αecu.

Таким образом, нелинейное уравнение (7) c двумерной характеристической
алгеброй Ли A сводится к уравнению Лиувилля (8).
Пусть X4 = [X2,X3], X5 = [X1,X3]. Используя тождество Якоби и (11), (12),

получаем
[D,X4] = −fuuX2, [D,X5] = fuX3 − fX4. (13)

Далее будем предполагать, что размерность линейного пространства L3 рав-
на трём, и покажем, что случай dimL4 = 3 в действительности не реализуется.
В самом деле, если dimL4 = 3, то

X4 = c1X1 + c2X3, X5 = c̄1X1 + c̄2X3, (14)

где ci = ci(u, u1, u2, . . .), c̄i = c̄i(u, u1, u2, . . .), i = 1, 2. Первое соотношение (14),
согласно утверждению леммы 1 и формулам (11)—(13), эквивалентно соотноше-
ниям

D(c1) = 0, c1f − fuu + c2fu = 0, D(c2) = 0.

Поэтому c1, c2—постоянные и

fuu − c2fu − c1f = 0. (15)

Второе соотношение (14) эквивалентно системе уравнений

D(c̄1) + c1f = 0, c̄1f + c̄2fu = 0, D(c̄2) + c2f − fu = 0.

Из последнего уравнения следует, что c̄2 = const, т. е. fu = c2f . Тогда, как
показано выше, dimL3 = 2.
Пусть теперь dimL4 = 4. Тогда, используя лемму 1 и формулы (11)—(13),

получаем, что либо
X4 = c1X1 + c2X3 + c3X5

и, следовательно,

D(c1) − c1c3f = 0, fuu − c1f − c2fu = 0, D(c2) + c3fu − c2c3f = 0, (16)
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либо
X5 = c̄1X1 + c̄2X3 + c̄3X4

и тогда

D(c̄1) = 0, c̄1f + c̄2fu + c̄3fuu = 0, D(c̄2) − fu = 0, D(c̄3) + f = 0. (17)

Согласно первому и третьему уравнениям (16) c1, c2 = const, c3 = 0 (иначе
fu = c2f , но тогда dimL3 = 2) и функция f удовлетворяет уравнению fuu −
− c2fu − c1f = 0. Если выполнено (17), то f = 0. Таким образом, справедливо
следующее утверждение.

Лемма 3. Размерность пространства L4, порождённого операторами X1, X2,
X3, X4 и X5, равна 4 тогда и только тогда, когда функция f удовлетворяет
уравнению

fuu − pfu − qf = 0, (18)

где p, q = const и fu �= βf . При этом X4 = pX3 + qX1.

Далее будем считать, что выполняется условие леммы 3. Введём операторы
длины 4:

X6 = [X1,X5], X7 = [X2,X5].

Используя тождество Якоби, нетрудно показать, что X7 = pX5. Поэтому
dimL5 � 5.
Замечание. Если X7 = 0, то p = 0 и равенство (18) принимает вид

fuu − qf = 0.

Тогда уравнение (7) сводится к уравнению sh-Гордона (9).
С помощью формул (11)—(13) получаем, что

[D,X6] = (fu − 2pf)X5. (19)

Легко проверить, что dimL5 = 5.
Теперь введём операторы длины 5:

X8 = [X3,X5], X9 = [X1,X6], X10 = [X2,X6].

Так как X8 = −pX6 + X10, то dimL6 � 7.
Нетрудно показать, используя (11)—(13) и (19), что

[D,X9] = −fX10 + (fu − 2pf)X6, [D,X10] = (q − 2p2)fX5. (20)

Если dimL6 = 5, то выполняется система соотношений

X9 = c1X1 + c2X3 + c3X5 + c4X6, X10 = c̄1X1 + c̄2X3 + c̄3X5 + c̄4X6

Первое соотношение согласно утверждению леммы 1 и формулам (11)—(13), (19),
(20) перепишем в виде

D(c1) − qc3f = 0, c1f + c2fu = 0, D(c3) + c3fu − pc3f = 0,

D(c3) + c4fu − 2pc4f = 0, D(c4) − fu + 2pf = 0.
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Из последнего уравнения следует, что c4 = 0 и fu = 2pf . Значит, X3 = 2pX1,
т. е. dimL3 = 2. А так как dimL3 = 3, то условие dimL6 = 5 не выполняется.

Лемма 4. Пусть dimLi = i, i = 3, 4, 5. Тогда размерность пространства L6

равна 6 тогда и только тогда, когда X10 = 0.

Доказательство. Пусть dimL6 = 6. Тогда либо

X9 = c1X1 + c2X3 + c3X5 + c4X6 + c5X10

и, следовательно,

D(c1) − qc3f = 0, c1f + c2fu = 0, D(c2) + c3fu − pc3f = 0,

D(c3) + c4fu − 2pc4f + c5fuu − c5pfu − 2c5p
2f = 0,

D(c4) − fu + 2pf = 0, D(c5) + f = 0,

(21)

либо
X10 = c̄1X1 + c̄2X3 + c̄3X5 + c̄4X6 + c̄5X9

и тогда
D(c̄1) − c̄3qf − c̄1c̄5f = 0, c̄1f + c̄2fu = 0,

D(c̄2) + c̄3fu − c̄3pf − c̄2c̄5f = 0,

D(c̄3) − (q − 2p2)f + c̄4(fu − 2pf) − c̄3c̄5f = 0,

D(c̄4) − c̄4c̄5f = 0, D(c̄5) − c̄2
5f = 0.

(22)

Из последнего уравнения (21) видно, что f = 0. Систему (22) перепишем в виде

c̄3q = 0, c̄1f + c̄2fu = 0, c̄3(fu − pf) = 0, −(q − 2p2)f + c̄4(fu − 2pf) = 0,

где c̄1, c̄2, c̄3, c̄4 = const, c̄5 = 0.
Если c̄3 �= 0, то функция f удовлетворяет уравнению fu = pf , тогда

dimL3 = 2. Если c̄3 = 0, то c̄4 = 0 (иначе dimL3 = 2) и из четвёртого
уравнения следует, что q = 2p2. Согласно (20) имеем, что X10 = 0. Таким
образом, необходимость доказана.
Теперь докажем достаточность. Пусть X10 = 0, тогда, так как X8 = −pX6,

имеем dimL6 � 6. Если dimL6 = 5, то оператор X9 является линейной ком-
бинацией операторов X1, X3, X5 и X6, но в этом случае, как показано выше,
dimL3 = 2.

Уравнение (7) при выполнении условия q = 2p2 в (18) приводится к уравне-
нию Цицейки (10).

3. Характеристическая алгебра
уравнения sh-Гордона

В этом разделе мы приведём краткое описание x-характеристической алге-
бры Ли A уравнения

uxy = eu + e−u. (23)



72 А. В. Жибер, Р. Д. Муртазина

Введём кратные коммутаторы следующего специального вида:

Xi1...in
= adi1 . . . adin−1 Xin

, adj Y = [Xj , Y ].

Тогда линейное пространство Ln есть линейная оболочка элементов Xi1...in
, где

ik = 1, 2, k = 1, . . . , n.
Выделим элементы вида

Yn = X1...1 2 1, Zn = X2 1...1 2 1.

Теорема 1. Для уравнения sh-Гордона (23) справедливы равенства

dim Ln =

{
2 при n = 2k,

1 при n = 2k − 1,
k = 3, 4, . . . . (24)

При этом линейное пространство L2k−1 порождается векторным полем X1...1 2 1,
а L2k —полями X1...1 2 1 и X2 1...1 2 1.

Доказательство. Элементы X1, X2 и X3 определены в разделе 2. Здесь мы
для удобства положим X4 = [X1,X3]. Тогда пространство L5 есть линейная обо-
лочка элементов [X1,X4], [X2,X4]. Используя тождество Якоби и соотношения

[D,X1] = −(eu + e−u)X2, [D,X2] = 0, [D,X3] = −(eu − e−u)X2,

[D,X4] = −(eu + e−u)X1 + (eu − e−u)X3,
(25)

получаем, что [
D, [X2,X4]

]
= 0.

Следовательно, согласно лемме 1 [X2,X4] = 0, и поэтому L5 порождается эле-
ментом [X1,X4] = X1 1 2 1.
Обозначим X5 = [X1,X4], тогда [D,X5] = (eu + e−u)X4.
Пространство L6 есть линейная оболочка элементов [X1,X5], [X2,X5],

[X3,X4]. Используя тождество Якоби, имеем

[X3,X4] = [X2,X5].

Поэтому L6 порождается элементами [X1,X5] = X1 1 1 2 1, [X2,X5] = X2 1 1 2 1.
Пусть [X1,X5] = X6, тогда

[D,X6] = −(eu − e−u)X5 + (eu + e−u)[X2,X5], [D,X2 1 1 2 1] = (eu + e−u)X4.

Линейная оболочка L7 порождается элементами

[X1,X6], [X2,X6], [X3,X5], [X1,X2 1 1 2 1], [X2,X2 1 1 2 1].

Используя тождество Якоби, имеем

[X3,X5] = −[X1,X2 1 1 2 1] + [X2,X6].

Нетрудно показать, что[
D, [X2,X2 1 1 2 1]

]
= (eu − e−u)X4 = [D,X5],
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следовательно, [X2,X2 1 1 2 1] = X5. Кроме того, поскольку[
D, [X1,X2 1 1 2 1]

]
= −(eu + e−u)[X2,X2 1 1 2 1] + (eu + e−u)X5,[

D, [X2,X6]
]

= −(eu + e−u)[X2,X2 1 1 2 1] + (eu + e−u)X5,

то [X1,X2 1 1 2 1] = [X2,X6] и [X2,X6] = 0. Значит, L7 порождается элементом
[X1,X6] = X1 1 1 1 2 1.
Пусть Xi+1 = [X1,Xi], тогда

[D,Xi+1] = (eu − e−u)Xi − (eu + e−u)[X2,Xi], (26)[
D,

[
X2, [X2,Xi]

]]
= (eu − e−u)Xi−1 + (eu + e−u)[X2,Xi−1], (27)

[Xj ,Xi−j+3] = 0, j = 3, 4, . . . , (28)

[Xj ,X2 1...1 2 1] = 0, j = 3, 4, . . . . (29)

Так как [
D, [X2,Xi+1]

]
= −(eu + e−u)

[
X2, [X2,Xi]

]
+ (eu + e−u)Xi

и [
D,

[
X1, [X2,Xi]

]]
= −(eu + e−u)

[
X2, [X2,Xi]

]
+ (eu + e−u)Xi, (30)

то
[X2,Xi+1] =

[
X1, [X2,Xi]

]
. (31)

Предположим, что L2k−1 порождается элементом [X1,X2k−2]. Заметим, что

[X2,X2k−2] = 0.

Тогда линейная оболочка L2k порождается элементами

[X1,X2k−1], [X2,X2k−1], [X3,X2k−2], . . . , [Xj ,X2 1...1 2 1].

В соответствии с формулами (28) и (29) все эти элементы, кроме первых двух,
равны нулю. Значит, L2k порождается элементами [X1,X2k−1], [X2,X2k−1] и[

D, [X2,X2k−1]
]

=

= −(eu + e−u)
[
X2, [X2,X2k−2]

]
+ (eu + e−u)X2k−2 = (eu + e−u)X2k−2.

Теперь пусть L2k порождено элементами [X1,X2k−1], [X2,X2k−1], тогда
L2k+1 есть линейная оболочка элементов

[X1,X2k], [X2,X2k],
[
X1, [X2,X2k−1]

]
,

[
X2, [X2,X2k−1]

]
,

[X3,X2k−1], . . . , [Xj ,X2 1...1 2 1].

Из соотношений (28) и (29) следует, что

[X3,X2k−1] = [X4,X2k−2] = . . . = [Xj ,X2 1...1 2 1] = 0,

а из (26), (27) имеем[
D,

[
X2, [X2,X2k−1]

]]
= (eu − e−u)X2k−2 + (eu + e−u)[X2,X2k−2] = [D,X2k−1],
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т. е.
[
X2, [X2,X2k−1]

]
= X2k−1. Соотношения (30) и (31) принимают вид

[X2,X2k] =
[
X1, [X2,X2k−1]

]
= −(eu + e−u)X2k−1 + (eu + e−u)X2k−1 = 0.

Следовательно, L2k+1 порождается элементом [X1,X2k]. Из принципа матема-
тической индукции вытекает справедливость равенств (24).

Таким образом, базис x-характеристической алгебры Ли A состоит из эле-
ментов

X1, X2, X2 1, Y3, Y4, Y5, Z5, Y6, Y7, Z7, . . . , Y2n, Y2n+1, Z2n+1, . . . .

Отметим, что в [3] уравнение sh-Гордона представлено как квадратичная систе-
ма и предложен другой базис характеристической алгебры.

4. Уравнения uxy = f(u, ux)

x-характеристическая алгебра Ли A уравнения (3) порождается векторными
полями

X1 =
∞∑

i=1

Di−1(f)
∂

∂ui
, X2 =

∂

∂u
,

а y-характеристическая алгебра Ли Ā—полями

Y1 = u1
∂

∂u
+

∞∑
i=1

D̄i−1(f)
∂

∂ūi
, Y2 =

∂

∂u1
.

Напомним, что

A =
∞⋃

i=2

Li, Ā =
∞⋃

i=2

L̄i, Ln =
n⋃

i=2

Li, L̄n =
n⋃

i=2

L̄i, n = 3, 4, . . . ,

где Ln (L̄n) — линейная оболочка векторных полей Xi1 i2... in
(соответственно

Yi1 i2... in
) (см. раздел 3).

Классификация уравнений (3) основана на следующем предложении.

Лемма 5. Если

X =
∞∑

i=1

αi
∂

∂ui
, αi = αi(u, ū1, u1, u2, . . . , uni

), i = 1, 2, . . . ,

Y =
∞∑

i=1

ᾱi
∂

∂ūi
, ᾱi = ᾱi(u, u1, ū1, ū2, . . . , ūni

), i = 1, 2, . . . ,

то [D,X] = 0 и [D̄, Y ] = 0 тогда и только тогда, когда X = 0 и Y = 0 соответ-
ственно.

Исследование линейных пространств L̄n, n = 3, 4, приводит к следующему
результату.
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Если dim L̄3 = 2, то уравнение (3) имеет вид

uxy = uxR(u). (32)

Если dim L̄4 = 3, то

uxy = R(ux), R′ − ux

R
= λ, λ = const, (33)

либо
uxy = euR(ux), RR′ − ux = 0, (34)

либо
uxy = s(u)ux + B, B = const �= 0; (35)

Если dim L̄4 = 4, то
uxy = s(u)ux + B(u), (36)

либо
uxy = s(u)R(ux), R′ − α

ux

R
= λ, λ = const, (37)

либо
uxy = euR(ux), (38)

где функция R удовлетворяет системе уравнений

c′1R + 2c1R
′ = λuxc2

1R
2, c1(1 − λR)(uxR′ − R) + R′′ = 0,

либо
uxy = euR(ux), (39)

где функция R удовлетворяет системе уравнений

R′′ + c3λ(R − uxR′) = 0, c3(R′ − c3uxλR) + c′3R = 0,

либо
uxy = R(ux). (40)

Уравнения вида uxy = euR(ux) можно записать следующим образом:

υy = eu, ux = ϕ(υ).

Последнее сводится к уравнению

υxy = υxϕ(υ). (41)

Задача об интегрировании уравнений (32)—(34) и (38)—(40) сводится к ин-
тегрированию обыкновенного уравнения; далее мы эти уравнения рассматривать
не будем. Интерес представляют уравнения (36) и (37).
Линейное пространство L̄4 порождается операторами

Y1, Y2, Y3 = [Y2, Y1], Y4 = [Y2, Y3], Y5 = [Y1, Y3].

Для уравнения (36) Y4 = 0, а для уравнения (37)

Y4 =
α

R2(u1)
(Y1 − u1Y3). (42)
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Пусть Y6 = [Y2, Y5], Y7 = [Y1, Y5] и Y8 = [Y2, Y7], Y9 = [Y1, Y7], Y10 = [Y3, Y5].
Для уравнения (36) Y6 = 0 и Y10 = Y8, а для уравнения (37) имеем

Y6 = −αu1

R2
Y5, Y10 =

αu1

R2
Y7 + Y8,

поэтому dim L̄5 = 5, dim L̄6 � 7. При dim L̄6 = 6 уравнение (36) сводится
к уравнению типа (32), а для уравнения (37) получаем

s′′ = 0, α = 2λ2. (43)

При s = u уравнение (37), (43) приводится к виду

uxy = 3uR(ux), (ux − R)(R + 2ux)2 = 1, (44)

которое связано с уравнением υxy = eυ + e−2υ дифференциальной подстановкой
(см. [4])

υ = −1
2

ln(ux − R).

Рассматривая x-характеристическую алгебру Ли, а именно линейные про-
странства L3 и L4, получаем следующее.
Если dimL3 = 2, то уравнение (3) принимает вид

uxy = eαuR(ux), α = const. (45)

Если dimL4 = 3, то
uxy = s(u)ux, (46)

где функция s удовлетворяет системе уравнений

s′′ − c1s − c3s
′ = 0, c̄1s + c̄3s

′ = 0,

c̄′1 + c1s = 0, c̄′3 + c3s − s′ = 0, ci = const, c̄i = c̄i(u), i = 1, 3.

Если dimL4 = 4, то
uxy = s(u)ux,

где функция s удовлетворяет системе уравнений

s′′ − c1s − c3s
′ = 0, c1 = αc5,

c′5 = c2
5s, c′3 + c5s

′ − c3c5s = 0, ci = ci(u), i = 1, 3, 5,
(47)

или уравнениям

s′′ + c̄1s + c̄3s
′ = 0, c̄′3 = s′,

c̄′5 = −s, c̄1 = const, c̄3 = c̄3(u), c̄5 = c̄5(u).
(48)

Если dimL4 = 4, то возможно также, что

uxy = s(u)R(ux), (49)

где функция s такая, что

s′′ − c3s
′ − c1s = 0, c1, c3 = const. (50)
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Уравнения (46)—(48) относятся к уравнениям типа (41).
Рассмотрим уравнения (49), (50), для которых dim L̄4 = 4, а именно функция

R(ux)—решение уравнения

R′ − ux

R
= β, β = const. (51)

Принимая во внимание, что X4 = c1X1 + c3X3, и полагая

X6 = [X2,X5], X7 = [X1,X5], X8 = [X2,X7],
X9 = [X1,X7], X10 = [X3,X5],

нетрудно показать, что X6 = c3X5 и X10 = −c3X7 + X8. Заметим, что если
X4 = 0, то s(u) = u, а при X6 = 0 s(u) = sinu. Видно, что dimL5 = 5. Условие
dimL6 = 6 для данного уравнения (т. е. для (49)—(51)) эквивалентно тому, что
s(u) = u. При этом X8 = −X1 + uX3 + βX5.
При λ = 0 для функции s = sin u уравнения (49)—(51) связаны с уравнением

υxy = sin υ дифференциальной подстановкой υ = arcsin ux + u, а при s = u они
связано подстановкой υ = arcsinux.
Структура x-характеристической алгебры Ли уравнений

uxy = u
√

1 − u2
x, uxy = sinu

√
1 − u2

x (λ = 0)

аналогична структуре x-характеристической алгебры Ли уравнения sh-Гордо-
на (9), а y-характеристическая алгебра уравнения (44) имеет ту же структуру,
что и характеристическая алгебра уравнения Цицейки (10).
Отметим, что полученный список интегрируемых уравнений совпадает с из-

вестным списком.
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