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Аннотация

Найдены обратный и «стандартный» операторы рекурсии для внутреннего обоб-
щённого уравнения синус-Гордона для произвольного n > 2, где n—число неза-
висимых переменных. Среди потоков, порождённых прямым оператором рекурсии,
выделен многокомпонентный аналог потенциального модифицированного уравнения
Кортевега—де Фриза.

Abstract

M. Marvan, M. Pobořil, Recursion operator for the intrinsic generalized sine-Gordon
equation, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 7, pp. 117—128.

We find the inverse and direct recursion operator for the intrinsic generalized sine-Gor-
don equation in any number n > 2 of independent variables. Among the flows generated
by the direct operator we identify a higher-dimensional analogue of the pmKdV equation.

Введение

Операторы рекурсии общего вида, введённые Олвером [23], являются псев-
додифференциальными операторами

s∑
i=−r

fiD
i
x ◦ hi,

отображающими симметрии в симметрии; таким образом, эти операторы мо-
гут порождать бесконечные серии симметрий. Важное обобщение, сделанное
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Гэтри [15], устраняет присущие этому подходу проблемы с интерпретацией
D−1

x . Более того, существует связь между определением Гэтри и теорией на-
крытий [16, 17], из которой следует, что в больши́х размерностях главные
компоненты операторов рекурсии Гэтри становятся тривиальными, если толь-
ко рассматриваемая система не является (максимально) переопределённой [19].
Цель данной статьи— продемонстрировать существование переопределён-

ных систем в произвольной размерности, которые допускают нетривиальный
оператор рекурсии в смысле определения Гэтри, причём мы стараемся не ис-
пользовать билокальный подход, обычно применяемый к многомерным систе-
мам [6, 12, 13].
Рассматриваемая система— это внутреннее обобщённое уравнение си-

нус-Гордона [5], описывающее метрики n-мерных римановых пространств M
постоянной секционной кривизны K, погружённых в (2n − 1)-мерное риманово
пространство M̄ постоянной секционной кривизны K̄. В частном случае плоской
метрики (K = 0) на M это уравнение обычно называется внутренним обобщён-
ным волновым уравнением. Известно, что эти системы интегрируемы в смысле
теории солитонов. В частности, данные уравнения допускают преобразования
Бэклунда [5] и имеют солитонные решения [14, 26]. С указанным уравнени-
ем тесно связаны обобщённое уравнение синус-Гордона и обобщённое волновое
уравнение [1, 27, 29], которые описывают погружения, а также так называемые
обобщённое уравнение и внутреннее обобщённое уравнение [4, 7], описываю-
щие псевдоримановы метрики. Все эти системы также являются интегрируемы-
ми. Список литературы, содержащей результаты по этим системам, постоянно
растёт: см., например, [8, 11, 30,32], и это только малая часть.
Лиевские симметрии систем внутреннего обобщённого уравнения синус-Гор-

дона и внутреннего обобщённого волнового уравнения были получены Тенен-
блат и Винтерницем [28] одновременно с соответствующими инвариантными
решениями; данный результат был перенесён Феррейрой [10] на случай обоб-
щённого уравнения, однако до сих пор не была найдена ни одна высшая сим-
метрия. Мы используем оператор рекурсии, найденный в настоящей статье,
для построения локального потока третьего порядка, который мы назвали обоб-
щённым потенциальным модифицированным уравнением Кортевега—де Фриза
и который, по-видимому, является интегрируемой эволюционной системой.
Если не оговорено противное, все индексы ниже изменяются от 1 до n.

Внутреннее обобщённое уравнение синус-Гордона

Сведения об этом уравнении можно найти в [5,26,28].
Пусть n-мерное риманово многообразие M постоянной секционной кривиз-

ны K погружено в (2n − 1)-мерное риманово многообразие M ′ постоянной сек-
ционной кривизны K. На многообразии M можно ввести ортогональные коор-
динаты x1, . . . , xn, I = (v1 dx1)2 + . . . + (vn dxn)2 с n коэффициентами Ламе
v1, . . . , vn, удовлетворяющими алгебраическому условию
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∑
i

(vi)2 = 1 (1)

и системе из n3 − n2 + n дифференциальных уравнений первого порядка

vi
j = vjhji, j �= i,

vi
i = −

∑
s �=i

vshis,

hij
i = −hji

j − Kvivj −
∑
s �=i,j

hsihsj , i > j,

hij
j = −hji

i −
∑
s �=i,j

hishjs, i < j,

hij
k = hikhkj , j �= i �= k �= j.

(2)

Здесь hij , i �= j, — это n2 − n вспомогательных функций (так называемые ко-
эффициенты вращения). Нижние индексы обозначают дифференцирование; так,
vi

j означает ∂vi/∂xj и т. д.
Эта система называется внутренним обобщённым уравнением синус-Гордо-

на при K �= 0 и внутренним обобщённым волновым уравнением при K = 0.
Результаты, сформулированные для внутреннего обобщённого уравнения си-
нус-Гордона, легко переносятся на внутреннее обобщённое волновое уравне-
ние. В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что hii = 0, и тем самым
избавимся от ограничений на индексы суммирования.
Для начала мы проверим сильно переопределённую систему (2) на совмест-

ность. Эта система является ортономной в смысле теории Рикье (см. [9, § 6], где
имеется компактное изложение этой теории) при подходящем упорядочении по
рангу производных. А именно, если производные ∂r1+...+rn/(∂x1)r1 . . . (∂xn)rn

упорядочены лексикографически, сначала по их суммарному порядку r1+. . .+rn,
затем по степени rn в xn, далее по степени rn−1 в xn−1 и т. д., то (2) раз-
решено (независимо от того, какие ранги приписаны зависимым переменным
vi, hij) относительно производных высшего ранга; следовательно, то же вер-
но для его бесконечного продолжения, происходящего из дифференцирования
каждого уравнения из (2) по произвольному набору переменных xi.
Производные в левой части уравнения (2) и его бесконечного продолже-

ния называются главными и становятся функциями от остальных— парамет-
рических—производных. Теперь легко увидеть, что система (2) пассивна в том
смысле, что все её условия интегрируемости (равенства смешанных производ-
ных) тождественно выполняются, причём мы можем это установить даже без
ссылки на алгебраическое условие (1). Более того, легко проверить, что произ-
водная

∑
i

vivi
k от левой стороны (1) по произвольному переменному xk зануля-

ется в силу первых двух уравнений системы (2). Отсюда мы заключаем, что и
вся система (1), (2) пассивна.
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Условие (1) означает, что точка (v1, . . . , vn) лежит на Sn−1, т. е. на единичной
сфере. Тогда vn можно выразить через v1, . . . , vn−1 на каждой из двух полусфер
vn > 0 и vn < 0 сферы Sn−1. Следовательно, полный список параметрических
производных, которые будут использоваться ниже, выглядит так:

v1, . . . , vn−1, hij , i �= j, hij
i...i︸︷︷︸

r

, i > j, hij
j...j︸︷︷︸

r

, i < j, (3)

где r и j—произвольные натуральные числа.
В терминах геометрической теории систем уравнений с частными производ-

ными [25] мы имеем следующую картину. Пусть Y обозначает произведение
единичной сферы Sn−1 с выбранными на ней координатами v1, . . . , vn−1 и ариф-
метического пространства R

n(n−1) с выбранными в нём координатами hij , i �= j.
Рассмотрим тривиальное расслоение π : Y × M → M и его бесконечное про-
должение J∞π. Тогда система (2) и её бесконечное продолжение (состоящее
из всех её дифференциальных следствий), рассмотренное выше, определяют
подмногообразие E в J∞π. Поскольку система пассивна, дифференциальные
следствия с одинаковыми главными производными в левой части эквивалент-
ны. Параметрические производные (3) тогда служат координатами вдоль слоёв
в E → M .
Пусть задана функция f ∈ C∞J∞π. Чтобы найти её ограничение f |E на E ,

надо заменить каждую главную производную, от которой зависит f , на правую
часть соответствующего уравнения (2) или его дифференциального следствия
и повторять эту процедуру до тех пор, пока мы не избавимся от всех глав-
ных производных (что гарантируется упорядочением Рикье). После этого мы
получим функцию, которая уже не зависит от производных координат vi. Затем
vn заменяется его выражением через координаты v1, . . . , vn−1. Эта легко осуще-
ствимая процедура приводит нас к функции, содержащей лишь параметрические
производные (3).
Обычные полные производные по xk допускают ограничение на E , а именно

Dk =
∂

∂xk
+

n−1∑
i=1

vi
k|E

∂

∂vi
+

∑
i<j

hij
k |E ∂

∂hij
+

+
∑
r>0

∑
i>j

hij
i...i︸︷︷︸

r

k

∣∣
E

∂

∂hij
i...i︸︷︷︸

r

+
∑
r>0

∑
i<j

hij
j...j︸︷︷︸

r

k

∣∣
E

∂

∂hij
j...j︸︷︷︸

r

,

где коэффициенты vi
k|E , hij

k |E и т. д. определяются из системы (2) и её продол-
жений.

Представление нулевой кривизны

Для системы (2), согласно [5], такое представление состоит из разреженных
антисимметричных (2n × 2n)-матриц A(k), k = 1, . . . , n, заданных соотношени-
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ями

Aij
(k) = δj

khji − δi
khij ,

An+i,j
(k) = −Ai,n+j

(k) =
(

K

4z
− z

)
δi
kδj

k − K

2z
δi
kvjvk,

An+i,n+j
(k) = δj

khij − δi
khji.

(4)

Здесь z—это так называемый спектральный параметр. Условие нулевой кривиз-
ны

A(k)xl − A(l)xk + [A(k),A(l)] = 0,

которое имеет место как следствие системы (2), геометрически выражается в ви-
де (

DlA(k) − DkA(l) + [A(k),A(l)]
)∣∣

E = 0. (5)

Симметрии и операторы рекурсии

Как хорошо известно (см., например, [25]), симметрию уравнения с частными
производными можно отождествить с вертикальным векторным полем

Q =
∑

ι

Qι ∂/∂qι

на соответствующем многообразии E → M . Поле Q должно коммутировать
с полной производной Dk, ограниченной на E . Оказывается, что симметрии си-
стемы уравнений {F l = 0} удовлетворяют линеаризованной системе {�F l = 0},
где

�F l =
∑

ι

∂F l

∂qι
Qι,

причём qι пробегают координаты многообразия E (параметрические производ-
ные). Более того, из условия перестановочности с Dk следует, что коэффици-
ент Qκ, соответствующий производной qκ = Dkqι другой координаты qι, можно
выразить в виде Qκ = DkQι. Таким образом, единственные коэффициенты, ко-
торые нужно найти, — это Qj , соответствующие переменным qj порядка 0 (vi

и hij в нашем случае).

Итак, рассмотрим нашу систему (1), (2). Её симметрии определяются функ-
циями V i, Hij на многообразии E (т. е. функциями, зависящими от (3)), которые
удовлетворяют системе уравнений
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∑
i

viV i = 0,

V i
j = vjHji + hjiV j , j �= i,

V i
i = −

∑
s �=i

(vsHis + hisV s),

Hij
i = −Hji

j − K(viV j + vjV i) −
∑
s �=i,j

(hsiHsj + hsjHsi), i > j,

Hij
j = −Hji

i −
∑
s �=i,j

(hisHjs + hjsHis), i < j,

Hij
k = hikHkj + hkjHik, j �= i �= k �= j,

(6)

где V i
j = DjV

i и т. п.

Следуя Гэтри [15] и нашим прежним наблюдениям [19], мы интерпретиру-
ем оператор рекурсии как автопреобразование Бэклунда для линеаризованной
системы (6).

Как правило [2,22], существует оператор рекурсии, который можно выразить
в терминах некоторой вспомогательной системы уравнений, тесно связанной
с представлением нулевой кривизны, а именно системы

Wxk = [A(k),W] + �A(k) , (7)

где �A(k) вычисляются покомпонентно. В нашем случаеW— это антисимметрич-
ная (2n × 2n)-матрица, родственная матрицам A(k). Совместность системы (7)
следует из условия нулевой кривизны (5).

Теперь легко проверить, что если V i, Hij — симметрии и W удовлетворя-
ет (7), то V ′i, H ′ij , заданные формулами

V ′i = 2zV i − 2z
∑
s �=i

vsW is,

H ′ij = Kvj
n∑

s=1

vsW s,n+i −
(

1
2
K + 2z2

)
W j,n+i,

(8)

тоже являются симметриями. Таким образом, формулы (7) и (8) определяют
семейство операторов рекурсии Rz для внутреннего обобщённого уравнения
синус-Гордона. Будучи применён к (локальной) симметрии внутреннего обоб-
щённого уравнения синус-Гордона, оператор Rz производит ровно 1

2n(n − 1)
симметрий, все они, как правило, сильно нелокальны. В таких случаях «стан-
дартный» оператор рекурсии надо искать среди обратных к Rz − λ Id при под-
ходящем значении λ и подходящем выборе спектрального параметра z.
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«Стандартный» оператор рекурсии

Оказывается, что этот оператор совпадает с R−1
z , если K �= ±4z2. Обраще-

ние оператора Rz (при произвольном n) использует (7), (8), линеаризованное
уравнение (6) и то же самое линеаризованное уравнение (6), написанное для
V ′i, H ′ij (мы будем ссылаться на него как на (6′)), чтобы выразить V i, Hij через
V ′i, H ′ij , исключая, по возможности, как можно большее число величин W ij .
Для начала заметим, что

V i =
1
2z

V ′i +
∑
s �=i

vsW is

из первого уравнения (8) и

Hij = −DiW
ij +

∑
s

hisW js +
(

K

4z
− K

2z
(vi)2 − z

)
W j,n+i +

K

2z
vivjW i,n+i

из верхней левой внедиагональной части системы (7). Для всех i �= j мы тогда
получаем

W i,n+j = −2
H ′ji

K + 4z2
+

4Kvi
∑

s vsH ′js

(K + 4z2)(K − 4z2 − 2K(vj)2)
− 2KvivjW j,n+j

K − 4z2 − 2K(vj)2

из второго уравнения (8) в предположении, что K �= −4z2. Подобным образом
все оставшиеся компоненты W ij и Wn+i,n+j можно выразить алгебраически
через W i,n+i, предполагая дополнительно, что K �= 4z2. Пропустим детали уто-
мительных вычислений. В конце концов мы получаем выражения для W i,n+i

в терминах «потенциалов» Qi, которое можно описать следующим образом.
Пусть

qi
i = K(vi)2 +

∑
s

((hsi)2 + (his)2),

qi
k = −2hikhki для i �= k.

Тогда Dlq
i
k = Dkqi

l для всех k �= l на E , и поэтому горизонтальные формы
ξi = qi

k dxk определяют абелево накрытие над (2) (см. [3]). Тогда линеаризован-
ные формы Ξi = Qi

k dxk с

Qi
i = 2KviV ′i + 2

∑
s

(hsiH ′si + hisH ′is),

Qi
k = −2hikH ′ki − 2hkiH ′ik для i �= k

(9)

удовлетворяют условию DlQ
i
k = DkQi

l на (6
′) и, следовательно, определяют

абелево накрытие над линеаризованным уравнением (6′). Требуемые потенциа-
лы Qi являются попросту естественно выбранными нелокальными переменными
на этом накрытии, которые можно представлять себе как независимые величи-
ны, удовлетворяющие соотношениям

DkQi = Qi
k. (10)
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В терминах потенциалов Qi конечный результат обращения Rz таков:

V i = 2
∑

s

vsDiH
′is + 2

∑
t

hti
∑

s

vsH ′ts − 2
∑

t

htiviH ′ti −

− 2K(vi)2V ′i +
∑

s

vs(hisQi − hsiQs),

Hij = −2D2
i H ′ij − 2

∑
s

hisDsH
′sj − 2

(
K(vi)2 +

∑
s

(hsi)2
)

H ′ij −

− 2
∑

s

(
hijhisH ′is + 2hijhsiH ′si +

(
hsi

i +
∑
t�=j

hithst

)
H ′sj

)
−

− 2Khij(2viV ′i − vjV ′j) −

− hij
i Qi +

(
hji

i +
∑

s

hishjs

)
Qj −

∑
s

hishsjQs

(11)

(зависимость от z устранена делением оператора рекурсии на подходящую функ-
цию z). Из уравнений (6′), (9)—(11) следует (6). Таким образом, уравнения
(9)—(11) определяют оператор рекурсии, обозначаемый всюду далее L, для вну-
треннего обобщённого уравнения синус-Гордона.
Замечание 1. Полные производные Dk в (10) являются полными производ-

ными для накрывающего уравнения (они коммутируют вследствие соотношений
DlQ

i
k = DkQi

l) и, следовательно, уравнение (10) несколько формально. Толь-
ко когда L применяется к некой исходной симметрии σ с компонентами V ′i,
H ′ij , величины Qi

k, так же как и Ξi = Qi
k dxk, порождают объекты на E (или

на его подходящем накрытии, если исходная симметрия нелокальна). Довольно
часто случается, что индуцированные формы Ξi точны на E , и следовательно,
потенциалы Qi существуют как функции на E , а результирующая симметрия
L(σ) локальна. Если Ξi не точны на E , то они индуцируют абелево накрытие Ẽ
над E , и L(σ) тогда является нелокальной симметрией с тенью, определённой на
Ẽ [17, 19]. (Это обычно происходит с Rz(σ) и объясняет, почему операторы Rz

не порождают локальных симметрий.)

Другие случаи

Рутинные вычисления показывают, что оператор Rz −λ Id обратим при всех
λ �= 0, однако способность порождать локальные симметрии у обратного опера-
тора (Rz − λ Id)−1 ничуть не больше, чем у самого Rz, поэтому мы продолжим
исследование при λ = 0.
В двух сингулярных случаях, когда K = ±4z2, автопреобразование Бэк-

лунда Rz допускает редукцию множества нелокальных переменных (см. [20]).
Если K = −4z2, то Rz можно записать в терминах 2n нелокальных переменных

pi =
n∑

j=1

vjW ij , i = 1, . . . , 2n, в виде
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V ′i = 2z(V i − pi), H ′ij = 4z2vjpn+i,

где pi удовлетворяют другой определяющей линейной системе pi
xk = Bij

(k)p
j +

+ B′i
(k), явный вид которой здесь не важен. Из второго уравнения сразу же

следует, что H ′i1/v1 = . . . = H ′n1/vn; следовательно, образ оператора Rz не
совпадает со всем E , и поэтому Rz необратим.
Если K = 4z2, то максимально редуцированное множество нелокальных пе-

ременных имеет вид pi =
n∑

j=1

vjW ij при i = 1, . . . , n и qij = vjW i,n+j −viW j,n+j

при i, j = 1, . . . , n. Мы можем выразить Rz через pi, qij в виде

V ′i = 2z(V i − pi), H ′ij = 4z2

(∑
s

vsvj

vi
qsi − qji

vi

)
,

опуская весьма громоздкие линейные системы для pi, qij . Так же как и в преды-
дущем случае, подробное исследование обнаруживает, что полученный оператор
необратим.

Иерархия симметрий

По-видимому, иерархия, порождённая оператором L, содержит бесконечно
много коммутирующих симметрий, как это обычно бывает для других интегри-
руемых уравнений. Поскольку, однако, мы пока не располагаем доказательством
этого предположения, приведём лишь несколько первых членов этой иерархии.
Как объяснено в замечании 1, применение оператора Гэтри L к исходной

симметрии S требует решения уравнения (10) с коэффициентами, заданными
соотношением (9), где V ′i, H ′ij заменены компонентами исходной симметрии.
Применяя L к нулевой симметрии, мы выводим из (9), (10), что Qi посто-

янны, и поэтому всюду далее мы будем обозначать их −ci. Тогда из (11) мы
получаем n-мерную алгебру симметрий первого порядка

V i =
∑

s

(vshsics − vshisci), Hij = hij
i ci + hij

j cj +
∑

s

hishsjcs,

параметризованную константами c1, . . . , cn. Вследствие (2) их можно отожде-
ствить с очевидными трансляциями по x,

V i =
∑

s

vi
sc

s, Hij =
∑

s

his
s cs.

В [28] было доказано, что они исчерпывают алгебру лиевских симметрий при
K �= 0.
Применение оператора L к трансляциям по x требует решения системы (10),

где на этот раз

V ′i =
∑

s

(vshsics − vshisci), H ′ij = hij
i ci + hij

j cj +
∑

s

hishsjcs.
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Тогда потенциалы Qi для Qi
k из (9) являются просто локальными функциями:

Qi =
(

K(vi)2 +
∑

s

(his)2 +
∑

s

(hsi)2
)

ci − 2
∑

s

hishsics.

Получающаяся при этом симметрия имеет следующие компоненты:

V i = −2
∑

s

his
ii v

sci +
( ∑

s

vshis

)(
3K(vi)2 +

∑
s

(his)2 + 3
∑

s

(hsi)2
)

ci +

+ 2
∑

s

hsi
ssv

scs + 2
∑

s

∑
t

vt(hsi
s hst − hst

s hsi)cs +

+
∑

s

vshsi

(
3K(vs)2 +

∑
t

(hst)2 + 3
∑

t

(hts)2
)

cs

и

Hij = 2hij
iiic

i + 6hij
∑

s

hsihsi
i ci − 6Kvihij

∑
s

vshisci +

+ hij
i

(
3K(vi)2 + 3

∑
s

(his)2 +
∑

s

(hsi)2
)

ci + 2hij
jjjc

j + 6hij
∑

s

hjshjs
j cj +

+ hij
j

(
3K(vj)2 + 3

∑
s

(hjs)2 +
∑

s

(hsj)2
)

cj +

+ 2
∑

s

(his
ssh

sj − his
s hsj

s + hsj
ssh

is)cs +

+ 3
∑

s

hishsj

(
K(vs)2 +

∑
t

(hst)2 +
∑

t

(hts)2
)

cs

(постоянные интегрирования уравнений (10) здесь опущены; они лишь поро-
ждают добавочные трансляции по x).
Рассмотрим базис симметрий V i

k , Hij
k , полученных подстановкой ci = δik.

Интересно, что выражения V i
k , Hij

k содержат лишь производные по xk при
каждом k. В частности, {vi

τ = V i
k , hij

τ = Hij
k }—это система эволюционных

уравнений по τ и xk, которую мы в дальнейшем будем называть обобщён-
ным потенциальным модифицированным уравнением Кортевега—де Фриза. Это
мотивировано тем, что при n = 2 уравнение (2) превращается в уравнение
синус-Гордона wy1,y2 = −K sin w при отождествлении

v1 = cos
1
2
w, v2 = sin

1
2
w, h12 =

1
2
wx1 , h21 = −1

2
wx2 ,

y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2

[26]. То же самое отождествление переводит V i
1 в потенциальное модифици-

рованное уравнение Кортевега—де Фриза: wt = wxxx + 1
2w3

x (с добавочным
устранимым членом 3Kwx). Известно, что потенциальное модифицированное
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уравнение Кортевега—де Фриза совпадает с первым потоком иерархии, ассоци-
ированной с уравнением синус-Гордона [18]. Мы предполагаем, что обобщённое
потенциальное модифицированное уравнение Кортевега—де Фриза и его высшие
аналоги являются интегрируемыми.
По-видимому, (1+1)-мерная иерархия обобщённого потенциального модифи-

цированного уравнения Кортевега—де Фриза допускает бигамильтонову форму-
лировку и классический оператор рекурсии, а локальность этой иерархии можно
доказать, используя результаты Сергеева [24]. Эти и иные интересные вопросы
мы обсудим в другой публикации.
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