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Аннотация

С помощью преобразований типа Миуры и преобразований по решению, применён-
ных к гидродинамической цепочке Бенни, найдены гидродинамические редукции гид-
родинамической цепочки, ассоциированной с бездисперсионным пределом (2+1)-мер-
ного уравнения Гарри—Дима.

Abstract

M. V. Pavlov, Transformations of integrable hydrodynamic chains and their hydro-
dynamic reductions, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 7,
pp. 167—175.

Hydrodynamic reductions of the hydrodynamic chain associated with dispersionless
limit of the (2 + 1)-dimensional Harry–Dym equation are found by using the Miura type
and reciprocal transformations applied to the Benney hydrodynamic chain.

1. Введение

Методом гидродинамических редукций (см., например, [9, 10, 12, 13]) мож-
но найти решения интегрируемых гидродинамических цепочек и (2 + 1)-мерных
квазилинейных систем. Предположим, что нам дана некоторая гидродинамиче-
ская цепочка. Тогда мы можем попытаться отыскать гидродинамические редук-
ции для этой гидродинамической цепочки с помощью вышеупомянутого метода
гидродинамических редукций или с помощью ∂̄-метода (см. [5]). Тем самым гид-
родинамические редукции бездисперсионного предела (2+1)-мерного уравнения
Гарри—Дима можно найти либо непосредственно, с помощью гамильтонова под-
хода, применённого к гидродинамической цепочке Купершмидта (см. [25, 26]),
либо с помощью ∂̄-подхода (см. [29]). В этой статье, однако, мы займемся пе-
ресчётом гидродинамических редукций гидродинамических цепочек, связанных
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преобразованиями типа Миуры и преобразованиями по решению. Это означа-
ет, что мы будем использовать уже известные гидродинамические редукции
гидродинамических цепочек Бенни (см. [1—3, 5, 18, 19, 30]) для реконструкции
гидродинамических редукций для бездисперсионного предела (2 + 1)-мерного
уравнения Гарри—Дима.

Итак, данная статья посвящена построению гидродинамических редукций,
общих для (2 + 1)-мерных квазилинейных систем (бездисперсионное уравнение
Кадомцева—Петвиашвили, обобщённое бездисперсионное уравнение Кадомце-
ва—Петвиашвили, (2 + 1)-мерное уравнение Гарри—Дима), связанных с преоб-
разованиями типа Миуры и преобразованиями по решению (см. [6—8,22,27,28]).

Напомним (см. [11]), что гидродинамическая цепочка Бенни (см. [4])

Ak
t = Ak+1

x + kAk−1A0
x, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

удовлетворяет уравнению Гиббонса

λt − µλx =
∂λ

∂µ

[
µt − ∂x

(
µ2

2
+ A0

)]
, (2)

где уравнение отображения Римана задаётся асимптотическим разложением

λ = µ +
A0

µ
+

A1

µ2
+

A2

µ3
+ . . . . (3)

Обратное асимптотическое разложение

µ = λ − H0

λ
− H1

λ2
− H2

λ3
− . . .

задаёт бесконечную серию плотностей полиномиальных законов сохранения
Hk(A0, A1, . . . , Ak), где производящая функция законов сохранения задана со-
отношением

µt = ∂x

(
µ2

2
+ A0

)
. (4)

Поскольку преобразование Hk = Hk(A0, A1, . . . , Ak) обратимо, гидродинамиче-
скую цепочку Бенни можно записать в консервативной форме:

∂tH0 = ∂xH1, ∂tHn = ∂x

(
Hn+1 − 1

2

n−1∑
k=0

HkHn−1−k

)
, n = 1, 2, . . . . (5)

Применим производящую функцию преобразований типа Миуры (см.
[20,21])

µ = p + B0

к выписанным выше рядам (см. также [7,28]). Деформация отображения Рима-
на, определённая асимптотическим разложением

λ = p + B0 +
B1

p
+

B2

p2
+

B3

p3
+ . . . , (6)
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удовлетворяет модифицированному уравнению Гиббонса

λt − (p + B0)λx =
∂λ

∂p

[
pt − ∂x

(
p2

2
+ B0p

)]
, (7)

где динамика коэффициентов Bk задаётся модифицированной гидродинамиче-
ской цепочкой Бенни

Bk
t = Bk+1

x + B0Bk
x + kBkB0

x, k = 0, 1, 2, . . . . (8)

Замечание. Сравнение двух асимптотических разложений (3) и (6),

p + B0 +
B1

p
+

B2

p2
+

B3

p3
+ . . . = p + B0 +

A0

p + B0
+

A1

(p + B0)2
+

A2

(p + B0)3
+ . . . ,

приводит к точечным полиномиальным преобразованиям типа Миуры

Ak(B0, B1, . . . , Bk+1), k = 0, 1, 2, . . . .

Взаимосвязь между (2 + 1)-мерным уравнением Гарри—Дима и уравнени-
ем Кадомцева—Петвиашвили была установлена в [22, 27] (см. также [6]). На-
помним эту связь между соответствующими гидродинамическими цепочками
(см. [8]). Гидродинамическая цепочка, связанная с бездисперсионным пределом
(2 + 1)-мерного уравнения Гарри—Дима имеет вид (см., например, [6])

Ck
y = (C−1)2Ck+1

z + (k + 1)Ck+1C−1C−1
z , k = −1, 0, 1, 2, . . . . (9)

Деформация отображения Римана

λ = C−1q + C0 +
C1

q
+

C2

q2
+

C3

q3
+ . . . (10)

задаётся уравнением Гиббонса

λy − q(C−1)2λz =
∂λ

∂q

[
qy − ∂z

(
q2(C−1)2

2

)]
. (11)

Эта гидродинамическая цепочка имеет первый закон сохранения

∂y
1

C−1
= ∂z(−C0).

При преобразовании по решению

dx =
1

C−1
dz − C0 dy, dt = dy (12)

гидродинамическая цепочка (9) редуцируется к гидродинамической цепочке (8);
уравнение Гиббонса (11) редуцируется к уравнению Гиббонса (7); уравнение
отображения Римана (10) редуцируется к уравнению отображения Римана (6),
где производящая функция преобразований типа Миуры имеет вид

p = C−1q,
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а преобразования типа Миуры таковы (см. [8]):

Bk = Ck(C−1)k, k = 0, 1, 2, . . . .

Гидродинамическая цепочка Бенни хорошо известна. Многие гидродинами-
ческие редукции (см., например, [1—3, 5, 18, 19, 30]) найдены уже много лет
назад. Ниже мы установим соотношения между гидродинамическими редукци-
ями гидродинамических цепочек, связанных преобразованиями типа Миуры и
преобразованиями по решению, и гидродинамическими цепочками Бенни.

2. Модифицированная
гидродинамическая цепочка Бенни

Рассмотрим пример. Гидродинамические редукции Захарова (см. [1, 30])

ai
t = ∂x

[
(ai)2

2
+ A0

]
, bi

t = ∂x(aibi), A0 =
N∑

n=1

bn, (13)

цепочки моментов Бенни (1) связаны с уравнением римановой поверхности

λ = µ +
N∑

n=1

bn

µ − an
.

Перепишем приведённую выше формулу в виде

λ = µ +
bi

µ − ai
+

∑
k �=i

bk

µ − ak
, (14)

где индекс i фиксирован. Подставляя ряд Тейлора

µ(i) = ai +
bi

λ
+

ci(a,b)
λ2

+
di(a,b)

λ3
+ . . .

в (4), можно получить бесконечную последовательность законов сохранения
вблизи каждой точки разложения µ(i) = ai. Гидродинамическая цепочка Бен-
ни (5) определена при k � 0. Распространим эту гидродинамическую цепочку
в отрицательном направлении. Тогда отрицательная часть гидродинамической
цепочки Бенни задаётся уравнением

∂tH−1 = ∂x

[
(H−1)2

2
+ H0

]
,

∂tH−k−1 =
1
2
∂x

[ k∑
m=0

H−m−1Hm−k−1

]
, k = 1, 2, . . . ,
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где H−1 ≡ ai, H−2 ≡ bi, и приведённая выше система гидродинамического типа

ak
t = ∂x

(
(ak)2

2
+ H−2 +

∑
n�=i

bn

)
, bk

t = ∂x(akbk), k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

∂tH−1 = ∂x

(
(H−1)2

2
+ H−2 +

∑
n�=i

bn

)
, ∂tH−2 = ∂x(H−1H−2),

связана с уравнением римановой поверхности (см. (14))

λ̃ ≡ λ(i) =
H−2

µ − H−1
+ µ +

∑
k �=i

bk

µ − ak
. (15)

Поскольку первый момент модифицированной цепочки Бенни— это B0 ≡ H−1,
уравнение римановой поверхности для соответствующей гидродинамической ре-
дукции

uk
t = ∂x

(
(uk)2

2
+ B0uk

)
, bk

t = ∂x[(B0 + uk)bk], k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

B0
t = ∂x

(
(B0)2

2
+ H−2 +

∑
n�=i

bn

)
, ∂tH−2 = ∂x(B0H−2),

модифицированной гидродинамической цепочки Бенни задаётся формулой

λ =
H−2

p
+ B0 + p +

∑
k �=i

bk

p − uk
,

где uk = ak − B0; производящая функция преобразований типа Миуры имеет
вид p = µ − B0.

3. Бездисперсионное
(2 + 1)-мерное уравнение Гарри—Дима

В заключение применим преобразование по решению (см. (12))

dz = H−2 dx + B0H−2 dt, dy = dt (16)

к приведённой выше системе гидродинамического типа.
Уравнение римановой поверхности для соответствующей гидродинамической

редукции

ūk
y = ∂z

[
(ūk)2

2
(C−1)2

]
, b̄k

y = ∂z(C−1ūk b̄k), k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

C0
y =

(
1 +

∑
n�=i

b̄n

)
C−1C−1

z + (C−1)2
∑
n�=i

b̄n
z , C−1

y = (C−1)2C0
z ,



172 М. В. Павлов

бездисперсионного предела (2 + 1)-мерного уравнения Гарри—Дима задаётся
тогда следующим образом:

λ = C−1q + C0 +
1
q

+
∑
k �=i

b̄k

q − ūk
,

где C0 ≡ B0, C−1 ≡ H−2, b̄k = bk/H−2, ūk = uk/H−2; при этом производящая
функция преобразований типа Миуры имеет вид p = qC−1.

Перепишем уравнение римановой поверхности (14) для гидродинамической
редукции Захарова (13) в виде (см. [23,24])

λ = p
N∏

k=1

p − ck

p − uk
,

где B0 ≡ H−1 =
∑

(un − cn). Применение преобразования по решению (16)
даёт нам другую гидродинамическую редукцию бездисперсионного предела
(2 + 1)-мерного уравнения Гарри—Дима

ūk
y = ∂x

[
(ūk)2

2
(C−1)2

]
, c̄k

y = ∂x

[
(c̄k)2

2
(C−1)2

]
, k = 1, 2, . . . , N,

где

C−1 ≡ H−2 =
∏ un

cn
≡

∏ ūn

c̄n
.

Соответствующее уравнение римановой поверхности задаётся формулой

λ = q
N∏

k=1

1 − q/c̄k

1 − q/ūk
.

Начнём с редукции (см. [14—17])

ak
t = ∂x

[
(ak)2

2
+

N∑
n=1

εnan

]
, k = 1, 2, . . . , N,

цепочки моментов Бенни (1)

λ = µ − εi ln(µ − ai) −
∑
k �=i

εk ln(µ − ak),
∑

εn = 0.

Введём отождествление H−1 ≡ ai, где индекс i фиксирован. Тогда приведённая
выше система гидродинамического типа

ak
t = ∂x

[
(ak)2

2
+ εiH−1 +

∑
n�=i

εnan

]
, k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

∂tH−1 = ∂x

[
(A−1)2

2
+ εiH−1 +

∑
n�=i

εnan

]
,
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будет связана с уравнением римановой поверхности (см. (15))

λ̃ ≡ λ(i) =
1

µ − H−1

∏
k �=i

(µ − ak)−εk/εi exp
µ

εi
.

Поскольку первый момент модифицированной цепочки Бенни удовлетворяет со-
отношению B0 ≡ H−1, уравнение римановой поверхности для соответствующей
гидродинамической редукции

uk
t = ∂x

(
(uk)2

2
+ B0uk

)
, k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

B0
t = ∂x

(
(B0)2

2
+

∑
n�=i

εnun

)
,

модифицированной цепочки Бенни задаётся формулой

λ =
H−2

p
ep/εi

∏
k �=i

(
1 − p

uk

)−εk/εi

.

Наконец, применим преобразование по решению (16), где

H−2 = eB0/εi

∏
k �=i

(uk)−εk/εi .

Тогда уравнение римановой поверхности для соответствующей гидродинамиче-
ской редукции

ūk
y = ∂z

[
(ūk)2

2
(C−1)2

]
, k = 1, 2, . . . , N, k �= i,

C−1
y = (C−1)2∂z

( ∑
n�=i

εn ln ūn

)
,

бездисперсионного предела (2 + 1)-мерного уравнения Гарри—Дима задаётся
формулой

λ = C−1q −
∑
n�=i

εn ln
1 − ūn/q

ūn
.

Все прочие гидродинамические редукции цепочки моментов Бенни могут быть
пересчитаны в гидродинамические редукции (9) тем же самым способом.

Автор признателен Институту математики в Тайбэе (Тайвань), где была вы-
полнена некоторая часть этой работы; автор особо признателен Цзень Сю Чжану
и Деpчи Ву за полезные и стимулирующие обсуждения.
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