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Аннотация

Рассматриваются колчаны, возникающие в теории черепичных порядков, в частно-
сти жёсткие колчаны. Доказывается, что колчан, имеющий петлю в каждой вершине,
не жёсткий, а колчан, ассоциированный с конечным частично упорядоченным множе-
ством с одним минимальным элементом, является жёстким.

Abstract

V. V. Kirichenko, V. N. Zhuravlev, I. N. Tsyganivska, On rigid quivers, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 12 (2006), no. 8, pp. 105—120.

We consider quivers that appear in the theory of tiled orders, in particular, rigid
quivers. We prove that a quiver having a loop at each vertex is not rigid, and the quiver
associated with a finite partially ordered set having one minimal element is rigid.

1. Введение

Понятие черепичного порядка ввёл И. Капланский. Его ученик Р. Тарси [16]
изучал глобальную размерность черепичных порядков над локальным дедекин-
довым кольцом O с полем частных k. Такие порядки имеют классические кольца
частных, которые являются полными матричными алгебрами Mn(k), где через
Mn(B) обозначаем кольцо всех квадратных матриц порядка n с элементами
из кольца B. В. Ятегаонкар [11] доказал, что в алгебре Mn(k) над полем
частных k локального дедекиндова кольца O существует лишь конечное чис-
ло, с точностью до изоморфизма, черепичных порядков конечной глобальной
размерности. Такие черепичные порядки изучались многими авторами (см.,
например, [1, 3—6, 10—17]). Конечномерные алгебры, тесно связанные с чере-
пичными порядками, рассматривались в [7,8].

Термин «колчан» был введён П. Габриелем в 1972 году в связи с изучением
представлений конечномерных алгебр. Это в точности конечный ориентирован-
ный граф, возможно с кратными стрелками и кратными петлями. Петля— это
стрелка, начало и конец которой совпадают.
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Отметим, что в нашей терминологии «черепичный порядок»— это нётерово
с двух сторон первичное полусовершенное и полудистрибутивное кольцо с нену-
левым радикалом Джекобсона.

В настоящей статье мы рассматриваем колчаны, которые возникают в тео-
рии черепичных порядков. Эти колчаны определяются матрицами показателей
и играют важную роль при изучении свойств черепичных порядков. Так, напри-
мер, если колчан черепичного порядка имеет петли в каждой вершине, то такой
порядок имеет бесконечную глобальную размерность (см. [17]).

2. Предварительные сведения

Напомним [3], что полумаксимальное кольцо— это полусовершенное по-
лупервичное нётерово справа кольцо A, такое что для каждого примитивного
идемпотента e ∈ A кольцо eAe является дискретно нормированным (не обяза-
тельно коммутативным).

Обозначим через Mn(B) кольцо всех (n × n)-матриц над кольцом B.

Теорема 2.1 ([9, теорема 14.5.2]). Каждое полумаксимальное кольцо изо-
морфно конечному прямому произведению первичных колец следующего вида:

Λ =




O πα12O . . . πα1nO
πα21O O . . . πα2nO
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
παn1O παn2O . . . O


 , (1)

где n � 1, O—дискретно нормированное кольцо с простым элементом π и αij —
такие целые числа, что

αij + αjk � αik, αii = 0

для всех i, j, k.

Определение 2.2. Целочисленная матрица (αij) ∈ Mn(Z) называется мат-
рицей показателей черепичного порядка и обозначается E .

Кольцо O вкладывается в классическое тело частных D, и (1) является мно-
жеством всех матриц (aij) ∈ Mn(D), таких что

aij ∈ παijO = eiiΛejj ,

где e11, . . . , enn —матричные единицы в Mn(D).
Ясно, что Q = Mn(D)—это классическое кольцо частных кольца Λ. Здесь

Q—это левое и правое классическое кольцо частных кольца Λ.
Мы будем использовать обозначение Λ = {O, E(Λ)}, где E(Λ) = (αij)—

матрица показателей кольца Λ. Если черепичный порядок приведённый, то
αij + αji > 0 для i, j = 1, . . . , n.

Обозначим через Mn(Z) кольцо всех квадратных (n×n)-матриц над кольцом
целых чисел Z. Пусть E ∈ Mn(Z).
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Определение 2.3. Целочисленная матрица E = (αij) ∈ Mn(Z) называется
матрицей показателей, если

1) αii = 0 для всех i = 1, . . . , n;
2) αij + αjk � αik для 1 � i, j, k � n.

Матрица показателей E называется приведённой, если αij + αji > 0, i, j =
= 1, . . . , n, i �= j.

Условия 1) и 2) в определении матрицы показателей являются двумя из трёх
аксиом конечного метрического пространства.

Пусть множество Mn = {m1,m2, . . . ,mn} является конечным метрическим
пространством. Обозначим через ρ(mi,mj) = dij расстояние между элемента-
ми mi и mj . Пусть D = (dij)—матрица расстояний конечного метрического
пространства Mn.

Приведём примеры матриц показателей, которые являются матрицами рас-
стояний конечных метрических пространств.

Пример 2.4. Таблица Кэли четверной группы Клейна, построенная на эле-
ментах 0, 1, 2, 3, является матрицей расстояний метрического пространства
M4 = {m1,m2,m3,m4}, состоящего из четырёх элементов. Она имеет вид

K = K(4) =




0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0


 .

Пример 2.5. Матрица ∆n, определённая ниже, задаёт матрицу расстояний
конечного метрического пространства Mn = {m1,m2, . . . ,mn}:

∆n =




0 1 2 . . . . . . n − 2 n − 1

1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . n − 2

2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 2

n − 2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1

n − 1 n − 2 . . . . . . 2 1 0




.

Пусть E = (αij)—приведённая матрица показателей. Положим E(1) = (βij),
где βij = αij для i �= j и βii = 1 для i = 1, . . . , n, и E(2) = (γij), где γij =
= min

1�k�n
(βik + βkj). Очевидно, что [Q] = E(2) − E(1) является (0, 1)-матрицей.

Мы называем колчан Q простым, если его матрица смежности [Q] является
(0, 1)-матрицей, т. е. в Q нет кратных стрелок и кратных петель.

Теорема 2.6 ([9, теорема 14.7.1]). Матрица [Q] = E(2) −E(1) является мат-
рицей смежности сильно связного простого колчана Q = Q(E).
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Определение 2.7. Колчан Q(E) называется колчаном приведённой матри-
цы показателей E .

Определение 2.8. Сильно связный простой колчан называется допусти-
мым, если он является колчаном приведённой матрицы показателей.

Определение 2.9. Две матрицы показателей E = (αij) и Θ = (θij) называ-
ются эквивалентными, если одна может быть получена из другой преобразова-
ниями следующих двух типов:

1) вычитание целого числа α из элементов i-й строки с одновременным при-
бавлением α к элементам i-го столбца;

2) одновременная перестановка двух строк и двух столбцов с одинаковыми
номерами.

Предложение 2.10 ([5]). Пусть E = (αij) и Θ = (θij)—матрицы показате-
лей и Θ получается из E преобразованиями первого типа. Тогда [Q(E)] = [Q(Θ)].

Предложение 2.11 ([5]). При преобразованиях второго типа матрица смеж-
ности [Q̃] колчана Q(Θ) изменяется по формуле [Q̃] = PT

τ [Q]Pτ , где [Q] = [Q(E)].

Определение 2.12. Допустимый колчан Q называется жёстким, если суще-
ствует единственная, с точностью до эквивалентности, матрица показателей E ,
такая что Q = Q(E).

Предложение 2.13. Если матрица показателей E = (αij) является матрицей
расстояний конечного метрического пространства, то в каждой вершине колчана
этой матрицы есть петля.

Доказательство. Если E = (αij) одновременно является матрицей пока-
зателей и матрицей расстояний конечного метрического пространства, то она
симметричная и αij + αji � 2 для всех i �= j, где i, j = 1, . . . , n. Поэтому Q(E)
имеет петлю в каждой вершине.

Обозначим через N множество натуральных чисел. Пусть m ∈ N. Если E =
= (αij)—приведённая матрица показателей, то очевидно, что mE = (mαij)
также приведённая матрица показателей, и если Q(E) имеет петлю в каждой
вершине, то Q(E) = Q(mE) для любого m ∈ N. Мы доказали следующее пред-
ложение.

Предложение 2.14. Пусть колчан Q имеет петлю в каждой вершине. Тогда
он не является жёстким.

Следствие 2.15. Колчан матрицы показателей, которая является матрицей
расстояний конечного метрического пространства, не является жёстким.

Дадим определение диаграммы конечного частично упорядоченного множе-
ства (см. [9, c. 239]).

Пусть S = {α1, α2, . . . , αn}—конечное частично упорядоченное множество
с отношением порядка �. Диаграммой множества S является колчан Q(S)
с множеством вершин V Q(S) = {1, . . . , n} и множеством стрелок AQ(S), ко-
торое определяется так: σ : i → j (i �= j), σ ∈ AQ(S) тогда и только тогда, когда
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αi � αj и не существует элемента αk, такого что αi � αk � αj , где αk �= αi и
αk �= αj . В этом случае говорят, что элемент αj накрывает αi.

Колчан без ориентированных циклов называется ациклическим колчаном.
Определение 2.16. Стрелка σ : i → j ациклического колчана Q называется

лишней, если существует путь из вершины i в вершину j длины, большей чем 1.

Теорема 2.17 ([9, предложение 11.3.11]). Пусть Q—простой ациклический
колчан без лишних стрелок. Тогда Q является диаграммой некоторого конечного
частично упорядоченного множества P . Наоборот, диаграмма Q(P ) конечного
частично упорядоченного множества P является ациклическим простым колча-
ном без лишних стрелок.

Как следует из [5, предложения 2.9 и 2.10], колчаны эквивалентных приве-
дённых матриц показателей E и Θ изоморфны.

Пусть P —произвольное частично упорядоченное множество. Напомним, что
подмножество множества P называется цепью, если любые два его элемента
сравнимы. Подмножество множества P называется антицепью, если любые два
его элемента несравнимы.

С каждой приведённой (0, 1)-матрицей показателей E ассоциировано частич-
но упорядоченное множество PE = {1, . . . , n} с отношением порядка �, которое
определяется по следующему правилу: i � j ⇐⇒ αij = 0.

Наоборот, с каждым частично упорядоченным множеством P = {1, . . . , n}
мы связываем приведённую (0, 1)-матрицу показателей EP = (λij) следующим
образом: λij = 0 ⇐⇒ i � j, иначе λij = 1.

Обозначим через Pmax множество всех максимальных элементов множе-
ства P , через Pmin —множество всех минимальных элементов множества P
и через Pmax × Pmin —их декартово произведение.

Определение 2.18. Колчан Q̃(P ), полученный из диаграммы Q(P ) добавле-
нием стрелок σij для всех (pi, pj) ∈ Pmax × Pmin, называется колчаном, ассоци-
ированным с частично упорядоченным множеством P .

Следующая теорема следует из [9, теорема 14.6.3].

Теорема 2.19. Колчан Q(EP ) совпадает с колчаном Q̃(P ).

Определение 2.20. Конечные частично упорядоченные множества S и T
называются Q-эквивалентными, если эквивалентными являются приведённые
(0, 1)-матрицы показателей ES и ET .

Предложение 2.21. Если матрицы показателей ES и ET двух частично упо-
рядоченных множеств S и T эквивалентны, то Q(ES) и Q(ET ) изоморфны.

Частично упорядоченные множества со связными диаграммами будем назы-
вать связными.

Диаграмма Q(P ) конечного частично упорядоченного множества P явля-
ется объединением своих связных компонент Q(P1), . . . , Q(Ps). Подмножества
P1, . . . , Ps будем называть связными компонентами конечного частично упоря-
доченного множества P .
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Теорема 2.22 ([2, теорема 4]). Два конечных связных частично упорядо-
ченных множества P1 и P2 являются Q-эквивалентными тогда и только тогда,
когда либо эти множества изоморфны, либо существуют разбиения этих мно-
жеств P1 = P ′

1 ∪ P ′′
1 и P2 = P ′

2 ∪ P ′′
2 , такие что каждый элемент из P ′′

1 не
превышает произвольного элемента из P ′

1, каждый элемент из P ′
2 не превышает

произвольного элемента из P ′′
2 и P ′

1 � P ′
2, P ′′

1 � P ′′
2 .

Теорема 2.23 ([2, теорема 5]). Два несвязных конечных частично упоря-
доченных множества P и S являются Q-эквивалентными тогда и только тогда,
когда изоморфны диаграммы Q(P ) и Q(S).

Теорема 2.24 ([12, теорема 5.4]). Два конечных частично упорядоченных
множества P и S Q-эквивалентны тогда и только тогда, когда Q(EP ) и Q(ES)
изоморфны.

3. Частично упорядоченные множества
с жёстким ассоциированным колчаном

Пусть P —конечное частично упорядоченное множество, Q̃(P )—ассоцииро-
ванный колчан. В теоремах 3.1, 3.4 и 3.7 приводятся достаточные условия для
множества P , чтобы колчан Q̃(P ) не был жёстким. Эти теоремы доказывают-
ся по единой схеме, которая в каждом случае включает доказательство двух
вспомогательных лемм. В доказательствах этих теорем мы используем единые
обозначения.

Теорема 3.1. Пусть P —конечное связное частично упорядоченное множе-
ство, удовлетворяющее следующим условиям:

1) для любого αi ∈ P существует такое αj ∈ P , что αi и αj несравнимы;
2) существуют αu ∈ Pmin и αv ∈ Pmax, такие что αu � αv.

Тогда колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Доказательство. Обозначим через X множество всех таких αk ∈ Pmax, что
αu � αk, а через Y —множество всех таких αl ∈ Pmin, что αl � αk для всех
αk ∈ X. Множества X и Y не пустые: αv ∈ X, αu ∈ Y .

Рассмотрим множества

P ′′ = {αt ∈ P | для некоторого αl ∈ Y }, P ′ = P \ P ′′.

Тогда Pmax = P ′
max ∪ P ′′

max, Pmin = P ′
min ∪ P ′′

min, причём P ′
max �= ∅, P ′′

max �= ∅,
P ′

min �= ∅, P ′′
min �= ∅.

Рассмотрим целочисленную матрицу E = E(α) = (αij) ∈ Mn(Z), где α > 1 и

αij =




0, если αi � αj ,

1, если αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′,
α, если αi � αj и αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′.

Отметим, что для любых αi ∈ P ′′ и αj ∈ P ′ всегда αi � αj .
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Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие две леммы.

Лемма 3.2. E = E(α)—приведённая матрица показателей.

Доказательство. Из свойства рефлексивности αi � αi следует, что αii = 0.
Покажем, что выполняются неравенства αij+αjk � αik. Рассмотрим несколь-

ко случаев.
Случай αik = 0. Неравенства очевидны.
Случай αik = 1. Неравенства не выполняются при αij = αjk = 0, но тогда

αi � αj , αj � αk и по транзитивности получаем αi � αk, что противоречит
равенству αik = 1.

Случай αik = α. Тогда αi � αk и αi ∈ P ′′, αk ∈ P ′. Если αj ∈ P ′, то αi ∈ P ′′,
αj ∈ P ′ и αij = α. Если же αj ∈ P ′′, то αj ∈ P ′′, αk ∈ P ′ и αjk = α. Поэтому
для любого αj ∈ P имеем αij + αjk � αik.

Из свойства антисимметричности следует, что αij и αji при i �= j не равны
одновременно нулю. Поэтому αij + αji > 0.

Лемма 3.3. Колчан Q(E) совпадает с колчаном Q̃(P ).

Доказательство. Напомним, что

qij = min
k

(βik + βkj) − βij = min
(
1, min

k �=i,j
(αik + αkj − αij)

)
при i �= j,

qii = min
k

(βik + βki) − βii = min
(
1,min

k �=i
(αik + αki − 1)

)
.

Пусть в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj . Это означает, что αj

накрывает αi, т. е. αi < αj , но не существует такого αk, что αi < αk < αj .
Следовательно, αij = 0, но αik и αkj одновременно не равны нулю при k �= i, j.
Поэтому αik + αkj − αij > 0 для всех k �= i, j, и тогда qij = 1, т. е. в колчане
Q(E(α)) из точки i в точку j ведёт стрелка.

Таким образом, если в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj , то в колчане
Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Пусть αi ∈ Pmax, αj ∈ Pmin. Тогда в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .
Элемент αi максимальный, поэтому αi � αk для всех k �= i и αik > 0 при k �= i.
Аналогично элемент αj минимальный, поэтому αkj > 0 при k �= j.

Возможны следующие случаи:

1) αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′′;
2) αi ∈ P ′, αj ∈ P ′;
3) αi ∈ P ′, αj ∈ P ′′;
4) αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′.

В первых трёх случаях αij = 1. Так как αik � 1 при k �= i и αkj � 1 при
k �= j, то αik + αkj − αij � 1 при k �= i, j. Поэтому qij = 1.

В последнем случае αij = α. Если αk ∈ P ′′, то αik = 1, а αkj = α. Если
же αk ∈ P ′, то αik = α, а αkj = 1. Поэтому αik + αkj − αij � 1 при k �= i, j и
qij = 1.
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Таким образом, если в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj , то в колчане
Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Покажем теперь, что если в колчане Q(E) есть стрелка из точки i в точку j
(i �= j), то в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj . Пусть в колчане Q(E) есть
стрелка из точки i в точку j, т. е. qij = 1. Тогда αik + αkj − αij � 1 для всех
k �= i, j. Рассмотрим несколько случаев.

Случай αij = 0. Тогда αi < αj . Из неравенств αik + αkj > 0 при k �= i, j
следует, что αik и αkj не равны одновременно нулю. Поэтому не существует
такого αk, что αik = 0 и αkj = 0. Это значит, что αj накрывает αi. Тогда
в колчане Q(P ), а следовательно, и в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .

Случай αij = 1. Тогда αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′. (В диаграмме Q(P )
стрелки из αi в αj очевидно нет.) Покажем, что в этом случае αik > 0 и αkj > 0
для всех k �= i, j.

Допустим, что элементы αi и αj принадлежат одному подмножеству, к при-
меру P ′. Тогда для любого k �= i, j, такого что αk ∈ P ′, из неравенства αik +
+αkj−αij � 1 следует, что αik > 0 и αkj > 0. Это значит, что αi ∈ P ′

max ⊂ Pmax,
αj ∈ P ′

min ⊂ Pmin. Поэтому в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .
В случае, когда элементы αi и αj принадлежат одному подмножеству P ′′,

доказательство аналогично.
Допустим, что αi ∈ P ′, αj ∈ P ′′ (при αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′ имеем, что αij = α).

Тогда из неравенств αik + αkj − αij � 1 для всех k �= i, j следует, что αik > 0 и
αkj > 0. Отсюда αi ∈ P ′

max ⊂ Pmax, αj ∈ P ′′
min ⊂ Pmin. Поэтому в колчане Q̃(P )

есть стрелка из αi в αj .
Случай αij = α. Тогда из неравенств αik + αkj − αij > 0 для всех k �= i, j

следует, что αik > 0 и αkj > 0 и одно из чисел αik или αkj равно α. Из того,
что αik > 0 для всех k �= i, j и αij = α > 0, получаем, что αi —максимальный
элемент частично упорядоченного множества P . Аналогично из αkj > 0 для
всех k �= i, j и αij = α > 0 получаем, что αj —минимальный элемент частично
упорядоченного множества P . Поэтому в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .

Таким образом, мы показали, что стрелка из точки i в точку j (i �= j)
в колчане Q(E) есть тогда и только тогда, когда в колчане Q̃(P ) есть стрелка
из αi в αj .

Покажем теперь, что колчан Q(E) не имеет петель, т. e.

qii = min
(
1,min

k �=i
(αik + αki − 1)

)
= 0.

Пусть αi ∈ P ′, но αi /∈ P ′
max. Тогда существует такое αk ∈ P ′

max, что αi � αk.
Следовательно, αik = 0, αki = 1 и αik + αki − 1 = 0. Если αi ∈ P ′

max, то
существует такое αk ∈ P ′, что αk � αi. Поэтому будем иметь αik = 1, αki = 0 и
αik + αki − 1 = 0. Доказательство для случая αi ∈ P ′′ совершенно аналогично.
Таким образом, qii = 0 и Q(E(α)) = Q̃(P ).
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Для колчана Q̃(P ) мы получили семейство матриц показателей E(α), таких
что Q(E(α)) = Q̃(P ). Поскольку матрицы E(α) и E(β) не являются эквивалент-
ными при α �= β, то колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Теорема 3.4. Пусть P —конечное связное частично упорядоченное множе-
ство, удовлетворяющее следующим условиям:

1) для любого αi ∈ P существует такое αj ∈ P , что αi и αj несравнимы;
2) для любых αu ∈ Pmin и αv ∈ Pmax имеет место неравенство αu � αv;
3) существует разбиение множества P = P ′ ∪ P ′′, P ′ ∩ P ′′ = ∅, для которого

Pmax = P ′
max ∪ P ′′

max, Pmin = P ′
min ∪ P ′′

min, P ′
max, P

′′
max, P

′
min, P ′′

min �= ∅.

Тогда колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Доказательство. Для каждой точки αk ∈ P ′ (αk ∈ P ′′) в диаграмме Q(P )
существует путь из P ′

min (P ′′
min) в P ′

max (P ′′
max), проходящий только через точ-

ки P ′ (P ′′) и точку αk ∈ P ′ (αk ∈ P ′′).
Рассмотрим целочисленную матрицу E = E(α) = (αij) ∈ Mn(Z), где α > 1 и

αij =




0, если αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′,
α − 1, если αi � αj и αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′,
1, если αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′,
α, если αi � αj и αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′.

Лемма 3.5. E = E(α)—приведённая матрица показателей.

Доказательство. Очевидно, что αii = 0 (это равносильно рефлексивности
αi � αi).

Покажем, что выполняются неравенства αij+αjk � αik. Рассмотрим несколь-
ко случаев.

Случай αik = 0. Неравенства очевидны.
Случай αik = 1. Неравенства не выполняются при αij = αjk = 0. Но тогда

αi � αj , αj � αk, и по транзитивности получаем αi � αk, что противоречит
равенству αik = 1.

Случай αik = α − 1. Тогда αi � αk и αi ∈ P ′′, αk ∈ P ′. Если αj ∈ P ′′, то
αjk = α − 1 или αjk = α. Поэтому выполняются неравенства αij + αjk � αik.
Если αj ∈ P ′, то αij = α − 1 или αij = α. Поэтому выполняются неравенства
αij + αjk � αik.

Случай αik = α. Тогда αi � αk и αi ∈ P ′′, αk ∈ P ′.
Пусть αj ∈ P ′. Тогда αij = α− 1 или αij = α. Если αij = α, то выполняются

неравенства αij + αjk � αik. Если αij = α − 1, то αi � αj . Поскольку αi � αk,
то и αj � αk (иначе по транзитивности получим αi � αj). Тогда αjk � 1, и
выполняются неравенства αij + αjk � αik.

Пусть αj ∈ P ′′. Тогда αjk = α−1 или αjk = α. Если αjk = α, то выполняются
неравенства αij + αjk � αik. Если αjk = α − 1, то αj � αk. Так как αi � αk,
то и αi � αj (иначе по транзитивности получим αi � αj). Тогда αij � 1, и
выполняются неравенства αij + αjk � αik.
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Поскольку из αi � αj и αj � αi следует, что αi = αj , т. е. i = j, то αij и αji

не равны нулю одновременно при i �= j. Поэтому αij + αji > 0.

Лемма 3.6. Колчан Q(E) совпадает с колчаном Q̃(P ).

Доказательство. Пусть в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj (i �= j).
Это значит, что αj накрывает αi, т. е. αi < αj , но не существует такого αk, что
αi < αk < αj . Рассмотрим несколько случаев.

Случай αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′. Тогда αij = 0. Поскольку αj накрывает αi, то
ни для каких k �= i, j не выполняется двойное неравенство αi < αk < αj .
Следовательно, αik и αkj не могут одновременно равняться нулю. Поэтому
αik + αkj − αij > 0 для всех k �= i, j, и тогда qij = 1. В колчане Q(E) есть
стрелка из точки i в точку j.

Случай αi ∈ P ′′ и αj ∈ P ′. Тогда αij = α − 1.
Пусть αk ∈ P ′′. Тогда αkj = α − 1 или αkj = α. При αkj = α имеем

αik + αkj −αij � 1. При αkj = α− 1 имеем αk � αj . Так как αi � αj и αk � αj ,
то αi � αk (иначе получили бы αi � αk � αj , что противоречит тому, что αj

накрывает αi). Поэтому αik � 1 и αik + αkj − αij � 1.
Пусть αk ∈ P ′. Тогда αik = α − 1 или αik = α. При αik = α имеем

αik + αkj − αij � 1. При αik = α − 1 имеем αi � αk. Так как αi � αj и
αi � αk, то αk � αj (иначе получили бы αi � αk � αj , что противоречит тому,
что αj накрывает αi). Поэтому αkj � 1 и αik + αkj − αij � 1.

Следовательно, если в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj , то в колчане
Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Пусть αi ∈ Pmax, αj ∈ Pmin и в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj . Так
как αi ∈ Pmax, то αik > 0 для всех k �= i. Аналогично из αj ∈ Pmin следует, что
αkj > 0 для всех k �= j. Снова рассмотрим несколько случаев.

Случай αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′. Тогда αij = 1 и для всех k �= i, j выполняются
неравенства αik + αkj − αij � 1. Следовательно, qij = 1.

Случай αi ∈ P ′′ и αj ∈ P ′. Тогда αij = α.
Пусть αk ∈ P ′′. Так как αi ∈ P ′′

max, то αi � αk для всех k �= i, и тогда
αik = 1. Поскольку αj ∈ Pmin, то αk � αj для всех k �= j. Поэтому αkj = α.
Тогда неравенства αik + αkj − αij � 1 выполняются для всех k �= i, j.

Пусть αk ∈ P ′. Так как αi ∈ P ′′
max и αk ∈ P ′, то αi � αk для всех k �= i и

αik = α. Поскольку αj ∈ P ′
min и αk ∈ P ′, то αk � αj для всех k �= j, и поэтому

αkj = 1. Тогда неравенства αik + αkj − αij � 1 выполняются для всех k �= i, j.
Следовательно, qij = 1.

Мы показали, что для любого k �= i, j имеем αik + αkj − αij � 1, и поэтому
qij = 1.

Таким образом, если в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj (i �= j), то
в колчане Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Покажем теперь, что если в колчане Q(E) есть стрелка из точки i в точку j
(i �= j), то в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj . Пусть в колчане Q(E) есть
стрелка из точки i в точку j, т. е. qij = 1. Тогда αik + αkj − αij � 1 для всех
k �= i, j. Рассмотрим несколько случаев.
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Случай αi∈P ′ или αj ∈P ′′. Тогда αij = 0 при αi � αj и αij = 1 при αi � αj .
Если αij = 0 и αi � αj , то не существует k �= i, j, такого что αik = αkj = 0.
Поэтому не существует k �= i, j, такого что αi < αk < αj , т. е. αj накрывает αi.
Это значит, что в диаграмме Q(P ), а следовательно, и в колчане Q̃(P ) есть
стрелка из αi в αj .

Если αij = 1, то αi � αj . Из того, что αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′, следует, что αik

и αkj не превышают 1 для произвольного k. Поскольку αik + αkj > αij = 1, то
αik = αkj = 1 для всех k �= i, j. Это значит, что αi ∈ P ′

max и αj ∈ P ′′
min. Поэтому

в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .
Случай αi ∈ P ′′ и αj ∈ P ′. Тогда αij = α − 1 при αi � αj и αij = α при

αi � αj .
Пусть αij = α − 1 и αi � αj . Тогда если αk ∈ P ′′, то αik = 0 при αi � αk

и αik = 1 при αi � αk, αkj = α − 1 при αk � αj и αkj = α при αk � αj .
Так как αik + αkj > αij = α − 1, то случай, когда αik = 0 и αkj = α − 1,
невозможен. Поэтому не существует k �= i, j, такого что αi < αk и αk < αj .
Это значит, что элемент αj накрывает элемент αi. Следовательно, в диаграмме
Q(P ) и в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .

Если же αk ∈ P ′, то αik = α − 1 при αi � αk и αik = α при αi � αk,
αkj = 0 при αk � αj и αkj = 1 при αk � αj . Так как αik + αkj > αij = α − 1,
то случай, когда αik = α − 1 и αkj = 0, невозможен. Поэтому не существует
k �= i, j, такого что αi < αk и αk < αj . Это значит, что элемент αj накрывает
элемент αi. Следовательно, в диаграмме Q(P ) и в колчане Q̃(P ) есть стрелка
из αi в αj .

Пусть αij = α. Тогда αi � αj . Так как αik и αkj не превышают α, то из
неравенства αik +αkj > αij = α следует, что αik > 0 и αkj > 0 для всех k �= i, j.
Учитывая, что αij = α > 0, имеем, что αik > 0 для всех k �= i и αkj > 0 для всех
k �= j. Это значит, что не существует k �= i, такого что αi � αk, и не существует
k �= j, такого что αk � αj . Поэтому αi ∈ Pmax и αj ∈ Pmin, и тогда в колчане
Q̃(P ) из αi в αj ведёт стрелка.

Таким образом, мы показали, что стрелка из точки i в точку j (i �= j)
в колчане Q(E) есть тогда и только тогда, когда в колчане Q̃(P ) есть стрелка
из αi в αj .

Покажем теперь, что колчан Q(E) не имеет петель, т. е.

qii = min
(
1,min

k �=i
(αik + αki − 1)

)
= 0.

Пусть αi ∈ P ′, но αi /∈ P ′
max. Тогда существует такое αk ∈ P ′

max, что αi � αk.
Следовательно, αik = 0, αki = 1 и αik + αki − 1 = 0. Если αi ∈ P ′

max, то
существует такое αk ∈ P ′, что αk � αi. Поэтому будем иметь αik = 1, αki = 0 и
αik + αki − 1 = 0. Доказательство для случая αi ∈ P ′′ совершенно аналогично.
Таким образом, qii = 0 и Q(E(α)) = Q̃(P ).
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Для колчана Q̃(P ) мы получили семейство матриц показателей E(α), таких
что Q(E(α)) = Q̃(P ). Поскольку матрицы E(α) и E(β) не являются эквивалент-
ными при α �= β, то колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Теорема 3.7. Пусть P —конечное несвязное частично упорядоченное мно-
жество. Тогда колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Доказательство. Пусть P = P ′∪P ′′ и любые два элемента из подмножеств
P ′ и P ′′ несравнимы.

Тогда Pmax = P ′
max ∪ P ′′

max, Pmin = P ′
min ∪ P ′′

min, P ′
max �= ∅, P ′′

max �= ∅,
P ′

min �= ∅, P ′′
min �= ∅.

Рассмотрим целочисленную матрицу E = E(α) = (αij) ∈ Mn(Z), где α > 1 и

αij =




0, если αi � αj ,

1, если αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′,
α, если αi � αj и αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′.

Лемма 3.8. E = E(α)—приведённая матрица показателей.

Доказательство. Из свойства рефлексивности αi � αi следует, что αii = 0.
Покажем, что выполняются неравенства αij+αjk � αik. Рассмотрим несколь-

ко случаев.
Случай αik = 0. Неравенства очевидны.
Случай αik = 1. Неравенства не выполняются при αij = αjk = 0. Но тогда

αi � αj , αj � αk и по транзитивности получаем αi � αk, что противоречит
равенству αik = 1.

Случай αik = α. Тогда αi ∈ P ′′, αk ∈ P ′. Если αj ∈ P ′′, то αjk = α. Если
αj ∈ P ′, то αij = α. Поэтому αij + αjk � αik.

Из свойства антисимметричности следует, что αij и αji при i �= j не равны
одновременно нулю. Поэтому αij + αji > 0.

Лемма 3.9. Колчан Q(E) совпадает с колчаном Q̃(P ).

Доказательство. Пусть в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj . Это
значит, что αj накрывает αi, т. е. αi < αj , но не существует такого αk, что
αi < αk < αj . Следовательно, αij = 0, но αik и αkj одновременно не равны
нулю при k �= i, j. Поэтому αik + αkj −αij > 0 для всех k �= i, j, и тогда qij = 1,
т. е. в колчане Q(E(α)) из точки i в точку j ведёт стрелка.

Таким образом, если в диаграмме Q(P ) есть стрелка из αi в αj , то в колчане
Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Пусть αi ∈ Pmax, αj ∈ Pmin. Тогда в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .
Элемент αi максимальный, поэтому αi � αk для всех k �= i и αik > 0 при k �= i.
Аналогично элемент αj минимальный, поэтому αkj > 0 при k �= j.

Возможны следующие случаи:

1) αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′′;
2) αi ∈ P ′, αj ∈ P ′;
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3) αi ∈ P ′, αj ∈ P ′′;
4) αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′.

В первых трёх случаях αij = 1. Так как αik � 1 при k �= i и αkj � 1 при k �= j,
то αik + αkj − αij � 1 при k �= i, j. Поэтому qij = 1.

В последнем случае αij = α. Если αk ∈ P ′′, то αik = 1, αkj = α. Если же
αk ∈ P ′, то αik = α, αkj = 1. Поэтому αik + αkj −αij � 1 при k �= i, j, и qij = 1.

Таким образом, если в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj , то в колчане
Q(E) есть стрелка из точки i в точку j.

Покажем теперь, что если в колчане Q(E) есть стрелка из точки i в точку j
(i �= j), то в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj . Пусть в колчане Q(E) есть
стрелка из точки i в точку j, т. е. qij = 1. Тогда αik +αkj −αij � 1. Рассмотрим
несколько случаев.

Случай αij = 0. Тогда αi < αj . Из неравенств αik + αkj > 0 при k �= i, j
следует, что αik и αkj не равны одновременно нулю. Поэтому не существует
такого αk, что αik = 0 и αkj = 0. Это значит, что αj накрывает αi. Тогда
в колчане Q(P ), а следовательно, и в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .

Случай αij = 1. Тогда αi � αj и αi ∈ P ′ или αj ∈ P ′′. (В диаграмме Q(P )
стрелки из αi в αj очевидно нет.) Покажем, что в этом случае αik > 0 и αkj > 0
для всех k �= i, j.

Допустим, что элементы αi и αj принадлежат одному подмножеству, к при-
меру P ′. Тогда для любого k �= i, j, такого что αk ∈ P ′, из неравенства
αik + αkj − αij � 1 следует, что αik > 0 и αkj > 0. Это значит, что αi ∈
∈ P ′

max ⊂ Pmax, αj ∈ P ′
min ⊂ Pmin. Поэтому в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi

в αj . В случае, когда элементы αi и αj принадлежат одному подмножеству P ′′,
доказательство аналогично.

Допустим, что αi ∈ P ′, αj ∈ P ′′ (при αi ∈ P ′′, αj ∈ P ′ имеем αij = α). Тогда
αik � 1, αkj � 1 и из неравенств αik + αkj − αij � 1 для всех k �= i, j следует,
что αik > 0 и αkj > 0. Отсюда αi ∈ P ′

max ⊂ Pmax, αj ∈ P ′′
min ⊂ Pmin. Поэтому

в колчане Q̃(P ) есть стрелка из αi в αj .
Случай αij = α. Тогда из неравенств αik + αkj − αij > 0 для всех k �= i, j

следует, что αik > 0 и αkj > 0 и одно из чисел αik или αkj равно α. Из того,
что αik > 0 для всех k �= i, j и αij = α > 0, получаем, что αi —максимальный
элемент частично упорядоченного множества P . Аналогично из того, что αkj > 0
для всех k �= i, j и αij = α > 0, получаем, что αj —минимальный элемент
частично упорядоченного множества P . Поэтому в колчане Q̃(P ) есть стрелка
из αi в αj .

Таким образом, мы показали, что стрелка из точки i в точку j (i �= j)
в колчане Q(E) есть тогда и только тогда, когда в колчане Q̃(P ) есть стрелка
из αi в αj .

Покажем теперь, что колчан Q(E) не имеет петель, т. e.

qii = min
(
1,min

k �=i
(αik + αki − 1)

)
= 0.
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Пусть αi ∈ P ′, но αi /∈ P ′
max. Тогда существует αk ∈ P ′

max, такое что αi � αk.
Следовательно, αik = 0, αki = 1 и αik + αki − 1 = 0. Если αi ∈ P ′

max, то
существует αk ∈ P ′, такое что αk � αi. Поэтому будем иметь αik = 1, αki = 0 и
αik + αki − 1 = 0. Доказательство для случая αi ∈ P ′′ совершенно аналогично.
Таким образом, qii = 0 и Q(E(α)) = Q̃(P ).

Для колчана Q̃(P ) мы получили семейство матриц показателей E(α), таких
что Q(E(α)) = Q̃(P ). Поскольку матрицы E(α) и E(β) не являются эквивалент-
ными при α �= β, колчан Q̃(P ) не является жёстким.

Теорема 3.10. Пусть P — конечное частично упорядоченное множество
с единственным минимальным элементом. Тогда колчан Q̃(P ) является жёст-
ким.

Доказательство. Обозначим Q = Q̃(P ). Пусть Pmin = {α1}, и пусть матри-
ца показателей E = (αij) такая, что Q(E) = Q. Эквивалентными преобразова-
ниями первого типа можно сделать первую строку матрицы E нулевой: α1j = 0
для всех j. Колчан при этом не изменится.

Каждой стрелке σij колчана Q, ведущей из точки i в точку j, соответству-
ет образующий радикала R черепичного порядка Λ с матрицей показателей
E(Λ) = E . Пусть E(R) = (βij). Тогда образующий радикала, соответствующий
стрелке σij , имеет вид πβij aijeij , где aij ∈ O. Совокупность всех элементов
{πβij aijeij} (по всем стрелкам колчана Q) — это минимальная система образу-
ющих радикала R. Всякий элемент r ∈ Rij = eiiRejj представи́м в виде

r =
∑

(πβii1 aii1eii1)(π
βi1i2 ai1i2ei1i2) . . . (πβikj aikjeikj),

где сумма берётся по всем путям σii1σi1i2 . . . σikj из точки i в точку j. Поэтому

r =
∑

πβii1+βi1i2+...+βikj aijeij ,

где aij ∈ O. Отсюда

βij = min(βii1 + βi1i2 + . . . + βikj)

(здесь минимум берётся по всем путям σii1σi1i2 . . . σikj из точки i в точку j).
Колчан Q не имеет петель, поэтому βilil+1 = αilil+1 и βij = αij при i �= j,
βii = 1. Имеем равенства

αij = min(αii1 + αi1i2 + . . . + αikj) при i �= j. (2)

1 = min(αii1 + αi1i2 + . . . + αiki). (3)

Пусть αm ∈ Pmax. Из равенств

α1m = min(α1i1 + αi1i2 + . . . + αikm),

где минимум берётся по всем путям σ1i1σi1i2 . . . σikm из точки 1 в точку m, и
α1j = 0 для всех j следует, что всем стрелкам σij диаграммы Q(P ) соответ-
ствуют αij = 0. Тогда из равенств

1 = min(α1i1 + αi1i2 + . . . + αikmαm1)
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получаем αm1 = 1 для всех m, таких что αm ∈ Pmax. Поскольку минимум
в (2) достигается для пути σii1σi1i2 . . . σikj , не имеющего циклов, то среди стре-
лок σii1 , σi1i2 , . . . , σikj может быть не более одной, ведущей из αm ∈ Pmax

в α1 ∈ Pmin. Тогда αij � 1. Следовательно, E = (αij) является (0, 1)-матри-
цей. По ней можно построить конечное частично упорядоченное множество S,
такое что ES = E . Тогда Q̃(S) = Q(E) = Q̃(P ). По теореме 2.24 частично упо-
рядоченные множества S и P являются Q-эквивалентными. Поэтому матрицы
показателей таких множеств эквивалентны. Таким образом, E � EP . Теорема
доказана.

Ассоциированные колчаны Q-эквивалентных частично упорядоченных мно-
жеств изоморфны, поэтому справедливо следствие.

Следствие 3.11. Если в конечном частично упорядоченном множестве P
существует элемент α, сравнимый со всеми элементами этого множества, то
колчан Q̃(P ) является жёстким.

Пример 3.12. Нетрудно проверить, что частично упорядоченное множество

•
• •

• •
• •

•
имеет жёсткий ассоциированный колчан. Это множество не удовлетворяет усло-
вию следствия 3.11. Для этого множества выполняются первые два условия
теоремы 3.4 и не выполняется третье условие.
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