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Аннотация

Доказан градуированный аналог теоремы Боллы об индуцируемости изоморфизмов
градуированных колец эндоморфизмов прообразующих градуированной эквивалентно-
стью Мориты.

Abstract

I. N. Balaba, Isomorphisms of graded endomorphism rings of progenerators, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 1, pp. 3—10.

We prove the analogue of Bolla’s theorem that isomorphisms of graded endomorphism
rings of progenerators are induced by the graded Morita equivalence.

В середине 1980-х годов М. Болла [4] показал, что изоморфизмы колец эн-
доморфизмов прообразующих индуцируются эквивалентностью Мориты. А по-
скольку свободные модули являются проективными образующими, это описание
включало изоморфизмы между кольцами матриц.
В настоящее время всё большее внимание уделяется кольцам, градуирован-

ным группой. Особое место в теории градуированных колец занимает проблема
описания различных градуировок на кольце матриц, а потому градуированная
версия теоремы Боллы нашла бы широкое применение. Целью настоящей работы
и является доказательство градуированного аналога теоремы Боллы.
Все кольца предполагаются ассоциативными с единицей 1, все модули—

унитарными, G—мультипликативная группа с единичным элементом e.
Кольцо R называется G-градуированным (или градуированным по груп-

пе G), если R =
⊕
g∈G

Rg, где {Rg | g ∈ G}— семейство аддитивных подгрупп
кольца R и RgRh ⊆ Rgh для всех g, h ∈ G. Если при этом RsRh = Rsh для всех
s, h ∈ S, то кольцо R называется строго градуированным.
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Два G-градуированных кольца R и S называются изоморфными, если су-
ществует такой изоморфизм колец f : R → S, что f(Rg) ≈ Sg для всех g ∈ G.
Правый R-модуль M называется G-градуированным, если M =

⊕
g∈G

Mg, где

{Mg | g ∈ G}— семейство аддитивных подгрупп в M , таких что MhRg ⊆ Mhg

для всех h, g ∈ G.
Обозначим через mod-R (R-mod) категорию правых (левых) R-модулей, а че-

рез gr-R (R-gr) — категорию G-градуированных правых (левых) R-модулей, объ-
ектами которой являются G-градуированные правые (левые) R-модули, а мор-
физмами— сохраняющие градуировку гомоморфизмы, т. е. если HomR(M,N)—
множество всех гомоморфизмов из модуля M в модуль N , то

Homgr-R = {f ∈ HomR(M,N) | f(Mg) ⊆ Ng для всех g ∈ G}.
Чтобы подчеркнуть, с какой стороны определена структура модуля, будем

писать MR, RM , RMS , здесь RMS означает R-S-бимодуль (левый R-модуль и
правый S-модуль).
Если M =

⊕
g∈G

Mg — градуированный правый R-модуль и g ∈ G, то обозна-

чим через M(g) модуль M , рассматриваемый с градуировкой M(g)h = Mgh,
h ∈ G. Градуированный правый R-модуль M(g) называется g-сдвигом моду-
ля M .
Легко видеть, что отображение τg : M → M(g) определяет функтор сдвига

градуировки τg : gr-R → gr-R, который является эквивалентностью категорий, и
при этом имеют место следующие равенства:

1) τg ◦ τh = τgh для всех g, h ∈ G;
2) τg ◦ τg−1 = τg−1 ◦ τg = 1gr-R (тождественный функтор);
3) τg ◦ F = F , где F : gr-R → mod-R—функтор, забывающий градуировку.

Заметим, что само кольцо R, рассматриваемое как градуированный правый
R-модуль, в отличие от категории модулей mod-R, образующим категории гра-
дуированных модулей gr-R может не являться.
Известно [10, теоремы I.3.4 и I.5.1; 5, теоремы 2.8 и 4.6], что градуированный

модуль RR является образующим категории gr-R в том и только том случае,
если R— строго градуированное кольцо. В этом случае функтор

-⊗Re
: mod-Re → gr-R

является эквивалентностью категорий.
В то же время, как легко видеть, P =

⊕
g∈G

R(g) является образующим кате-

гории gr-R, более того, gr-R является категорией Гротендика (см. [10]).
Кроме гомоморфизмов G-градуированных модулей, сохраняющих градуиров-

ку, естественно рассматривать гомоморфизмы, градуировку «сдвигающие».
R-линейное отображение f : M → N правых G-градуированных R-моду-

лей называется градуированным морфизмом степени g, если f(Mh) ⊆ Ngh

для всех h ∈ G. Градуированные морфизмы степени g образуют аддитивную
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подгруппу HOMR(M,N)g группы HomR(M,N). Ясно, что Homgr-R(M,N) =
= HOMR(M,N)e.
Заметим, что

HOMR(M,N)g = Homgr-R(M,N(g)) = Homgr-R(M(g−1), N).

Ясно, что HOMR(M,N) =
⊕
g∈G

HOMR(M,N)g — градуированная абелева

группа, а ENDR(M) =
⊕
g∈G

HOMR(M,M)g — градуированное кольцо, называ-

емое градуированным кольцом эндоморфизмов градуированного R-модуля M .
Хорошо известно, что если группа G конечна или модуль M конечно поро-

ждён, то HOMR(M,N) = HomR(M,N) [10, следствие I.2.11]. В общем случае
может иметь место строгое включение.

Замечание. При рассмотрении G-градуированных левых R-модулей гра-
дуированным морфизмом степени g называется R-линейное отображение
f : M → N , для которого f(Mh) ⊆ Nhg при всех h ∈ G, а g-сдвигом моду-
ля M называется модуль M , рассматриваемый с градуировкой M(g)h = Mhg,
h ∈ G.
Функтор U : gr-R → gr-S называется градуированным функтором, если он

коммутирует со всеми функторами сдвига градуировки τg (g ∈ G).
Градуированный функтор U : gr-R → gr-S является градуированной эквива-

лентностью, если существует градуированный функтор V : gr-S → gr-R, такой
что V U ≈ 1gr-R и UV ≈ 1gr-S . Следуя стандартной практике, в этом случае
будем говорить, что категории gr-R и gr-S являются gr-эквивалентны.
Будем говорить также, что G-градуированные кольца R и S gr-эквивалент-

ны, если существует градуированная эквивалентность U : gr-R → gr-S.
В случае G = Z gr-эквивалентные кольца были охарактеризованы в [1, 8].

В [9] отмечено, что результаты остаются верными и для произвольной группы G.
В [2] было дано описание градуированных эквивалентностей в полных под-

категориях категорий градуированных модулей, а в [7] были описаны эквива-
лентности категорий gr-R и gr-S в случае, когда R—G-градуированное кольцо,
а S—Ω-градуированное кольцо (для двух различных мультипликативных групп
G и Ω) в терминах биградуированных бимодулей.
Приведём некоторые результаты, которые будем использовать в дальнейшем.

Теорема 1 ([8, теорема 5.4; 9, теорема 1.3]). Для G-градуированных колец
R и S следующие условия эквивалентны:
1) категории gr-R и gr-S являются gr-эквивалентными;
2) существуют такие эквивалентность L : mod-R → mod-S и градуированный
функтор U : gr-R → gr-S, что коммутативна диаграмма

gr-R U−−−−→ gr-S

F

�
�F

mod-R L−−−−→ mod-S ;
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3) существует градуированный модуль P ∈ gr-R, такой что F (P ) являет-
ся конечно порождённым проективным образующим категории mod-R и
градуированные кольца ENDR(P ) и S изоморфны.

Теорема 2 ([1; 2, теорема 3]). Для G-градуированных колец R и S следу-
ющие условия эквивалентны:

1) категории gr-R и gr-S являются gr-эквивалентными;
2) категории R-gr и S-gr являются gr-эквивалентными;
3) существуют конечно порождённый проективный градуированный модуль

PR, изоморфизм градуированных колец S ≈ ENDR(P ) и эпиморфизм

f ∈ Homgr-R

( n⊕
i=1

P (gi), R
)
для некоторых g1, g2, . . . , gn ∈ G;

4) существуют градуированные бимодули SPR и RQS и изоморфизм градуи-
рованных бимодулей P ⊗R Q ≈ S, Q ⊗S P ≈ R.

При этом эквивалентность категорий осуществляют функторы

HOMR(P, -) : gr-R → gr-S и -⊗S P : gr-S → gr-R.

Из теоремы 1 следуют, что если G-градуированные кольца R и S gr-эквива-
лентны, то они являются и Морита-эквивалентными.

Замечание. Два градуированных кольца могут быть Морита-эквивалентны-
ми, но не gr-эквивалентными [8, следствие 5.10; 9, замечание 1.4].
Может существовать эквивалентность категорий gr-R и gr-S, но в то же

время кольца R и S могут не быть даже Морита-эквивалентными (см. [8]).

Предложение. Пусть P ∈ gr-R, Q ∈ gr-S и U : gr-R → gr-S— такая гра-
дуированная эквивалентность категорий, что U(P ) ≈ Q (как градуированные
S-модули). Тогда градуированные кольца ENDR(P ) и ENDS(Q) изоморфны.

Доказательство. Ясно, что ограничение U

U : Endgr-R(P ) → Endgr-S(U(P ))

является изоморфизмом колец. В силу перестановочности функтора U со всеми
функторами сдвига градуировки τg (g ∈ G) имеем

ENDR(P )g = HOMR(P, P )g = Homgr-R(P, P (g)) ≈
≈ Homgr-S(U(P ), U(P (g))) = ENDS(U(P ))g.

Отсюда следует, что если ϕ : U(P ) → Q—изоморфизм градуированных S-моду-
лей, то соответствие f → ϕU(f)ϕ−1 для f ∈ ENDR(P ) определяет изоморфизм
градуированных колец ENDR(P ) и ENDS(Q).

Напомним, что прообразующим в категории модулей называется конечно
порождённый проективный образующий.

Теорема Боллы ([4, теорема 2.1]). Пусть R и S—кольца, PR и QS —про-
образующие в категориях mod-R и mod-S соответственно, R′ = EndR(P ) и
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S′ = EndS(Q)—кольца эндоморфизмов модулей. Если Φ: R′ → S′—изомор-
физм колец, то существует единственная (с точностью до естественного изомор-
физма) эквивалентность категорий FΦ : mod-R → mod-S, такая что FΦ(P ) = Q
и FΦ(f) = Φ(f) для всех f ∈ R′.

Хорошо известно (см., например, [10, следствие I.2.2]), что градуированный
модуль PR является gr-проективным (т. е. проективным объектом категории
gr-R) в том и только том случае, если он, рассматриваемый без градуировки,
является проективным объектом категории mod-R.

Лемма 1. Для конечно порождённого G-градуированного модуля MR следу-
ющие условия эквивалентны:
1) существуют конечное множество элементов g1, g2, . . . , gn ∈ G и эпимор-

физм f ∈ Homgr-R

( n⊕
i=1

M(gi), R
)
;

2) M̄ = F (M) является образующим категории mod-R;
3)

⊕
g∈G

M(g) является образующим категории gr-R.

Доказательство.
Докажем эквивалентность (1) ⇐⇒ (2). Пусть существуют конечное множе-

ство элементов g1, g2, . . . , gn ∈ G и эпиморфизм f ∈ Homgr-R

( n⊕
i=1

M(gi), R
)
. Так

как F (M(g)) = F (M) = M̄ для любого g ∈ G, то f ∈ HomR(M̄n, R) и, значит,
M̄ является образующим категории mod-R.
Пусть теперь M̄ является образующим категории mod-R. Тогда, посколь-

ку R содержит единицу, существуют натуральное число n и эпиморфизм f ∈
∈ HomR(Mn, R), откуда f = f1 + . . . + fn, где fi ∈ HomR(M,R). Так как
HomR(M,R) = HOMR(M,R) в силу конечной порождённости модуля M , то
fi = fi1 + . . . + fini

для некоторых fij
∈ HOMR(M,R)hij

(i = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , ni). Но HOMR(M,R)g = Homgr-R(M(g−1), R), следовательно, су-
ществует конечное множество элементов g1, g2, . . . , gk ∈ G, такое что f ∈
∈ Homgr-R

( k⊕
i=1

M(gi), R
)
.

Докажем импликацию (1) =⇒ (3). Поскольку, как отмечалось ранее,⊕
g∈G

R(g) является образующим категории gr-R и существует эпиморфизм

f :
n⊕

i=1

M(gi) → R категории gr-R, то
⊕
g∈G

M(g) является образующим кате-

гории gr-R.
Докажем импликацию (3) =⇒ (2). Пусть P =

⊕
g∈G

M(g) является образую-

щим категории gr-R, тогда существует эпиморфизм f ∈ Homgr-R(P (J), R) для
некоторого множества J (здесь P (J) означает прямую сумму J экземпляров мо-
дуля P ). Но поскольку F (M(g)) = F (M) = M̄ для любого g ∈ G, M̄ является
образующим категории mod-R.
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Следующая теорема является градуированным аналогом теоремы Боллы.

Теорема 3. Пусть R и S—G-градуированные кольца, PR и QS —конеч-
но порождённые проективные G-градуированные модули, такие что

⊕
g∈G

P (g)

и
⊕
g∈G

Q(g)—образующие категорий gr-R и gr-S соответственно, и пусть

A = ENDR(P ) и B = ENDS(Q)—их градуированные кольца эндоморфизмов.
Если Φ: A → B—изоморфизм градуированных колец, то существует единствен-
ная (с точностью до естественного изоморфизма) градуированная эквивалент-
ность категорий UΦ : gr-R → gr-S, такая что UΦ(P ) = Q и UΦ(f) = Φ(f) для
всех f ∈ A.

Доказательство. Так как PR и QS —конечно порождённые градуированные
модули, то A = ENDR(P ) = EndR(P ) и B = ENDS(Q) = EndS(Q).
Используя изоморфизм градуированных колец Φ, можно определить на коль-

це B структуру G-градуированного левого A-модуля, полагая a · b = Φ(a)b для
всех a ∈ A, b ∈ B. При этом B становится G-градуированным R-S-бимодулем
и, следовательно, в силу теоремы 2 функтор - ⊗A B : gr-A → gr-B является
градуированной эквивалентностью категорий.
Кроме того, в силу свойств градуированных модулей P и Q функторы

- ⊗R HOMR(P,R) : gr-R → gr-A и - ⊗B Q : gr-B → gr-S являются градуиро-
ванными эквивалентностями.
Композиция этих функторов

U = -⊗R HOMR(P,R) ⊗A B ⊗B Q : gr-R → gr-S

осуществляет эквивалентность категорий, и U(P ) ≈ Q (как градуированные
S-модули).
Обозначив через ϕ : U(P ) → Q данный изоморфизм, определим функтор

UΦ : gr-R → gr-S, полагая UΦ(M) = U(M), за исключением UΦ(P (g)) = Q(g)
(g ∈ G), и UΦ(f) = tNU(f)t−1

M для любого f ∈ Homgr-R(M,N), где tM — тожде-
ственное преобразование, за исключением tP (g) = ϕ (g ∈ G).
Доказательство того, что UΦ является эквивалентностью, обладающей необ-

ходимыми требованиями, можно провести как у Боллы [4, теорема 2.1].
Заметим, что UΦ является градуированной эквивалентностью, и следователь-

но, в силу теоремы 1 существует такая эквивалентность L : mod-R → mod-S,
что коммутативна диаграмма

gr-R UΦ−−−−→ gr-S

F

�
�F

mod-R L−−−−→ mod-S .

А поскольку PR и QS являются прообразующими категорий mod-R и mod-S
соответственно, то к ним применима теорема Боллы и, следовательно, эквива-
лентность L определена однозначно (с точностью до естественного изоморфиз-
ма), откуда следует и единственность градуированной эквивалентности UΦ.
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Напомним, что градуированный правый R-модуль V называется gr-свобод-
ным, если он обладает базисом, состоящим из однородных элементов. Известно
(см., например, [10]), что если R =

⊕
g∈G

Rg —G-градуированное кольцо, то гра-

дуированное кольцо эндоморфизмов ENDR(V ) конечно порождённого gr-сво-
бодного правого R-модуля V с базисом, состоящим из однородных элементов
v1, v2, . . . , vn c vi ∈ Vgi

(i = 1, . . . , n), изоморфно градуированному кольцу мат-
риц

Mn(R)(g1, . . . , gn) =
⊕
h∈G

Mn(R)h(g1, . . . , gn),

где

Mn(R)h(g1, . . . , gn) =




Rg−1
1 hg1

Rg−1
1 hg2

. . . Rg−1
1 hgn

Rg−1
2 hg1

Rg−1
2 hg2

. . . Rg−1
2 hgn

...
...

. . .
...

Rg−1
n hg1

Rg−1
n hg2

. . . Rg−1
n hgn


 .

Заметим, что не всякое градуированное кольцо матриц можно рассматривать
как градуированное кольцо эндоморфизмов градуированного модуля [3,6].
Следуя [6], назовём G-градуировку на кольце матриц Mn(R) хорошей, если

существует такой конечно порождённый gr-свободный правый R-модуль V , что
Mn(R) ≈ ENDR(V ) (как градуированные кольца). А поскольку конечно поро-
ждённые gr-свободные модули удовлетворяют условиям теоремы 3, мы получаем
описание изоморфизмов градуированных колец матриц, снабжённых хорошими
градуировками.

Теорема 4. Пусть R и S—G-градуированные кольца, A = Mn(R) и B =
= Mm(S)— градуированные кольца матриц, снабжённые хорошими градуиров-
ками, т. е. A = ENDR(P ), B = ENDS(Q) для некоторых конечно порождённых
gr-свободных модулей P ∈ gr-R, Q ∈ gr-S. Тогда Φ: A → B является изомор-
физмом градуированных колец в том и только том случае, если существует гра-
дуированная эквивалентность категорий UΦ : gr-R → gr-S, такая что UΦ(P ) = Q
и UΦ(f) = Φ(f) для всех f ∈ A.
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