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Аннотация

В работе доказаны аналоги теоремы Хуна Хонга о поведении базисов Грёбнера
при композиции для дифференциальных стандартных базисов в кольце обыкновенных
дифференциальных многочленов F{y}. В частности, доказана конечность некоторых
дифференциальных стандартных базисов, а также построены специальные упорядоче-
ния дифференциальных мономов, при которых такие базисы у идеалов, порождённых
степенями квазилинейных многочленов, становятся конечными.

Abstract

A. I. Zobnin, Differential standard bases under composition, Fundamentalnaya i prik-
ladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 1, pp. 109—134.

We generalize Hoon Hong’s theorem on Gröbner bases under composition to the case
of differential standard bases in the ordinary ring of differential polynomials F{y}. In
particular, we prove that some ideals have finite differential standard bases. We construct
special orderings on differential monomials such that ideals generated by some power of
a quasi-linear polynomial acquire finite differential standard bases.

1. Введение

Задача принадлежности многочлена конечно порождённому идеалу в кольце
дифференциальных многочленов до сих пор открыта. Известно её алгоритмиче-
ское решение лишь в некоторых важных частных случаях [27]. Для радикаль-
ных идеалов её можно решить с помощью разложения идеала в пересечение
характеризуемых или регулярных идеалов [15,16] (соответствующие алгоритмы
имеются в системе компьютерной алгебры Maple). Кроме того, можно алго-
ритмически ответить на вопрос о принадлежности многочлена однородному по
весу идеалу [11]. Наконец, как и в полиномиальном случае, средством решения
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этой задачи являются конечные стандартные базисы [9, 22]. Однако диффе-
ренциальные стандартные базисы, в отличие от полиномиальных, могут быть
бесконечными даже у сравнительно несложно устроенных идеалов. Поэтому
важно описать те случаи, когда у идеала имеются конечные стандартные бази-
сы при некотором упорядочении.

Интерес к дифференциальным стандартным базисам [9,22] возродился после
того, как были найдены примеры конечных и рекурсивных базисов при более
общем наборе допустимых упорядочений [26, 29]. Кроме того, были получены
критерии конечности дифференциальных стандартных базисов при определён-
ных классах упорядочений [10, 28]. На их основе был создан и реализован
в системах компьютерной алгебры так называемый «улучшенный процесс Оли-
вье», вычисляющий редуцированный дифференциальный стандартный базис при
δ-лексикографических упорядочениях в случае его конечности [3,28].

В середине 1990-х годов Хуном Хонгом [13, 14] были получены важные ре-
зультаты, связанные с базисами Грёбнера идеалов, порождённых композицией
многочленов. Им были получены необходимые и достаточные условия, при ко-
торых композиция базиса Грёбнера любого идеала остаётся базисом Грёбнера.
В данной работе мы распространяем эти результаты на дифференциальные стан-
дартные базисы в обыкновенном кольце дифференциальных многочленов.

Техника, развиваемая в данной статье, позволяет доказать конечность неко-
торых дифференциальных стандартных базисов, а также построить специальные
упорядочения, при которых дифференциальные стандартные базисы идеалов, по-
рождённых степенями квазилинейными многочленами, становятся конечными.
Данная работа перекликается с [3], где рассматривалась задача проверки при-
надлежности дифференциального многочлена для идеалов, порождённых ком-
позицией многочленов (она сводилась к другой, более простой задаче принад-
лежности).

2. Основные сведения о базисах Грёбнера
и дифференциальной алгебре

Мы приведём необходимые сведения из теории базисов Грёбнера [1,4,5,8].
Зафиксируем кольцо многочленов K[x1, . . . , xn] над некоторым полем K.

Обозначим через Mn множество всех мономов от переменных x1, . . . , xn, т. е.

выражений вида
n∏

i=1

xαi
i , αi � 0. Оно образует моноид относительно умноже-

ния. Термом будем называть одночлен, т. е. моном с ненулевым коэффициен-
том из поля K. (Заметим, что некоторые авторы используют противоположную
терминологию для мономов и термов. Мы будем придерживаться обозначений
книги [4].)

Определение 1. (Допустимым) мономиальным упорядочением на Mn на-
зывается линейный порядок, удовлетворяющий следующим свойствам:
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1) M ≺ N ⇐⇒ MP ≺ NP для любых M,N,P ∈ Mn;
2) 1 � M для любого M ∈ Mn.

Определение 2. Пусть a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn. Вектор a лек-
сикографически младше вектора b (a ≺lex b), если существует такое k, 0 � k < n,
что ai = bi для всех натуральных i � k, но ak+1 < bk+1. Аналогично будем срав-
нивать векторы-столбцы.

Примеры. Зафиксируем порядок на переменных (положив, например,
x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xn). Пусть M = xα1

1 . . . xαn
n и N = xβ1

1 . . . xβn
n —произвольные

мономы из Mn. Следующие бинарные отношения на Mn являются мономиаль-
ными упорядочениями.

1. Лексикографическое упорядочение (lex)

M ≺lex N ⇐⇒ (α1, . . . , αn) ≺lex (β1, . . . , βn).

2. Сначала по степени, затем лексикографическое упорядочение (deglex):

M ≺deglex N ⇐⇒ (degM,α1, . . . , αn) ≺lex (degN,β1, . . . , βn).

3. Сначала по степени, затем обратное лексикографическое упорядочение
(degrevlex):

M ≺degrevlex N ⇐⇒ (degM,βn, . . . , β1) ≺lex (degN,αn, . . . , α1).

Предложение 1. Любое мономиальное упорядочение вполне упорядочивает
множество M (т. е. любая убывающая цепочка мономов обрывается).

Зафиксировав мономиальное упорядочение ≺, можно для любого многочлена
f ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0} определить его старший моном lm≺ f , старший терм
lt≺ f и старший коэффициент lcf≺ f .

Определение 3. Множество многочленов G называется базисом Грёбнера
идеала I�K[x1, . . . , xn] относительно ≺, если G ⊂ I и для любого f ∈ I, f �= 0,
найдётся g ∈ G, такой что lm≺ g | lm≺ f .

Хорошо известно, что любой идеал в K[x1, . . . , xn] обладает конечным бази-
сом Грёбнера относительно любого мономиального упорядочения. Это следствие
нётеровости кольца многочленов над полем (точнее, следствие обрыва возраста-
ющих цепочек мономиальных идеалов).

Определение 4. Многочлен f элементарно редуцируется к многочлену f̃
относительно многочлена g ∈ G (пишут f −→

g
f̃), если lm≺ g делит некоторое

слагаемое cM в f , где c ∈ K, причём f̃ = f − cM
lt≺ g g. Рефлексивно-транзитив-

ное замыкание отношения −→
g

по всем g ∈ G называется (полной) редукцией

относительно G и обозначается ∗−→
G
. Многочлен называется редуцированным

относительно множества G, если он не редуцируется ни при каком g ∈ G.



112 А. И. Зобнин

Из предложения 1 следует, что любая последовательность элементарных ре-
дукций обрывается (и приводит к некоторому многочлену, называемому нор-
мальной формой f относительно G при заданном алгоритме нормальной фор-
мы).

Среди всех базисов Грёбнера данного идеала при фиксированном упорядоче-
нии можно выделить единственный редуцированный базис Грёбнера. Каждый
его элемент редуцирован относительно остальных, и все старшие коэффициен-
ты равны единице. Редуцированный базис Грёбнера может быть найден с помо-
щью специальных алгоритмов (например, алгоритма Бухбергера), реализован-
ных в системах компьютерной алгебры. Он получается из произвольного базиса
Грёбнера данного идеала применением процесса авторедукции с последующей
нормировкой коэффициентов.

Определение 5. Пусть gi, gj ∈ G — ненулевые многочлены, и пусть L =
= НОК(lm≺ gi, lm≺ gj)—наименьшее общее кратное их старших мономов. S-по-
линомом многочленов gi и gj называется многочлен

Sgi,gj
= lcf≺ gj

L

lm≺ gi
gi − lcf≺ gi

L

lm≺ gj
gj .

Базисы Грёбнера допускают много эквивалентных определений [4,5, 18].

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны:
1) G является базисом Грёбнера идеала (G) в смысле определения 3, т. е. для

любого f ∈ (G), f �= 0, найдётся g ∈ G, такой что lm≺ g | lm≺ f ;
2) множество {lm≺ g | g ∈ G} порождает мономиальный идеал (lm≺ f |

f ∈ (G));
3) каждый многочлен f ∈ K[x1, . . . , xn] имеет единственную нормальную

форму относительно G;
4) f ∈ (G) ⇐⇒ f

∗−→
G

0;

5) для каждого f ∈ (G) существует G-представление (или стандартное пред-

ставление f относительно G) f =
k∑

i=1

pigi, где gi ∈ G, pi ∈ K[x1, . . . , xn] и
lm≺ pigi � lm≺ f ;

6) все s-полиномы элементов множества G редуцируются относительно G
к нулю.

2.1. Матричное задание мономиальных упорядочений

Хорошо известно [24,25], что каждое допустимое упорядочение на Mn можно
задать матрицей M ∈Mm,n(R) размера m×n (при некотором m � 1) с нулевым
ядром над Q и лексикографически положительными столбцами:

xα1
1 . . . xαk

k ≺ xβ0
0 . . . xβn

n ⇐⇒ M



α0

...
αn


 ≺lex M



β0

...
βn


 .
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Обратно, всякая матрица M с такими свойствами задаёт допустимое мономи-
альное упорядочение. Матрицы с указанными свойствами мы будем называть
мономиальными.

По определению единичная матрица задаёт лексикографическое упорядоче-
ние. Разумеется, одно и то же упорядочение может быть задано разными мат-
рицами. Так, можно доказать, что лексикографическое упорядочение задаётся
произвольными невырожденными верхнетреугольными матрицами.

Пример 1. Упорядочение deglex с x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xn задаётся (n × n)-мат-
рицей 



1 1 1 . . . 1 1 1
1

1
1

. . .
1

1



.

Пример 2. Упорядочение degrevlex с x1 ≺ x2 ≺ . . . ≺ xn можно задать
(n× n)-матрицей 



1 1 1 . . . 1 1 1
−1

−1
−1

. . .
−1

−1



.

2.2. Поведение базисов Грёбнера при композиции

Рассмотрим набор из n многочленов Ψ = (ψ1, . . . , ψn) в кольце многочленов
K[x1, . . . , xn] над некоторым полем K. Рассмотрим композицию с Ψ— эндо-
морфизм над K кольца K[x1, . . . , xn], при котором переменная xi переходит
в многочлен ψi. Обозначим образ произвольного многочлена f при такой компо-
зиции через f ◦Ψ. Аналогично для произвольного множества F ⊂ K[x1, . . . , xn]
обозначим множество образов элементов этого множества через F ◦ Ψ.

Пусть G—базис Грёбнера идеала (G) в K[x1, . . . , xn] относительно неко-
торого мономиального упорядочения ≺. Вопрос о том, при каких условиях
множество G ◦ Ψ будет базисом Грёбнера идеала (G ◦ Ψ) (при том же самом
или при другом упорядочении) рассматривался в работах Хуна Хонга [13, 14].
Нам понадобятся его результаты.

Будем говорить, что вычисление базиса Грёбнера коммутирует с компо-
зицией с многочленами данного набора Ψ, если для любого множества много-
членов F из того, что G—базис Грёбнера идеала (F ) относительно ≺, следует,
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что G ◦Ψ—базис Грёбнера идеала (F ◦Ψ) (при том же самом упорядочении ≺).
Введём обозначение lm≺ Ψ = (lm≺ ψ1, . . . , lm≺ ψn).

Определение 6. Композиция с многочленами множества Ψ совместима
с упорядочением ≺, если для любых мономов p и q

p ≺ q =⇒ p ◦ lm≺ Ψ ≺ q ◦ lm≺ Ψ.

Предложение 2 ([13, лемма 4.1]). Если композиция с Ψ совместима с ≺,
то для каждого многочлена f ∈ F [x1, . . . , xn] \ F верно, что lm≺(f ◦ Ψ) =
= lm≺ f ◦ lm≺ Ψ.

Предложение 3 ([13, лемма 4.2]). Следующие условия эквивалентны:

1) композиция с Ψ совместима с неделимостью1, т. е. для любых мономов
p и q

p � q =⇒ p ◦ lm Ψ � q ◦ lm Ψ;

2) набор старших мономов многочленов множества Ψ образует перестановку
степеней, т. е. lm≺ Ψ = (xλ1

π(1), . . . , x
λn

π(n)) для некоторых λ1, . . . , λn > 0 и
перестановки π ∈ Sn.

Теорема 2 (первая теорема Хуна Хонга [13]). Вычисление базиса Грёбнера
коммутирует с композицией в том и только в том случае, когда одновременно
выполняются следующие условия:

1) композиция с Ψ совместима с упорядочением ≺;
2) набор lm≺ Ψ является перестановкой степеней.

Ясно, что композиция, удовлетворяющая утверждениям теоремы, является
мономорфизмом кольца K[x1, . . . , xn].

Эта теорема позволяет выяснить, когда базис Грёбнера коммутирует с компо-
зицией при фиксированном мономиальном упорядочении. Следующая теорема
обобщает этот результат.

Определение 7. Композицией мономиального упорядочения ≺ с многочле-
нами множества Ψ называется бинарное отношение ≺◦Ψ на мономах, такое что
для любых мономов p и q

p ≺◦Ψ q ⇐⇒ p ◦ lm≺ Ψ ≺ q ◦ lm≺ Ψ.

В [14] доказано, что если матрица, составленная из столбцов степеней пе-
ременных для каждого монома lm≺ ψk, невырожденная, то ≺◦Ψ является допу-
стимым мономиальным упорядочением. В частности, это будет так, если lm≺ Ψ
образует перестановку степеней.

Теорема 3 (вторая теорема Хуна Хонга [14]). Пусть lm≺ Ψ образует пере-
становку степеней. Тогда для любого множества многочленов F из того, что G
является базисом Грёбнера (F ) относительно порядка ≺◦Ψ, следует, что G◦F —
базис Грёбнера (F ◦ Ψ) относительно ≺.

1Заметим, что совместимость с делимостью выполняется для любого набора Ψ.
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Отметим ещё один интересный результат, связанный с поведением редуци-
рованных базисов Грёбнера при композиции [12].

Теорема 4 (аналог первой теоремы Хуна Хонга для редуцированных
базисов [12, теорема 3.1]). Следующие условия эквивалентны:

1) вычисление редуцированного базиса коммутирует с композицией (в том
смысле, что для любого редуцированного базиса Грёбнера G идеала (F )
относительно ≺ множество G◦Ψ—редуцированный базис Грёбнера идеала
(F ◦ Ψ) относительно того же ≺);

2) одновременно выполняются два условия:

а) композиция с Ψ совместима с упорядочением ≺;
б) каждый многочлен ψi из Ψ зависит ровно от одной переменной;
в) lcf≺ ψi = 1.

Из свойства 2б), в частности, вытекает, что lm≺ Ψ—перестановка степеней.
Заметим [12, теорема 5.2], что свойства 2б), 2в) являются достаточными для
того, чтобы множество G ◦ Ψ было редуцированным базисом Грёбнера идеала
(F ◦ Ψ) относительно ≺◦Ψ (аналог второй теоремы Хуна Хонга).

2.3. Кольца дифференциальных многочленов

Мы приведём необходимые нам определения из дифференциальной алгебры,
которые можно найти в [17,23].

Обыкновенным дифференциальным кольцом R называется коммутативное
кольцо с единицей, на котором задано дифференцирование δ, т. е. линейное
отображение δ : R → R, удовлетворяющее правилу Лейбница δ(ab) = δ(a)b +
+aδ(b). Элементарный дифференциальный оператор на R может быть записан
в виде θ = δα, α � 0. Через Θ будем обозначать множество всех элементарных
дифференциальных операторов.

Идеал I ⊂ R называется дифференциальным, если δI ⊂ I. Пересечение
любого набора дифференциальных идеалов— снова дифференциальный идеал.
Если F —произвольное подмножество в R, то через [F ] обозначается наимень-
ший дифференциальный идеал в R, содержащий F . Он равен пересечению всех
дифференциальных идеалов, содержащих F .

Рассмотрим дифференциальное поле констант F нулевой характеристики.
Пусть y— независимая дифференциальная переменная. Кольцо многочленов

F{y} := F [Θy] = F [y, y1, y2, . . .]

от бесконечного числа дифференциальных переменных вида δky называется
кольцом дифференциальных многочленов над F . Здесь через yk обозначена
производная δky. Построенное кольцо является обыкновенным дифференциаль-
ным кольцом. На переменных дифференцирование определено стандартным об-
разом: δyk = yk+1. Введём обозначение Ri = F [y0, y1, . . . , yi].
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Произвольный дифференциальный моном M ∈ R{y} можно записать в виде

M =
n∏

i=0

yαi
i , где αi � 0. Вес мономаM определяется как wtM :=

n∑
i=1

iαi. Каждый

дифференциальный многочлен являются конечной суммой дифференциальных
термов, т. е. выражений вида c ·M , где c ∈ F , c �= 0, а M —дифференциальный
моном.

Ниже мы будем часто опускать прилагательное «дифференциальный», говоря
просто о мономах и многочленах.

3. Дифференциальные стандартные базисы

Стандартные базисы дифференциальных идеалов являются аналогами бази-
сов Грёбнера в обычных полиномиальных идеалах. В дифференциальной алгебре
первые обобщения понятия базиса Грёбнера полиномиального идеала появились
в конце 1980-х годов независимо друг от друга в работах Дж. Карра-Ферро
[9,10] («дифференциальные базисы Грёбнера») и Ф. Оливье [21,22] («стандарт-
ные базисы дифференциальных идеалов»). В начале 1990-х появилась работа
Э. Мансфилд [20], в который дифференциальным базисом Грёбнера был на-
зван совсем другой объект. Мансфилд положила в основу определения понятие
псевдоредукции, а не дифференциальной редукции. Её базисы можно рассмат-
ривать как обобщение понятия характеристического множества. В отличие от
конструкции Мансфилд, базисы Оливье и Карра-Ферро позволяют решить за-
дачу принадлежности дифференциальному идеалу. Чтобы избежать путаницы,
базисы, введённые Оливье и Карра-Ферро, мы будем называть «дифференци-
альными стандартными базисами».

3.1. Допустимые упорядочения
на дифференциальных мономах

Пусть M—множество всех дифференциальных мономов кольца F{y}. Допу-
стимым упорядочением называется линейный порядок ≺ на M, удовлетворяю-
щий следующим свойствам:

1) M ≺ N =⇒ MP ≺ NP для всех M,N,P ∈ M;
2) 1 � P для всех P ∈ M;
3) yi ≺ yj ⇐⇒ i < j.

Автором доказано [26], что эти свойства гарантируют полную упорядочен-
ность M.

Будем обозначать через Rk кольцо многочленов F [y, y1, . . . , yk]. Через Mk бу-
дем теперь обозначать множество всех мономов от переменных y = y0, y1, . . . , yk,
а через ≺k —ограничение упорядочения ≺ на Mk. Упорядочения ≺k согласован-
ны в том смысле, что ≺k является ограничением ≺k+1 на Mk. В [28] было пока-
зано, что для таких согласованных мономиальных упорядочений ≺k их матрицы
можно выбрать тоже в некотором смысле согласованно.
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Определение 8. Назовём набор мономиальных матриц {Mk} согласован-
ным, если матрица Mk−1 получается из Mk удалением правого столбца и затем
откидыванием нулевой строки, если такая найдётся.

Предложение 4 ([28]). Если мономиальные матрицы Mk−1 и Mk согласо-
ванны, то упорядочения ≺k−1 и ≺k тоже согласованны.

Теорема 5 ([28]). Согласованный набор допустимых упорядочений, таких
что yk ≺k+1 yk+1, можно задать согласованным набором матриц.

Следствие 1 ([28]). Всякое допустимое упорядочение на дифференциальных
мономах задаётся согласованным набором мономиальных матриц или, что экви-
валентно, «бесконечной» (вообще говоря, вверх, вниз и вправо) мономиальной
матрицей.

Замечание. Под «бесконечной мономиальной матрицей» мы понимаем упо-
рядоченную счётную систему бесконечных строк с действительными элемен-
тами, такую что для любого k � 0 в подматрице из первых k + 1 столбцов
лишь конечный набор строк будет ненулевым, причём этот набор будет образо-
вывать мономиальную матрицу упорядочения ≺k. Тогда, обозначив этот набор
через Mk, мы получим согласованную систему {Mk}. Подчеркнём, что поряд-
ковый тип системы строк бесконечной мономиальной матрицы может отличаться
от порядкового типа N и Z. Ясно, что, наоборот, любой согласованный набор
мономиальных матриц, так же как и соответствующая «бесконечная» матрица,
задаёт некоторое допустимое упорядочение.

«Бесконечная» матрица из следствия 1 определена неоднозначно, однако
в [28] предложено определение единственной канонической матрицы допусти-
мого упорядочения.

Пример 3. Лексикографическое упорядочение lex задаётся бесконечной
вверх и вправо матрицей



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 1 . . .
. . . 1 . . .
. . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . .

1 . . . . . .




или согласованным набором мономиальных матриц

(
1
)
,

(
0 1
1 0

)
,


0 0 1

0 1 0
1 0 0


 ,




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 , . . .

(здесь и далее жирным шрифтом обозначены добавленные на очередном шаге
в матрицы строка и столбец).
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Пример 4. Упорядочение deglex (сначала по степени, а затем лексикогра-
фическое) задаётся канонической матрицей с бесконечным «провалом» после
первой строки 



1 1 1 . . . 1 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . 1 . . .

. . . 1 . . .

. . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . .
1 . . . . . .




или набором

(
1
)
,

(
1 1
0 1

)
,


1 1 1

0 0 1
0 1 0


 ,




1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0


 , . . . .

Если заменить первую строку бесконечной матрицы строкой(
0 1 2 3 . . .

)
,

то получится матрица упорядочения wtlex (сначала по весу, затем лексикогра-
фическое).

Пример 5. Упорядочение degrevlex (сначала по степени, затем обратное лек-
сикографическое) удобно задать бесконечной матрицей



1 1 1 . . . 1 1 1 . . .
−1 . . . . . .

−1 . . . . . .
−1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . −1 . . .
. . . −1 . . .
. . . −1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



.

В этой бесконечной матрице (в отличие от упорядочения degrevlex) нельзя за-
менять первую строку на строку(

0 1 2 3 . . .
)
,

так как тогда первый столбец стал бы нулевым и полученная матрица не за-
давала бы допустимого упорядочения. С другой стороны, первую строку можно
заменить строкой (

1 2 3 4 . . .
)
,
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что даст упорядочение, обозначаемое (wt+deg)revlex. Заметим, что, рассматри-
вая также первые строки вида(

1 1 1 1 . . .
0 1 2 3 . . .

)
и (

0 1 2 3 . . .
1 1 1 1 . . .

)
,

можно построить матрицы, задающие новые упорядочения degwtrevlex и
wtdegrevlex.

3.2. Специальные классы дифференциальных упорядочений

Определение 9 ([19]). Пусть p > 0. Моном M =
k∏

i=0

yαi
i называется αp-мо-

номом, если для всех i от 1 до k выполнено αi−1 + αi < p. Все остальные
мономы называются βp-мономами.

Нетрудно убедиться, что для всякого k � 0 многочлен δkyp содержит в ка-
честве слагаемого только один βp-моном. Если k = ap+ b, где 0 � b < p, то этот
βp-моном имеет вид yp−b

a yb
a+1. Разумеется, при b = 0 получаются мономы yp

a.

Теорема 6 ([19; 23, с. 17]). Для любого монома P верно равенство

P ≡
∑

ciMi mod [yp],

где Mi — αp-мономы, а ci —однозначно определённые рациональные коэффици-
енты.

Теорема 7 ([19]). Никакая нетривиальная линейная комбинация αp-мономов
не принадлежит [yp].

Определение 10 ([28]). Многочлен f называется квазилинейным относи-
тельно ≺, если f ∈ F или deg lm≺ f = 1.

Допустимое упорядочение ≺ называется:

• δ-лексикографическим, если lm≺ δM = lmlex δM для всех M �= 1;
• β-упорядочением, если lm≺ δkyn = lmdegrevlex δ

kyn для всех k, n � 1 (т. е.
старший моном δkyn является βn-мономом);

• согласованным с квазилинейностью, если производная любого ≺-квази-
линейного многочлена сама является ≺-квазилинейной.

Пример 6 ([26,28]).

1. Упорядочения lex, deglex и wtlex являются δ-лексикографическими упоря-
дочениями.

2. Упорядочения degrevlex, (wt+deg)revlex, degwtrevlex и wtdegrevlex явля-
ются β-упорядочениями.

3. Все перечисленные упорядочения согласованны с квазилинейностью.
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3.3. Дифференциальные стандартные базисы
по Оливье и Карра-Ферро

Для простоты мы приведём определение дифференциального стандартного
базиса для кольца F{y} с одним дифференцированием δ (в случае кольца
с частными производными и несколькими дифференциальными переменными
определения совершенно аналогичны).

Пусть зафиксировано произвольное1 допустимое упорядочение ≺. Пусть S ⊂
⊂ F{y}. Введём обозначение Si = (ΘS) ∩Ri.

Определение 11. Множество S ⊂ I называется дифференциальным стан-
дартным базисом идеала I относительно ≺, если ΘS является (бесконеч-
ным) алгебраическим базисом Грёбнера идеала I, рассматриваемого в кольце
F [y, y1, y2, . . .].

Дифференциальные стандартные базисы в F{y} можно рассматривать как
удобную параметризацию бесконечных базисов Грёбнера (алгебраических стан-
дартных базисов [5]) в недифференциальном кольце F [Θy]. Эта параметриза-
ция обеспечивается дифференциальными операторами и является совместимой
со структурой дифференциального кольца F{y}. Таким образом, мы можем ра-
ботать с одним элементом f вместо целого семейства Θf .

Как и в случае базисов Грёбнера, дифференциальные стандартные базисы
допускают несколько эквивалентных определений. Они основываются на поня-
тии дифференциальной редукции (или просто редукции, если ясно, о чём идёт
речь).

Многочлен f элементарно (дифференциально) редуцируется относительно
многочлена s, если существует k � 0, такое что M = lm δks делит некоторый
моном Q в f . Результатом редукции является многочлен

f̃ = f − cf(f,Q)
lcf δks

Q

M
δks,

где cf(f,Q)—коэффициент в многочлене f перед Q. Отношение редукции полу-
чается из элементарной редукции рефлексивно-транзитивным замыканием. Это

отношение мы будем записывать так: f δ−→
s
f̃ . Каждая цепочка элементарных ре-

дукций всегда обрывается, так как множество всех дифференциальных мономов
является вполне упорядоченным [26].

Предложение 5 ([9,22]). Следующие условия эквивалентны:
1) S является дифференциальным стандартным базисом идеала [S] в смысле

определения 11, т. е. для любого f ∈ [S], f �= 0, найдутся s ∈ S, θ ∈ Θ,
такие что lm≺ θs | lm≺ f ;

2) f δ−→
S

0 для любого f ∈ [S];

3) для любого f ∈ [S] найдётся j � 0, такое что f −→
Sj

0;

1Заметим, что в работах Оливье и Карра-Ферро на упорядочение ≺ накладывались дополнитель-
ные свойства, связанные с дифференцированием кольца.
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4) множество {lm≺ θs | s ∈ S, θ ∈ Θ} порождает (вообще говоря, недиффе-
ренциальный) мономиальный идеал (lm≺ f | f ∈ [S]);

5) f ∈ [S] тогда и только тогда, когда f δ−→
s

0;

6) для каждого f ∈ [S] существует S-представление f =
k∑

i=1

pisi, где si ∈ ΘS,
pi ∈ F{y} и lm≺ pisi � lm≺ f ;

7) все s-полиномы элементов множества ΘS дифференциально редуцируются
относительно S к нулю.

Через DSB≺(S, [F ]) будем для краткости обозначать условие «S является
дифференциальным стандартным базисом идеала [F ] относительно ≺», а через
DSB≺(S)—условие DSB≺(S, [S]).

Пример 7 ([21, с. 85]). Идеал [y2 + y + 1] обладает дифференциальным
стандартным базисом относительно ≺lex из двух элементов: {y2 + y + 1, y′}.

Определение 12. Стандартный базис S идеала I называется минимальным,
если никакое собственное подмножество S не является стандартным базисом I.
Базис называется редуцированным, если каждый элемент s ∈ S дифференци-
ально редуцирован относительно S \ {s}.

Оливье [21, 22] предложил процесс пополнения, который, в случае если он
останавливается, возвращает минимальный стандартный базис. Этот процесс
существенно использует критерии отбора нужных s-полиномов, аналогичные
критериям Бухбергера [4]. Однако даже если стандартный базис конечен, про-
цесс Оливье может не остановиться.

Если стандартный базис идеала известен и конечен, то он позволяет эффек-
тивно решить задачу принадлежности произвольного многочлена этому идеалу.
Так, например, обстоит дело с идеалами, порождёнными наборами линейных
многочленов. В общем же случае стандартные базисы бесконечны. Тем не ме-
нее иногда (например, в случае радикального идеала [15, 16] или если иде-
ал порождён однородными по весу многочленами) проверить принадлежность
данного многочлена идеалу всё-таки можно, вычислив лишь несколько первых
элементов бесконечного базиса (до заданного веса). По этому поводу см. [11,21].

Не так давно автор получил красивые примеры конечных стандартных бази-
сов, а также некоторые критерии их конечности [2,28], обобщающие результаты
Карра-Ферро [10], что дало новый импульс к развитию этой темы.

Из [19] следует теорема 8.

Теорема 8 ([2]). Для любого n > 1 идеал [yn], n > 1, обладает конечным
дифференциальным стандартным базисом {yn} при любом β-упорядочении и не
обладает конечным стандартным базисом ни при каком δ-лексикографическом
упорядочении.

Теорема 9 ([28]). Пусть ≺— согласованное с квазилинейностью упорядоче-
ние, а [F ] содержит ≺-квазилинейный многочлен. Тогда [F ] обладает конечным
дифференциальным стандартным базисом относительно ≺.
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Теорема 10 ([28]). Пусть ≺— δ-лексикографическое упорядочение, а [F ]—
собственный дифференциальный идеал в F{y}. Идеал [F ] обладает конечным
дифференциальным стандартным базисом относительно ≺, если и только если
в [F ] содержится ≺-квазилинейный многочлен.

Теорема 11 ([28]). Если идеал обладает конечным дифференциальным стан-
дартным базисом при каком-то δ-лексикографическом упорядочении, то он об-
ладает им и при чистом лексикографическом упорядочении.

На теореме 10 основан предложенный автором процесс пополнения [28], воз-
вращающий (при δ-лексикографическом упорядочении) редуцированный диф-
ференциальный стандартный базис идеала, если он конечен. Он называется
«улучшенным процессом Оливье». В отличие от оригинального процесса Оли-
вье, улучшенный процесс гарантированно останавливается, если идеал обладает
конечным стандартным базисом.

3.4. Задача принадлежности для идеалов, порождённых
композицией дифференциальных многочленов

В [3] автор совместно с М. В. Кондратьевой получил несколько результатов,
касающихся идеалов, порождённых композицией многочленов. Они основыва-
ются на так называемых подготовительных многочленах Ритта и Колчина
[17,23]. Имеется алгоритм, который для каждого дифференциального многочле-
на p ∈ F{y} строит подготовительный многочлен pg ∈ F{x}{y} относительно
другого многочлена g ∈ F{x}. Ритт доказал [23, с. 64], что для любых p и g
многочлен pg существует и единствен.

Теорема 12 ([3, следствие 3]). Пусть многочлен g является лексикографи-
чески квазилинейным. Тогда p ∈ [f ◦ g] тогда и только тогда, когда pg ∈ [f ].

Так, если g—лексикографически квазилинейный многочлен и n > 0, данная
теорема сводит проверку включения p ∈ [gn] к проверке того, что pg ∈ [yn]. Это,
в свою очередь, может быть сделано с помощью редукции относительно диффе-
ренциального стандартного базиса {yn} идеала [yn] при любом β-упорядочении
(теорема 8). В данной работе мы явно построим упорядочение, при котором уже
идеал [gn] будет обладать конечным дифференциальным стандартным базисом
(предложение 10).

4. Основные результаты

4.1. Однородные упорядочения

Определение 13. Назовём упорядочение ≺ полностью однородным1, если
для любых мономов P,Q ∈ M, таких что P ≺ Q, следует, что P ◦ y1 ≺ Q ◦ y1.

1От просто однородных упорядочений требуется, чтобы неравенство выполнялось для мономов
P и Q с одинаковыми степенью и весом.
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Замечание. Ясно, что для полностью однородных упорядочений выполняет-
ся более сильное условие:

P ≺ Q =⇒ P ◦ yi ≺ Q ◦ yi

для любого i � 0.
Пример 8. Упорядочения lex, deglex и degrevlex являются полностью одно-

родными.
Пример 9. Упорядочение wtlex не является полностью однородным. В самом

деле, y3 ≺wtlex y1, но y3 ◦ y1 = y3
1 �wtlex y2 = y1 ◦ y1.

Теорема 13. Полностью однородное упорядочение согласовано с квазилиней-
ностью.

Доказательство. Пусть ≺—полностью однородное упорядочение и ym�M .
Запишем моном M в виде

M =
d∏

k=1

yik
,

где индексы ik могут совпадать. Тогда

M ◦ y1 =
d∏

k=1

yik+1,

а каждый моном в δM имеет вид(
yij+1

∏
1�k�d

k �=j

yik

)

для некоторого j. Так как ≺ полностью однородно, получаем, что

ym+1 �M ◦ y1 = yij+1

∏
1�k�d

k �=j

yik+1 � yij+1

∏
1�k�d

k �=j

yik

для любого j, 1 � j � d. В частности, ym+1 � lm≺ δM .

Пример 10. Пусть ≺—допустимое упорядочение, матрица которого имеет
в качестве первой строки геометрическую прогрессию(

1 c c2 . . . cs . . .
)
,

где c � 1, а мономы, эквивалентные относительно этой весовой строки, сравни-
ваются некоторым полностью однородным упорядочением (например, лексико-
графически). Тогда ≺ является полностью однородным.

Доказательство. Пусть

P =
k∏

i=0

yαi
i , Q =

k∏
i=0

yβi

i .
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Тогда

P ≺ Q =⇒
k∑

i=0

ci(αi − βi) � 0 ⇐⇒

⇐⇒ c

k∑
i=0

ci(αi − βi) � 0 ⇐⇒
k∑

i=0

ci+1(αi − βi) � 0.

Мономы P ◦y1 и Q◦y1 эквивалентны относительно первой строки матрицы тогда
и только тогда, когда эквивалентны P и Q. Поэтому на самом деле последнее
неравенство строгое и P ◦ y1 ≺ Q ◦ y1.

При c = 1 таким образом получается упорядочение deglex. Следующее пред-
ложение обращает результат этого примера.

Предложение 6. Если упорядочение ≺ является полностью однородным, то
либо ≺—лексикографическое упорядочение, либо его можно задать матрицей,
имеющей в качестве первой строки геометрическую прогрессию(

1 c c2 . . . cs . . .
)
,

где c � 1.

Доказательство. Пусть n > 1 и Mn —матрица упорядочения ≺n из согла-
сованного набора. Пусть (

a0 a1 . . . an

)
—

её первая строка. Предположим, что при 1 � i < n имеем ai > 0 и ai+1 > 0.
Рассмотрим при j ∈ {i, i+ 1} множества

Qj =
{ n
m

∣∣∣ 1 �= ym
j−1 ≺ yn

j

}
⊂ Q.

Так как

ym
j−1 ≺ yn

j =⇒ maj−1 � naj =⇒ n

m
� aj−1

aj
при aj > 0, m > 0,

то inf Qj � aj−1
aj

. С другой стороны, из

n′

m′ >
aj−1

aj
=⇒ n′

m′ ∈ Qj

следует, что inf Qj = aj−1
aj

. В силу полной однородности упорядочения Qi =
= Qi+1. Поэтому

ai−1

ai
= inf Qi = inf Qi+1 =

ai

ai+1
.

Вернёмся теперь к доказательству утверждения. Предположим, что a0 = 0.
Пусть i � 1—номер первого ненулевого элемента первой строки матрицы Mn.
Если i < n, то ai−1 = 0, ai > 0 и ai+1 > 0, т. е. 0 = ai−1

ai
�= ai

ai+1
—противоречие.

Значит, при каждом n > 1 верно, что в первой строке матрицы Mn согласо-
ванного набора первый ненулевой элемент— это an. Поэтому yn � yk

i для всех
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n > 1, i < n, k � 0. В частности, y2 � yk
1 . Ввиду полной однородности ≺ имеем

y1 � yk
0 . Объединяя это со сказанным выше, получаем, что yn � yk

i при всех
i < n, k � 0 для любого n � 0. Тогда ≺ = ≺lex.

Осталось рассмотреть случай a0 �= 0. Получаем, что 0 < a0 � a1 � . . . � an.
Из доказанного выше следует, что первая строка матрицы Mn образует ненуле-
вую геометрическую прогрессию. При этом понятно, что можно считать a0 = 1.
Новые строки добавляются в матрицы согласованного набора не в начало (иначе
они бы начинались с нулей), поэтому у бесконечной матрицы упорядочения ≺
будет первая строка вида (

1 c c2 . . . cs . . .
)
,

где c = a1 � a0 = 1.

4.2. Связь дифференциальных стандартных базисов
с базисами Грёбнера

Определение 14. Пусть заданы множества Si ⊂ Ri, i � 0, причём Si ⊂ Si+1,
а ≺i — согласованные мономиальные упорядочения на Mi (в том смысле, что
ограничение ≺i+k на Mi совпадает с ≺i для любого k > 0). Будем говорить, что
{Gk}∞k=0 — согласованный c множествами Sk набор базисов Грёбнера, если
для каждого i � 0 Gi —базис Грёбнера идеала (Si)�Ri относительно ≺i, такой
что

1) Si ⊂ Gi;
2) для любого h ∈ Gi \ Si выполнено lm≺i

h /∈ (lm≺i
Si);

3) если lm≺i
hi = lm≺j

hj , где hi ∈ Gi\Si, hj ∈ Gj \Sj при некоторых i, j � 0,
то hi = hj .

Предложение 7. Согласованный набор базисов Грёбнера {Gk}∞k=0 существу-
ет.

Доказательство. Ясно, что каждое множество многочленов P можно допол-
нить до базиса Грёбнера G идеала (P ) в соответствующем кольце минимальным
образом, т. е. так, чтобы старший моном каждого многочлена h ∈ G \ P был
редуцирован относительно G \ {h}.

Будем строить Gi по индукции. Дополним минимальным образом множе-
ство S0 до базиса Грёбнера G0 в R0 = F [y]. Пусть базисы Gi, 0 � i � k, уже
построены и удовлетворяют требованиям согласованности. Рассмотрим множе-
ство

H =
{
h ∈

k⋃
i=0

(Gi \ Si)
∣∣∣∣ lm≺ h /∈ (lm≺ Sk+1)

}
.

Понятно, что H ⊂ (Gk) = (Sk) ⊂ (Sk+1) и все многочлены в H имеют различные
старшие мономы. Возьмём теперь за Gk+1 минимальное дополнение множества
Sk+1 ∪H до базиса Грёбнера идеала (Sk+1) в Rk+1.
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Теорема 14. Пусть S ⊂ F{y}—непустое множество многочленов и Si =
= (ΘS) ∩ Ri. Пусть {Gk}∞k=0 — согласованный с Sk набор базисов Грёбнера
идеалов (Sk)�Rk относительно ≺k. Множество S является дифференциальным
стандартным базисом идеала [S] относительно ≺ тогда и только тогда, когда
Si =

⋂
k�i

Gk.

Доказательство. Необходимость. Пусть S—дифференциальный стандарт-
ный базис идеала [S]. Ясно, что Si ⊂ ⋂

k�i

Gk ⊂ [S] по построению базисов

Грёбнера Gk. Пусть f ∈ ⋂
k�i

Gk. Так как f ∈ [S], получаем, что f δ−→
S

0. Значит,

найдётся j � i, такое что f −→
Sj

0. В частности, lm≺j
f ∈ (lm≺j

Sj). Из того,

что f ∈ Gj , следует, что f ∈ Sj по построению Gj . Но f ∈ Gi ⊂ Ri, т. е.
f ∈ Sj ∩Ri = Si, что и требовалось доказать.

Достаточность. Пусть f ∈ [S]. Найдётся такое i � 0, что для всех j � i спра-
ведливо f ∈ (Sj). Так как Gj —базис Грёбнера идеала (Sj), то для f существует
Gj-представление вида

f =
A∑

α=1

pαsα +
B∑

β=1

qβhβ , (1)

где pα, qβ ∈ Rj , sα ∈ Sj , а hβ —различные многочлены из Gj \ Sj , причём
lm≺j

pαsα � lm≺j
f и lm≺j

qβhβ � lm≺j
f . Предположим, что ни при каком j � i

нет Gj-представления многочлена f с B = 0. Рассмотрим тогда при всех j � i
Gj-представления с минимально возможным мономом M = max

1�β�B
lm≺j

qβhβ , а

среди них выберем Gj-представление с минимальным мономом Q = lm≺ h, где
M = lm≺j

qh. Это можно сделать, так как множество всех мономов является
вполне упорядоченным относительно ≺j . Заметим, что при зафиксированных j
и M такой многочлен h определён однозначно.

Так как h ∈ (Gj) ⊂ [S], то найдётся индекс j′ � j, такой что h ∈ (Sj′).
По предположению Sj′ =

⋂
k�j′

Gk. Понятно, что h /∈ Sj′ (иначе было бы h ∈
∈ Sj′ ∩ Rj = Sj). Значит, для некоторого l � j′ имеем h /∈ Gl. Рассмотрим
Gl-представление многочлена h:

h =
C∑

α′=1

pα′sα′ +
D∑

β′=1

qβ′hβ′ . (2)

Заметим, что если D > 0, то lm≺l
(qβ′hβ′) �l h, но lm≺l

hβ′ ≺l lm≺l
h, где

1 � β′ � D, потому что в противном случае имело бы место равенство h =
= hβ′ ∈ Gl. Подставляя выражения вида (2) для h в (1), получаем Gl-пред-
ставление многочлена f , в котором либо B = 0, либо моном max

1�β�B
lm≺j

qβhβ

меньше M , либо lm≺ h меньше Q, где M = lm≺j
qh. В любом случае это проти-

воречит выбору Gj-представления многочлена f . Итак, для каждого f ∈ [S] име-
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ется Gj-представление (1) с B = 0 (затрагивающее только многочлены из ΘS),
а значит, S—дифференциальный стандартный базис [S] относительно ≺.

4.3. Поведение дифференциальных стандартных базисов
при композиции

Определение 15. (Дифференциальной) композицией с дифференциальным
многочленом ψ называется дифференциальный эндоморфизм F{y} → F{y}, при
котором y �→ ψ. Образ многочлена f ∈ F{y} при дифференциальной композиции
будем обозначать через f ◦ ψ.

Кроме того, мы будем рассматривать недифференциальные композиции
в кольце F{y} � F [y, y1, y2, . . .] с бесконечным набором многочленов Ψ =
= (ψ0, ψ1, ψ2, . . .).

Лемма 1. Пусть U и V —непустые непересекающиеся множества незави-
симых переменных, ≺U,V —мономиальное упорядочение на мономах от пере-
менных из U ∪ V и ≺U —ограничение ≺U,V на мономы от переменных из U .
Следующие условия эквивалентны:

1) G—базис Грёбнера идеала I � F [U ] относительно ≺U ;
2) G ⊂ F [U ] и G—базис Грёбнера идеала I � F [U, V ] относительно ≺U,V .

Доказательство. Утверждение очевидно, так как добавление новых неиз-
вестных не влияет на редуцируемость s-полиномов элементов из G относитель-
но G к нулю.

Лемма 2. Пусть для каждого i � 0 заданы множества Si ⊂ Ri, Si ⊂ Si+1,
а ≺i — согласованные мономиальные упорядочения на Mi. Пусть, далее, ψi ∈ Ri,
Ψi = (ψ0, ψ1, . . . , ψi), причём

1) композиция с Ψi совместима с упорядочением ≺i;
2) lm≺ ψi = yλi

i для некоторых λi > 0.
Тогда из того, что {Gk}∞k=0 — согласованные с множествами Sk базисы Грёбнера
относительно ≺k, следует, что {Gk ◦ Ψk}∞k=0 — согласованные с множествами
Sk ◦ Ψk базисы Грёбнера относительно ≺k.

Доказательство. Ясно, что при каждом k � 0 мономы lm≺k
Ψk образуют

перестановку степеней. По теореме 2, если Gk —базис Грёбнера (Sk) при ≺k,
Gk◦Ψk является базисом Грёбнера идеала (Sk◦Ψk) при том же упорядочении ≺k.

Очевидно, что
Sk ⊂ Gk ⇐⇒ Sk ◦ Ψk ⊂ Gk ◦ Ψk

(обратная импликация справедлива потому, что композиция с Ψk является инъ-
ективным отображением, см. замечание к теореме 2).

По предложению 3 композиция с Ψk совместима с неделимостью. Поэтому
для любых мономов M и N из Mk

M ◦ lm≺k
Ψk | N ◦ lm≺k

Ψk ⇐⇒ M | N.
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В частности,
M ◦ lm≺k

Ψk = N ◦ lm≺k
Ψk ⇐⇒ M = N.

Для s ∈ Sk и h ∈ Gk \ Sk, используя предложение 2, получаем

lm≺k
(s ◦ Ψk) | lm≺k

(h ◦ Ψk) ⇐⇒
⇐⇒ lm≺k

s ◦ lm≺k
Ψk | lm≺k

h ◦ lm≺k
Ψk ⇐⇒ lm≺k

s | lm≺k
h.

Наконец, для произвольных hi ∈ Gi \ Si, hj ∈ Gj \ Sj , где 0 � i � j, снова
применяя предложения 2 и 3, получаем, что

lm≺i
(hi ◦ Ψi) = lm≺j

(hj ◦ Ψj) ⇐⇒ lm≺j
(hi ◦ Ψj) = lm≺j

(hj ◦ Ψj) ⇐⇒
⇐⇒ (lm≺j

hi) ◦ lm≺j
Ψj = (lm≺j

hj) ◦ lm≺j
Ψj ⇐⇒

⇐⇒ lm≺j
hi = lm≺j

hj ⇐⇒ lm≺i
hi = lm≺j

hj .

Поэтому наборы базисов Грёбнера {Gk}∞k=0 и {Gk ◦ Ψk}∞k=0 согласованны или
несогласованны одновременно.

Лемма 3 (обобщение [13, лемма 4.4]). Пусть Ψ = (ψ0, ψ1, ψ2, . . .)—произ-
вольный набор дифференциальных многочленов. Если [F ] = [S], то [F ◦ Ψ] =
= [S ◦ Ψ].

Доказательство. Пусть h ∈ [F ◦ Ψ]. Тогда h =
∑
i

pi(fi ◦ Ψ), где fi ∈ F . Но

F ⊂ [S], поэтому fi =
∑
j

qijsj , где sj ∈ S. Значит,

h =
∑

i

pi

((∑
j

qijsj

)
◦ Ψ
)

=
∑

i

pi

∑
j

(qij ◦ Ψ)(sj ◦ Ψ) =

=
∑

j

(∑
i

pi(qij ◦ Ψ)
)

(sj ◦ Ψ) ∈ [S ◦ Ψ],

откуда [F ◦ Ψ] ⊂ [S ◦ Ψ]. Обратное включение доказывается аналогично.

Лемма 4. Пусть ≺—допустимое упорядочение. Пусть [F ] = [S] и Ψ =
= (ψ0, ψ1, ψ2, . . .)—набор дифференциальных многочленов, таких что lmlex ψk =
= yk. Пусть

DSB≺(S) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ).

Тогда
DSB≺(S, [F ]) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ, [F ◦ Ψ]).

Доказательство. При [F ] = [S] из леммы 3 вытекает, что [S ◦ Ψ] = [F ◦ Ψ].
С учётом этого имеем

DSB≺(S, [F ]) =⇒ DSB≺(S) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ) =⇒ DSB≺(S ◦ Ψ, [F ◦ Ψ]).

Пусть ψk = ckyk+Tk, где ck ∈ F , ck �= 0, Tk ∈ Rk−1. Обозначим через τ гомо-
морфизм композиции с Ψ. Тогда τ —автоморфизм кольца F [y, y1, y2, . . .] над F :
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обратным отображением служит композиция с индуктивно определяемыми мно-
гочленами

φk = c−1
k (yk − τ−1(Tk)) = c−1

k (yk − Tk ◦ Φk−1)),

где Φk−1 = (φ0, φ1, . . . , φk−1). В наших обозначениях (H◦Ψ)◦Φ = H для любого
множества многочленов H. Очевидно, что lmlex φk = yk.

Повторяя теперь рассуждения для множества S ◦Ψ и композиции с Φ, полу-
чаем обратную импликацию DSB(S ◦ Ψ, [F ◦ Ψ]) =⇒ DSB(S, [F ]).

Теорема 15. Пусть ≺—допустимое упорядочение на дифференциальных мо-
номах, r � 0 и ψ ∈ Rr —дифференциальный многочлен, причём lm≺ δkψ = yr+k

при всех k � 0. Рассмотрим набор

Ψ = (y, y1, . . . , yr−1, ψ, δψ, δ
2ψ, . . .).

Пусть S ⊂ F [yr, yr+1, yr+2, . . .] = F{yr}. Тогда
DSB≺(S, [F ] � F{y}) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ, [F ◦ Ψ] � F{y}).

Доказательство. Как обычно, будем через ≺k обозначать ограничение ≺
на Mk и положим Hk = (ΘF )∩Rk для произвольного множества многочленов H.
Так как S ⊂ F{yr} и ограничение композиции с набором Ψ с F{y} на F{yr}—
дифференциальный гомоморфизм над F , получаем, что Sk ◦ Ψ = (S ◦ Ψ)k. По
условию Si = ∅ при i < r.

Положим Ψk = (ψ,ψ1, . . . , ψk). Пусть {Gk}∞k=r — согласованный с Sk на-
бор базисов Грёбнера. Поскольку lm≺ ψk = yk, композиция с Ψk совместима
с упорядочением ≺k и lm≺k

Ψk является (тривиальной) перестановкой степеней.
Применяя к композиции с Ψ лемму 2, получаем, что {Gk ◦Ψ}∞k=r — согласован-
ный с (S ◦ Ψ)k набор базисов Грёбнера.

Так как отображение композиции с Ψ инъективно, то для любых множеств
A,B ⊂ F{y}

A ◦ Ψ = B ◦ Ψ ⇐⇒ A = B

и, кроме того,
(A ∩B) ◦ Ψ = (A ◦ Ψ) ∩ (B ◦ Ψ).

Поэтому при всех i � r ( ⋂
k�i

Gk

)
◦ Ψ =

⋂
k�i

(Gk ◦ Ψ).

По теореме 14 из Sk ◦ Ψ = (S ◦ Ψ)k следует, что

DSB≺(S) ⇐⇒ ∀i � r Si =
⋂
k�i

Gk ⇐⇒

⇐⇒ ∀i � r Si ◦ Ψ =
( ⋂

k�i

Gk

)
◦ Ψ =

⋂
k�i

(Gk ◦ Ψ) = (S ◦ Ψ)i ⇐⇒

⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ).
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Теперь для завершения доказательства остаётся заметить, что ≺-квазилинейный
многочлен всегда является lex-квазилинейным, и воспользоваться леммой 4.

Теорема 16. Пусть упорядочение на дифференциальных мономах ≺ являет-
ся полностью однородным, а ψ ∈ F{y}—≺-квазилинейный многочлен, причём
lm≺ δkψ = yr+k для всех k � 0. Тогда

DSB≺(S, [F ] � F{y}) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ Ψ, [F ◦ Ψ] � F{y}).
Доказательство. Пусть ordψ = yr и σ : F{y} → F{y}—дифференциальная

композиция с многочленом yr. Для многочленов из Rk предста́вим дифферен-
циальную композицию с ψ в виде композиции следующих отображений:

Rk = F [y0, y1, . . . , yk]
σk� F [yr, yr+1, . . . , yr+k]

ιk
↪→

ιk
↪→ F [y0, y1, . . . , yr+k]

φk−→ F [y0, y1, . . . , yr+k],

где σk : yi �→ yi+r, 0 � i � k, — ограничение σ на Rk, являющееся изоморфизмом
над F , ιk —вложение, а φk —ограничение композиции с набором ≺r+k-квази-
линейных многочленов Φ = (y0, y1, . . . , yr−1, ψ, δψ, δ

2ψ, . . .) на Rk.
При полностью однородном упорядочении для любых мономов M , N выпол-

нено
M ≺ N ⇐⇒ σ(M) ≺ σ(N)

и S-представление любого многочлена при отображении σ переходит в
σ(S)-представление (и наоборот). Поэтому с учётом леммы 1

DSB≺(S, [F ] � F{y}) ⇐⇒ DSB≺(S ◦ yr, [F ◦ yr] � F{y}).
Заметим, что S◦yr ⊂ F{yr}. Поэтому множество S◦yr и набор Φ удовлетворяют
условиям теоремы 15, откуда и следует искомое утверждение.

Замечание. Отметим, что если многочлен ψ не является лексикографиче-
ски квазилинейным, то старшие мономы его производных, вообще говоря, не
образуют перестановку степеней. Поэтому техника, развитая в этом разделе,
неприменима к таким многочленам.

4.4. Применения теорем о композиции
дифференциальных стандартных базисов

Замечание. Дифференциальная композиция любого лексикографического
дифференциального стандартного базиса с квазилинейным многочленом по те-
ореме 16 снова даёт лексикографический стандартный базис. Это хорошо со-
гласуется с необходимым и достаточным критерием конечности такого бази-
са (теорема 10). Действительно, композиция lex-квазилинейных многочленов—
снова lex-квазилинейный многочлен. Аналогичные рассуждения справедливы и
для полностью однородного упорядочения deglex (отметим, что deglex-квазили-
нейные многочлены являются просто линейными). Однако для произвольного
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(неоднородного) δ-лексикографического упорядочения вычисление дифференци-
ального стандартного базиса, вообще говоря, не коммутирует с композицией
с квазилинейным многочленом.

Предложение 8. Пусть ограничение упорядочения ≺ на мономы от yr, yr+1,
yr+2, . . . при некотором r � 0 является β-упорядочением. Тогда DSB≺(yn

r ) для
всех n > 0.

Доказательство. Пусть

M ≺′ N ⇐⇒ M ◦ yr ≺ N ◦ yr.

Ясно, что ≺′ — β-упорядочение. По теореме 8 имеем DSB≺′(yn). Но то-
гда DSB≺(yn

r , [y
n
r ] � F{yr}). Следовательно, по лемме 1 выполняется условие

DSB≺(yn
r , [y

n
r ] � F{y}).

Замечание. В частности, предложение 8 справедливо и для обычных β-упо-
рядочений.

Предложение 9. Пусть ≺— β-упорядочение и ψ—≺-квазилинейный мно-
гочлен, причём ≺ является согласованным с квазилинейностью для ψ (т. е.
производная δnψ является ≺-квазилинейной для всех n � 0). Тогда для любого
n > 0 многочлен ψn образует дифференциальный стандартный базис идеала [ψn]
относительно ≺.

Доказательство. Так как ≺— β-упорядочение, то по предложению 8 {yn
r }—

дифференциальный стандартный базис [yn
r ] относительно ≺. Рассуждая как

в доказательстве теоремы 16, предста́вим дифференциальную композицию yn

с ψ в виде композиции yn
r с набором ≺-квазилинейных многочленов

Ψ = (y0, y1, . . . , yr−1, ψ, δψ, δ
2ψ, . . .).

По теореме 15 {ψn} является дифференциальным стандартным базисом [ψn]
относительно ≺.

Автором совместно с М. В. Кондратьевой выдвинута следующая гипотеза.

Гипотеза ([3, 28]). Пусть ≺— согласованное с квазилинейностью β-упоря-
дочение. Для того чтобы идеал I обладал конечным дифференциальным стан-
дартным базисом при ≺, необходимо и достаточно, чтобы либо I содержал
≺-квазилинейный многочлен, либо I порождался некоторой степенью ≺-ква-
зилинейного многочлена.

Эту гипотезу частично подтверждают теорема 9 и предложение 9.

Предложение 10. Пусть k � 0. Тогда найдётся такое упорядочение ≺, что
для любого лексикографически квазилинейного многочлена f порядка k и лю-
бого n � 1 идеал [fn] обладает дифференциальным стандартным базисом из
одного fn относительно ≺.
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Доказательство. Выберем в качестве ≺ так называемое смешанное
lex-revlex упорядочение порядка k, которое определим матрицей




y0 y1 y2 . . . yk−1 yk yk+1 yk+2 . . . y2k−1 y2k y2k+1 . . .

1 2 3 . . . k k + 1 k + 2 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
−1

−1
−1

. . .
−1

−1
−1

1
. . .

1
1

1




.

Первая строка этой матрицы сравнивает мономы от yr, yr+1, yr+2, . . . относи-
тельно веса wt−(k − 1) deg. Ясно, что f является ≺-квазилинейным. Более
того, любая производная f будет ≺-квазилинейной. Действительно, пусть yk+r

иM —два монома из δrf , причёмM = PQ, где P ≺lex yk, а Q �lex yk. При этом
M является слагаемым в r-й производной некоторого монома из f , меньшего yk

(а значит, не большего ydeg M
k−1 ). Понятно, что wtM − wt ydeg M

k−1 � r, откуда

(wtQ− (k − 1) degQ) + (wtP − (k − 1) degP ) � r

и wtQ − (k − 1) degQ � r, потому что wtP � wt ydeg P
k−1 . (Равенство здесь до-

стигается, только когда Q входит в δr(ydeg Q
k−1 ).) Тогда уже относительно первой

строки матрицы упорядочения ≺ моном yk+r будет иметь вес r + 1, а моном
M —вес не более r.

Легко видеть, что построенное упорядочение удовлетворяет предложению 8.
В самом деле, соответствующее ему упорядочение ≺′ является β-упорядоче-
нием (wt+deg)revlex. Поэтому идеал [yn

k ] имеет конечный дифференциальный
стандартный базис {yn

k } относительно ≺. Теперь доказательство следует из те-
оремы 15 (рассуждения такие же, как и в доказательстве предложения 9).

Заключение

В работе доказано, что композиция c квазилинейными многочленами при
полностью однородных упорядочениях коммутирует с вычислением дифферен-
циального стандартного базиса. Для этого была развита специальная техника,
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сводящая вопросы о композиции дифференциальных базисов к аналогичным за-
дачам для базисов Грёбнера обычных колец многочленов и к теоремам Хуна
Хонга о поведении базисов Грёбнера при композиции. С помощью этой тех-
ники была установлена конечность некоторых дифференциальных стандартных
базисов. Кроме того, были полностью охарактеризованы однородные дифферен-
циальные упорядочения.
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