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Аннотация

Работа посвящена взаимосвязи между проблемой Куроша и теоремой Ширшова
о высоте. В центре внимания находится тождество алгебраичности, с помощью ко-
торого и получаются основные результаты, например прямое комбинаторное доказа-
тельство теоремы о нильпотентности радикала вместе с явными оценками на индекс
нильпотентности. Доказано, что если A—конечно порождённая PI-алгебра, Y — её
конечное подмножество и для любого ассоциативно-коммутативного кольца R ⊃ F

любой фактор тензорного произведения R ⊗ A, для которого все проекции элементов
из Y алгебраичны, является конечномерной R-алгеброй, то A имеет ограниченную
существенную высоту над Y . Если же, кроме того, Y порождает A как алгебру, то A
имеет ограниченную высоту над Y в смысле Ширшова.

Кроме того, работа содержит доказательство теоремы Размыслова—Кемера—Брау-
на о нильпотентности радикала конечно порождённой PI-алгебры, отличное от перво-
начального. Доказательство позволяет получить конструктивные оценки.

Главной целью данной работы является развитие техники, связанной с тождеством
алгебраичности, а также развитие своего рода «операционного исчисления» для опера-
торов, связанных с символьными выражениями в PI-алгебрах (операторов «переноса»
и «вставки»).

Abstract

A. Ya. Belov, The Kurosh problem, height theorem, nilpotency of the radical, and
algebraicity identity, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 2,
pp. 3—29.

The paper is devoted to relations between the Kurosh problem and the Shirshov height
theorem. The central point and main technical tool is the identity of algebraicity. The main
result of this paper is the following. Let A be a finitely generated PI-algebra and Y be
a finite subset of A. For any Noetherian associative and commutative ring R ⊃ F, let any
factor of R ⊗ A such that all projections of elements from Y are algebraic over π(R) be
a Noetherian R-module. Then A has bounded essential height over Y . If, furthermore, Y
generates A as an algebra, then A has bounded height over Y in the Shirshov sense.

The paper also contains a new proof of the Razmyslov–Kemer–Braun theorem on
radical nilpotence of affine PI-algebras. This proof allows one to obtain some constructive
estimates.
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The main goal of the paper is to develope a “virtual operator calculus.” Virtual oper-
ators (pasting, deleting and transfer) depend not only on an element of the algebra but
also on its representation.

1. Введение

А. И. Ширшовым [17, 18] была доказана теорема об ограниченности высоты
конечно порождённой PI-алгебры степени m над множеством слов длины не
больше m.

Теорема А. И. Ширшова о высоте. Пусть A—конечно порождённая PI-ал-
гебра. Тогда существуют конечный набор элементов Y и число H ∈ N, такие
что A линейно представима множеством элементов вида

vk1
1 vk2

2 · · · vkh

h , где h � H, vi ∈ Y.

В качестве Y можно взять набор слов степени не выше m.

Такой набор Y называется базисом Ширшова. Элемент x линейно предста-
вим множеством M , если он принадлежит его линейной оболочке Span(M).
Если A = Span(M), то A линейно представима множеством M .

Из этой теоремы вытекает положительное решение проблемы Куроша [7] и
других проблем бернсайдовского типа для PI-колец. Ведь если Y —базис Шир-
шова и все элементы из Y алгебраичны, то алгебра A конечномерна. Тем самым
теорема Ширшова даёт явное указание множества элементов, алгебраичность
которых ведёт к конечномерности всей алгебры.

Следствие 1.1. Если A—PI-алгебра степени m и все слова от образующих A
степени не выше m алгебраичны, то A локально конечна.

Итак, ограниченность высоты над Y влечёт положительное решение «пробле-
мы Куроша над Y ». (И. П. Шестаков поставил вопрос о локальной конечности
алгебр с алгебраическим множеством слов длины не выше сложности. Гипотеза
Шестакова была независимо доказана в [13, 16]. С. Амицур поставил вопрос
об ограниченности высоты над указанным множеством. Этот вопрос был ре-
шён в [1], ответ на него был также анонсирован в [15]. Множествам Y , над
которыми положительно решается проблема Куроша, посвящён ряд работ. Об-
суждение комбинаторных вопросов, с этим связанных, можно найти, например,
в [1—3, 14].) Наша цель состоит в обращении этого утверждения.

Вместо понятия высоты удобнее пользоваться близким понятием суще-
ственной высоты. Алгебра A имеет существенную высоту h над конечным
множеством Y , называемым s-базисом, если можно выбрать такое конечное
множество D ⊂ A, что A линейно представима элементами вида t1 · · · tl, где
l � 2h+1 и для каждого i либо ti ∈ D, либо ti = yki

i , yi ∈ Y , причём множество
таких i, что ti /∈ D, содержит не более h элементов.

Отметим, что если алгебра конечномерна, то она имеет ограниченную суще-
ственную высоту (равную нулю) над пустым множеством.
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Говоря неформально, любое длинное слово есть произведение периодических
частей и «прокладок» ограниченной длины. Существенная высота есть число
таких периодических кусков, а обычная ещё учитывает «прокладки».

Теорема 1.2 (А. Я. Белов). Пусть A— градуированная алгебра, Y —конеч-
ное множество однородных элементов. Тогда если при всех n алгебра A/Y (n)

нильпотентна, то Y есть s-базис A. Если при этом Y порождает A как алгебру,
то Y —базис Ширшова алгебры A.

В формулировке Y (n) обозначает идеал, порождённый n-ми степенями эле-
ментов из Y .

Как показывает следующий пример, непосредственное обращение проблемы
Куроша для неградуированного случая имеет отрицательное решение. Пусть
A = Q[x, 1/x]. Любая проекция π, такая что элемент π(x) алгебраичен, име-
ет конечномерный образ. Однако множество {x} не является s-базисом алгебры
Q[x, 1/x]. Ограниченность существенной высоты есть некоммутативное обобще-
ние условия целости. Нам потребуется следующее определение.

Определение 1.3. Множество M ⊂ A называется курошевым, если любая
проекция π : A⊗K[X] → A′, в которой образ π(M) цел над π(K[X]), конечно-
мерна над π(K[X]).

Теперь можно сформулировать обобщение теоремы 1.2 на неоднородный слу-
чай.

Теорема 1.4 (А. Я. Белов). Пусть A—PI-алгебра, M ⊆ A—некоторое ку-
рошево подмножество в A. Тогда M — s-базис алгебры A.

Таким образом, ограниченность существенной высоты есть некоммутативное
обобщение свойства целости.

Следующее предложение относится к связи между теоремами 1.4 и 1.2.

Предложение 1.5. Пусть A— градуированная алгебра, Y состоит из одно-
родных элементов положительной степени однородности. Если фактор A/Y (n)

при всех n нильпотентен, то Y —курошево множество.

Замечание. Отметим, что в случае PI-алгебр Ли положительно решается
проблема Куроша, но теорема о высоте не выполняется.

Теорема 1.4 была доказана в [2], однако, в отличие от ситуации с тео-
ремой 1.2, её доказательство не было чисто комбинаторным и использовало
структурную теорию. Для понимания проблем, связанных с алгебраическими
PI-алгебрами, путь, основанный на работе с тождеством алгебраичности, нам
представляется принципиальным. (Так, нильпотентность радикала в конечно по-
рождённой PI-алгебре, в которой выполняется тождество алгебраичности, была
доказана Ю. П. Размысловым [11]. Позднее А. Р. Кемер [6] в случае нулевой
характеристики установил справедливость указанного тождества. А. Браун [20]
установил нильпотентность радикала конечно порождённых PI-алгебр над про-
извольным нётеровым ассоциативно-коммутативным кольцом и тем самым по-
лучил окончательный ответ на вопрос, поставленный В. Н. Латышевым [8].)
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Нашей целью является получение наиболее естественного доказательства этой
теоремы, основанного на работе с тождеством алгебраичности. Техника, разви-
тая при доказательстве теоремы 1.4, эффективно работает и в доказательстве
нильпотентности радикала. Возникает любопытное «операторное исчисление»
на операторах переноса (определённых только на записях элементов).

Теорема 1.4 переносится на некоторый класс колец, асимптотически близкий
к ассоциативным, куда входят, в частности, альтернативные и йордановы алге-
бры (см. [2]). Теорема о высоте для альтернативных PI-алгебр была установлена
в [10], для йордановых PI-алгебр — в [1], для API-алгебр Ли— в [9].

2. Основные определения и конструкции

Для организации индукционного процесса нам понадобится следующие опре-
деление и техническое предложение.

Определение 2.1. Назовём множество Y = {yα}m
α=1 курош-высотным по-

рядка (i,m), если любая проекция π : A⊗R→ A′, в которой образы элементов
π(y1), . . . , π(yi) целы над π(R), имеет ограниченную существенную высоту над
{π(yi+1), . . . , π(ym)}.
Предложение 2.2. Пусть Y —курошево множество, y ∈ Y , Y ′ = Y \ {y},

A′ = F[x1, . . . , xk]⊗A/I. Тогда если проекция элемента y цела над F[x1, . . . , xk],
то проекция множества Y ′ есть курошево множество, если считать кольцо
F[x1, . . . , xk] основным кольцом.

Мы будем доказывать, что курош-высотное множество порядка (i,m) явля-
ется курош-высотным множеством порядка (i − 1,m). Курошево множество Y
является курош-высотным порядка (|Y |, |Y |), а если Y — s-базис, то Y ку-
рош-высотно порядка (0, |Y |). Таким образом получается теорема 1.4. Далее
с помощью очевидных соображений (через рассмотрение проекций алгебры,
в которых элементы π(yj), j < i, алгебраичны) ситуация сводится к случаю
i = 1. Разбор этого случая, по сути, ничем не отличается от доказательства
основной теоремы, когда |Y | = 1.

Пусть алгебра A имеет фиксированный набор образующих. Тогда любой эле-
мент z ∈ A есть линейная комбинация слов степени не выше l. Минимальное
такое l назовём l-длиной элемента z и будем обозначать l(z). Пусть Y , D—
конечные множества, удовлетворяющие условиям, описанным в определении
существенной высоты, z ∈ A. Через LY D(z) обозначается минимальная су-
щественная высота членов (с множеством прокладок D), которыми линейно
представим элемент z.

Определение 2.3. Пусть I = (i1, . . . , ir)—мультииндекс, |I| =
∑
α
iα, λI ∈ F.

Тождество вида

f =
∑

σ∈Sr+1

∑
|I|=N

λIcσ(0)x
i0cσ(1)x

i1 · · ·xir−1cσ(r) = 0
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называется тождеством слабой алгебраичности порядка r. Тождество вида

f =
∑

|I|=N

λIc0x
i0c1x

i1 · · ·xir−1cr = 0

называется тождеством алгебраичности порядка r. Если вместе с тожде-
ством f для любой перестановки σ ∈ Sr выполняется тождество

fσ =
∑

|I|=N

λIc0x
iσ(0)c1x

iσ(1) · · ·xiσ(r−1)cr = 0,

то тождество f называется тождеством сильной алгебраичности порядка r.
Глубина D(f) тождества f (сильной, слабой) алгебраичности есть максимальная
степень переменной x, которая участвует в одном из слагаемых.

Ясно, что D(f) < N и deg(f) = N + r + 1.
Порядок алгебраичности— это число участков, состоящих из степеней x, или

«карманов», а глубина— максимальное содержание одного «кармана». Слабая
алгебраичность допускает перестановки ci. Сильная алгебраичность означает,
что «карманы» можно переставлять, не меняя коэффициентов λI . В этом случае
для любого полилинейного по всем zi полинома g = g(�y, z1, . . . , zr), где �y =
= (y1, . . . , ys), выполняется тождество

fg =
∑

|I|=N

λIg(a0x
iσ(0)b0, . . . , ar−1x

iσ(r−1)br−1, �y ) = 0.

Докажем, что в PI-алгебре степени m выполняется тождество сильной алгебра-
ичности.

Зафиксируем переменные c0, . . . , cr и x. С каждым многочленом f вида

f =
∑

|I|=N

λIc0x
i1c1x

i2 · · ·xircr

свяжем многочлен S(f) ∈ K[γ1, . . . , γr] от r коммутирующих переменных

S(f) =
∑

|I|=N

λIγ
i1
1 γ

i2
2 · · · γir

r ,

который будем называть символом многочлена f ; γi есть операторы вставки
в соответствующие места степеней переменной x. Обратно, с многочленом

g =
∑

|I|=N

λIγ
i1
1 γ

i2
2 · · · γir

r

свяжем многочлен

θ(g)(x, c0; c1, . . . , cr) =
∑

|I|=N

λIc0x
i1c1x

i2 · · ·xircr.

Докажем наличие тождества сильной алгебраичности в произвольной PI-ал-
гебре. Данное утверждение было впервые доказано А. Р. Кемером. С его помо-
щью было показано локальное выполнение тождества Капелли и тем самым,
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в силу результата Ю. П. Размыслова, нильпотентность радикала в нулевой
характеристике. Впоследствии [2] автор получил другое доказательство это-
го факта с использованием техники «перекачки».

Перейдём к доказательству. Рассмотрим операторы

ADij(f) = f |ci→cix − f |cj→xcj
,

действующие на многочленах, полилинейных по каждому ci. В свободной ал-
гебре оператор ADij обращает в нуль члены, содержащие множители cix

kcj
(k � 0 ∈ Z), и не обращает в нуль остальные члены. С помощью операторов
ADij легко уничтожить все полилинейные произведения, в которых порядок
следования ci отличен от их следования в члене P = c0x

k1c1x
k2 · · ·xkrcr. При

этом сам P в нуль не обратится и возникнет выражение, отвечающее правой
части тождества алгебраичности:

fσ =
∑

|I|=N

λIc0x
iσ(0)c1x

iσ(1)c2 · · ·xiσ(r−1)cr.

Покажем, что это выражение обращается в нуль в любой PI-алгебре с поли-
линейным тождеством степени r. В самом деле, с помощью тождества вида

y1 · · · yr =
∑

σ∈Sr\Id
ασyσ(1) · · · yσ(r)

член c0x
k1c1x

k2 · · ·xkrcr перерабатывается в линейную комбинацию членов,
в которых порядок следования ci нарушен и применение композиции «расталки-
вающих операторов» ADij каждый такой член обращает в нуль. Доказательство
выполнения тождества сильной алгебраичности аналогично и предоставляется
читателю.

Суммируя приведённые рассуждения, имеем следующее утверждение.

Предложение 2.4. Многочлен f есть тождество в алгебре степени m, если
r = m и S(f) делится на значение определителя Вандермонда

∏
i<j

(γi − γj).

Мы доказали также следующее предложение.

Предложение 2.5.

1. В PI-алгебре степени m выполняется тождество сильной алгебраичности.
При этом r можно положить равным m.

2. Если в PI-алгебре выполняется тождество слабой алгебраичности, то в ней
выполняется тождество сильной алгебраичности того же порядка.

Слабая алгебраичность порядка m степени m2/2 непосредственно следует
из полилинейного тождества степени m. В [2] с помощью счёта размерностей
доказано, что если в PI-алгебре выполняется тождество слабой алгебраично-
сти, то в ней выполняется тождество сильной алгебраичности того же порядка.
Поэтому в произвольной PI-алгебре степени m выполняется тождество сильной
алгебраичности. При этом r можно положить равным m.
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Сильная алгебраичность позволяет организовать процесс «перекачки» и до-
казать выполнение тождества Капелли, а вместе с тем и теорему Брауна о ниль-
потентности радикала. (Можно показать нильпотентность любого конечно ба-
зируемого T-идеала, лежащего в радикале, что позволяет иметь запас тождеств,
необходимых для работы с центральными полиномами. А можно воспользовать-
ся результатом работы [4] о нильпотентности индекса n препятствия к предста-
вимости алгебры, в которой выполняется тождество Капелли порядка n.)

Опишем процесс перекачки [1,2] более подробно.

Предложение 2.6. Рассмотрим следующую игру. Дано n куч предметов.
Первый игрок может выбрать любые m куч и каждую из них разложить на
правую и левую части. Второй игрок правые части нетождественно перестав-
ляет. Тогда первый игрок может добиться того, чтобы все кучи, кроме m − 1,
содержали по не более чем m− 1 предметов.

Замечание. Данное предложение предлагалось в качестве задачи на Мо-
сковской городской олимпиаде (задача № 6, 9-й класс, 1995 год).

Доказательство. Упорядочим кучи. Составим вектор, i-я координата кото-
рого есть количество предметов в i-й куче. Упорядочим их лексикографически.
Покажем, что если первый игрок не может увеличить вектор, соответствующий
кучам, то расположение предметов в кучах искомое.

В самом деле, пусть имеется m куч; k1, . . . , km — соответствующие количе-
ства предметов. Пусть ki � m для любого i. Положим ki = k′i + qi, qi = i,
k′i = ki − i. Поскольку ki � m, k′i � 0. Остаётся применить предложение 2.7.

Предложение 2.7. Пусть ki � m, положим ki = k′i + qi. Пусть k′i � 0 и
qj > qi при j > i. Тогда для любой нетождественной перестановки σ ∈ Sm

вектор �kσ = (k′1 + qσ(1), . . . , k
′
m + qσ(m)) лексикографически меньше вектора �k =

= (k′1 + q1, . . . , k
′
m + qm).

Доказательство. Если σ(1) �= 1, то σ(1) > 1 и k′1 + qσ(1) > k′1 + q1. Тогда
�kσ � �k. Если σ(1) = 1, то мы имеем индукционный спуск от m к m− 1.

Из предложения 2.6 получается следующая лемма.

Лемма 2.8 (о перекачке). Пусть A—PI-алгебра, в которой выполняется
полилинейное тождество f степени m. Пусть слово W имеет вид

W = c0v1c1 · · · vmcm+1,

где ci —буквы, не входящие в слова vj . Тогда W по модулю T(f) можно пред-
ставить в виде линейной комбинации слов вида

W ′ = ci0v
′
1ci1 · · · v′mcim+1 ,

где ci не входят в слова v′j и не более чем m−1 слово v′i имеет длину, большую
чем m− 1.

Смысл этой леммы заключается в том, что с помощью тождества почти все
символы из «куч» vi можно собрать в m− 1 кучу v′i.
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Мы выступаем в роли первого игрока, когда представляем слово W в виде
произведения W0 · · ·Wm+1, «разрезая» при этом слова vi. Далее тождество пе-
рерабатывает W0 · · ·Wm+1 в сумму слов, где Wi нетождественно переставлены.
Второй игрок выбирает самое «неприятное» слагаемое.

Итак, наша цель— доказать теорему 1.4, работая с алгебраичностью. (В слу-
чае, когда A— градуированная алгебра, а Y —множество градуированных эле-
ментов ненулевой степени однородности, теорема 1.4 получается непосредствен-
но с помощью перекачки [1].) Нас будут интересовать частичные тождества,
когда вместо переменной xi можно подставлять только степени соответствую-
щего ей элемента yi.

Займёмся теперь группировкой членов в тождестве (сильной) алгебраично-
сти. Упорядочим мультииндексы I лексикографически, слева направо.
Определение 2.9. Пусть

f =
∑
|I|=n

λIF (�y;xi1 , . . . , xin)—

система тождеств сильной алгебраичности. Запишем её члены в порядке убы-
вания мультииндекса I = (i1, . . . , in). Рассмотрим такие члены, что λI �= 0.
Определим

I1 = max(i1), I2 = max
i1=I1

(i2), . . . , In = max
i1=I1, ..., in−1=In−1

(in).

n-хвостом системы f назовём саму систему f , а её n−k-хвостом—выражение∑
i1=I1,...,ik=Ik

λIF (�y;xi1 , . . . , xin).

Аналогичным образом определяются хвосты тождества алгебраичности,
а также хвосты частичных тождеств. Отметим, что хвосты тождества (силь-
ной) алгебраичности ведут себя как (сильная) алгебраичность.

Указанная группировка осуществляется для следующей цели. Мы стремим-
ся «откачать» вхождения переменной x, находящиеся между c0 и c1, направо,
а если это не удаётся, то откачать направо вхождения из второго «кармана»
(между c1 и c2), и т. д.
Определение 2.10. Пусть B—ассоциативная алгебра, {βi}— её образую-

щие, {bi}i∈I —множество всех её элементов, {σij}i∈I; j=1,...,m —набор незави-
симых коммутативных переменных. Каноническим алгебраическим представ-
лением порядка m назовём алгебру

B̂(m) = B[σij ]/ id({bmi + σi1b
m−1
i + . . .+ σim}i∈I)

(здесь id(X) означает идеал, порождённый множеством X).
Если индекс i будет пробегать множество, отвечающее словам степени не

выше s от образующих алгебры B, то получившийся объект мы будем назы-
вать каноническим алгебраическим представлением длины s порядка m и
обозначать B̂(m,s).
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Определение 2.11. Пусть B—ассоциативная алгебра, b ∈ B. Расширим ал-
гебру B свободными коммутирующими константами σi, i = 1, . . . , n − 1, и рас-
смотрим фактор по идеалу id(bm +σ1b

m−1 + . . .+σm). Алгебра B естественным
образом отображается в эту алгебру, а ядро этого отображения называется пре-
пятствием к алгебраичности порядка m элемента b. Ядро при каноническом
алгебраическом представлении порядка m называется препятствием к алге-
браичности порядка m.

Говоря неформально, если все элементы алгебры B (слова длины не боль-
ше s) мы «принудительно» сделаем алгебраическими степени m, то получим
каноническое алгебраическое представление степени m (соответственно дли-
ны s).

Аналогичным образом определяется идеал Jk — препятствие к представи-
мости матрицами порядка k над нётеровым кольцом.

Из того факта, что любая алгебра A с алгебраическим множеством слов
длины не меньше deg(A) конечномерна над центром, следует лемма.

Лемма 2.12 (о каноническом представлении).

1. Каноническое алгебраическое представление является нётеровым модулем
над значениями оператора следа. То же верно для представления длины s,
если s не превосходит m или PIdeg(B).

2. Если B представима матрицами порядка m, то естественные отображения
B → B̂(m), B → B̂(m,s) являются вложениями.

Тождеством Капелли Cn порядка n называется разреженное тождество

Cn =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)y1xσ(2) · · · yn−1xσ(n).

Для алгебры произвольной сигнатуры тождеством Капелли называется систе-
ма тождеств вида

Cn =
∑

σ∈Sn

(−1)σF (�y;xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)),

где F пробегает множество многочленов, линейных по всем xi.
Тождества Капелли Cn выполняется во всех алгебрах размерности меньше n.

Например, в алгебре матриц порядка n выполняется тождество Cn2+1, но не
выполняется Cn2 .

Пусть многочлен F (�y, x1, . . . , xn) полилинеен и кососимметричен по пере-
менным xi, a ∈ A. Определим операторы σk

a равенством

σk
a(F ) =

∑
i1<...<ik

F (�y, x1, . . . , xn)|xi1=axi1 , ..., xik
=axik

.

Операторы σk
a определены только на записях элементов, и результат их приме-

нения, вообще говоря, может зависеть от представления элемента алгебры A
в виде многочлена F и выбора системы {xi}.
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Сформулируем основную леммы работы [4], которая служит своего рода
аналогом теоремы Гамильтона—Кэли.

Лемма 2.13.

1. Пусть многочлен F (�y, x1, . . . , xn) полилинеен и кососимметричен по пере-
менным xi, a ∈ A, a—оператор умножения на ā. Тогда по модулю Cn+1

выполняется равенство

ān(y) =
∑

k

(−1)kān−kδk
a(F ).

2. Пусть в алгебре A выполняется система тождеств Капелли порядка n+1, и
пусть многочлен F полилинеен и кососимметричен по переменным {xi}n

i=1,
{zi}n

i=1. Тогда значение σ
k
a(F ) не зависит от того, какая группа перемен-

ных, {xi} или {zi}, используются. В этом случае операторы σk
a и σs

b ком-
мутируют.

3. Подпространство T(g), кососимметрическое по наборам переменных из Λi,
где Λ1 = {xi}n

i=1, Λ2 = {zi}n
i=1, является нётеровом модулем над операто-

рами вида σk(a). Любой идеал, порождённый элементами не из Λi, отоб-
ражающийся в нуль при каноническом представлении, является нулевым.
Ограничение на это пространство отображения в каноническое алгебраи-
ческое представление порядка k

(
(k + 1)(m+ 2) − 2

)
является вложением.

Доказательство. Пункты 1 и 2 устанавливаются вычислениями, которые мы
здесь приводить не будем.

Наметим доказательство пункта 3. Отметим только один очень важный для
нас момент в рассуждениях работы [4]. Умножение на полином g обращает
в нуль препятствие к алгебраическому представлению порядка n + 1. Идея до-
казательства следующая. Если формально добавить коэффициенты λi характе-
ристического полинома для одного оператора a и наложить характеристическое
уравнение an+1 =

∑
λia

n+1−i, то, поставив в соответствие λi операторы σi(a),
можно получить, что ядро K = Ker(Ψ) отображения

Ψ: A→ A′ = A[{λi}]
/

id
(
an+1 −

∑
λia

n+1−i
)

при умножении на g обращается в нуль. Теперь возьмём другой элемент a1 ал-
гебры A, перейдём к алгебре A′ и в этой новой алгебре опять наложим на
него соотношения. Объединение всевозможных возникающих ядер содержит
препятствие к алгебраичности порядка n + 1, а с другой стороны— аннули-
руется умножением на любое значение g.

Можно использовать и несколько более простые (но худшие для оценок)
рассуждения, основанные на коммутировании операторов σk(a) и σs(b) по мо-
дулю T(Cn+1) в T-пространствах, порождённых многочленами, имеющими две
группы по n антикоммутирующих переменных [4]. Здесь достаточно простой
интерпретации λi(a) → σi(a).
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3. Доказательство основной теоремы

Начнём с модельного примера. Рассмотрим случай, когда выполняется систе-
ма частичных тождеств алгебраичности порядка 2 на элементы из Y . (Система
таких частичных тождеств первого порядка означает нильпотентность элемен-
тов из Y . Тогда вся алгебра, в силу условия курошевости, конечномерна, т. е.
имеет ограниченную существенную высоту над пустым множеством.)

Запишем частичное тождество алгебраичности двумя способами:

yn
i Cy

r =
n∑

k=1

λkix
r+n−kCxr+k, λki ∈ F,

yn
i Cy

r =
n∑

k=1

λ′kix
r+kCxr+n−k, λ′ki ∈ F.

Первая запись будет использована при выносе степеней направо, вторая— нале-
во.

Займёмся теперь условием «курошевости» множества Y . Расширим алге-
бру A центральными константами aij и рассмотрим фактор-алгебры F[aij ] ⊗ A
по идеалу, порождённому элементами вида

yn
i −

∑
k

aiky
n−k
i .

Получившаяся алгебра A′ цела и конечномерна над кольцом F[aij ] (элементы
алгебры A и их естественные образы, когда нет недоразумений, обозначаются
одинаково).

Дальнейшие рассуждения мы разобьём на этапы.
1. Y можно считать подмножеством множества образующих алгебры A. Для

любого фиксированного R достаточно показать ограниченность существенной
высоты для произведения всех идеалов y

(R)
i , порождённых R-ми степенями

элементов из Y . Этот идеал линейно представим словами, содержащими R-ю
степень каждой буквы из Y . Такие участки будут называться большими степе-
нями.

В самом деле, рассмотрим фактор A/y(R)
i и набор Y ′ = Y \{yi}. Проекция Y ′

является курошевым множеством в алгебре A′, и рассуждение завершает индук-
ция по числу элементов курошева множества Y .

2. Отметим в слове участки, являющиеся R-ми степенями элементов yi. Туда
мы будем перекачивать оставшееся содержимое слова. В итоге слова приведутся
к виду произведений степеней переменных yi, между которыми стоят участки
ограниченной длины. Такое приведение означает установление ограниченности
существенной высоты над Y , поскольку конечное множество D(Y ) из опреде-
ления существенной высоты можно взять состоящим из таких «прокладок».

Определим оператор вставки τi, который увеличивает только что зафикси-
рованную «большую» степень yi на 1. Подчеркнём, что этот оператор определён
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только на записях и результат его применения зависит от представления эле-
мента в указанном виде, в частности от фиксации большой степени. Ясно, что
операторы τi коммутируют.

3. Итак, зафиксируем в слове w вхождение «больших» (т. е. бо́льших R)
степеней элементов yi для каждого i. Слово w разбивается на такие участки
и промежутки между ними. Будем обрабатывать эти участки по одному. До-
статочно добиться того, чтобы данный участок имел длину не выше h, где h—
некоторая константа, определённая для всей алгебры.

Итак, зафиксируем участок P слова w. Для каждого yi можно сказать, нахо-
дится ли участок, состоящий из его степени, правее или левее P . В зависимости
от этого выберем «операторную» интерпретацию умножения на добавленные пе-
ременные aij .

Если указанная степень элемента yi находится правее P , то будем интерпре-
тировать умножение на aik оператором λkiτ

k
i , а если она находится левее — то

оператором λ′kiτ
k
i .

4. Воспользуемся условием «курошевости» набора Y . Каждый участок P
можно представить в виде ∑

l

λl,�k

∏
a

kijl

ij Pijl,

где �k означает набор чисел kijl, λl,�k ∈ F.
Остаётся воспользоваться операционной интерпретацией коэффициентов ai,

а также курошевостью Y (над «операторами выноса» всё алгебраично).
Таким образом, случай частичной алгебраичности второго порядка разобран.

Замечание. Если бы выполнялась система частичных тождеств сильной ал-
гебраичности произвольного порядка, имеющих вид

F (�y;xr+q1 , . . . , xr+qn) =
∑

I, qi1<q1

λIF (�y;xr+qi1 , . . . , xr+qin ),

то прошли бы примерно те же рассуждения, что и для частичной алгебраичности
порядка 2. Путём переупорядочения членов можно добиться только неравенства
qi1 � q1. Трудности вызывает случай qi1 = q1, который и не позволяет напря-
мую осуществлять «откачку». Собственно, в преодолении этих трудностей и
заключается техническая основа данной работы.

3.1. Строение препятствий к алгебраичности

Данный раздел посвящён своего рода гомологической идее. В нём строятся
рекуррентные соотношения, описывающие препятствия к алгебраичности.

Пусть A— F-алгебра, Y = {yi} ⊂ A— её конечное подмножество, aij —на-
бор дополнительных констант, A′ = F[aij ] ⊗ A. Тогда 0 → A → A′. Алгебра A′

градуирована степенями элементов aij . Индекс i всегда связан с номером yi

в Y , индекс j связан с показателем степени.
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Нас интересует неоднородный (относительно градуировки, связанной с aij)
идеал J в алгебре A′, порождённый элементами вида

yn
i −

∑
j

aijy
n−j
i .

Нам особенно важно изучить пересечения J∩A и
(
J+Vh,D(A′)

)∩A, где Vh,D(A′)
есть множество элементов A′ существенной высоты h над Y при фиксированном
множестве прокладок D.

Каждый элемент ψ ∈ J представим в виде суммы

ψ =
∑

I

∏
a

Iij

ij

∑
l,k

Vk,I

(
yn

l −
∑
m

almy
n−m
l

)
Uk,I , (1)

где VIk, UIk ∈ A, I означает мультииндекс, компоненты которого нумеруются
парами чисел (i, j).

В равенстве (1) осуществлена группировка членов близкой степени одно-
родности, которая отражает процесс поэтапного вывода соотношений. Однако
полезна и другая группировка членов, при которой объединяются вместе слага-
емые при одинаковых степенях aij . Выпишем соответствующее выражение:

ψ =
∑

I

∏
(i,j)

a
Iij

ij

[ ∑
l,k,m

−Vk,I−�elm
yn−m

l Uk,I−�elm
+

∑
l,k

Vk,Iy
n
l almy

n−m
l )Uk,I

]
, (2)

где �elm —вектор, у которого координата с номером (l,m) равна единице, а
остальные— нули.

Нас интересует процесс наращивания степеней при aij . Это, по сути, про-
цесс поэтапного вывода равенства нулю для препятствия к алгебраичности. Вы-
пишем несколько частных случаев выражений (1) и (2), когда Y состоит из
одного элемента. (В силу замечаний, сделанных в начале раздела 2, нам доста-
точно рассмотреть эту ситуацию; см. определение 2.1 и предложение 2.2.) Вот
выражения для элементов из J в случае |Y | = 1:

ψ =
∑

I

∏
a

Ij

j

∑
k

Vk,I

(
yn −

∑
m

almy
n−m

)
Uk,I , (3)

ψ =
∑

I

∏
(i,j)

a
Ij

j

[ ∑
k,m

−Vk,I−�em
yn−mUk,I−�em

+
∑

k

Vk,Iy
nUk,I

]
. (4)

Здесь мультииндекс I имеет только одну компоненту j, j-я координата вектора
�ej равна 1, а остальные— нули, U, V ∈ A—прокладки.

Равенства нулю коэффициентов∑
l,k,m

−Vk,I−�elm
yn−m

l Uk,I−�elm
+

∑
l,k

Vk,Iy
n
l almy

n−m
l Uk,I = 0, (5)

∑
k,m

−Vk,I−�em
yn−mUk,I−�em

+
∑

k

Vk,Iy
nUk,I = 0 (6)
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при a
Iij

ij и при a
Ij

j в равенствах (2) и (4) соответственно задают своего рода
«линейную рекурренту на A».

Существование решений с данными Vi,k,0 и Ui,k,0 (Vk,0 и Uk,0) означает
принадлежность элемента

∑
i,k

Vi,k,0y
n
i Ui,k,0 (соответственно

∑
k

Vk0y
nUk0) препят-

ствию к алгебраичности элементов из Y порядка n.
Положим ‖am,l‖ = m и, соответственно,

‖I‖ =
∑

i

∑
j

‖aij‖ · Iij =
∑
ij

jIj .

Норма ‖I‖ интерпретируется как номер шага. Процесс суммирования ∑
I

можно
записать как ∑

I

=
∑

q

∑
‖I‖=q

.

Положим также |I| =
∑
Iij . Эта величина интерпретируется как «количество

случаев выноса степеней элементов из Y ».
Таким образом, с помощью системы линейных рекуррент мы формализовали

понятие процесса приведения.
Естественно, в процессе приведения длина свободных участков может расти.

Поэтому мы вначале обрабатываемые слова разобьём на блоки поM букв. Число
шагов приведения и максимальная длина свободных участков в таких блоках
на промежуточных шагах ограничена константой N(M). Каждый такой блок
приводится к сумме

∑
I

�aIPI , где HEss(PI) < h.

Отметим, что после приведения степени элементов из Y можно скачать вме-
сте (о процедуре перекачки см. с. 9). Наша ближайшая цель— организовать
процесс приведения так, чтобы в больших «временных» масштабах он был мо-
нотонен. Перейдём к формальному изложению соответствующей процедуры и
техники, связанной с «перекачкой».

Мы рассматриваем слова, содержащие вхождения букв yi, символизирующих
элементы из Y .

Нам понадобится следующая лемма.

Лемма 3.1 (о перекачке с помощью алгебраичности). Пусть в алге-
бре A выполняется тождество алгебраичности порядка n и глубины h. То-
гда произведение c0y

k1
i1
c1 · · · yks

is cs линейно представимо произведениями вида

c0y
k′
1

i1
c1 · · · yk′

s
is cs, такими что для любого j множество показателей k′s � h при

элементах yis
= yj состоит не более чем из n− 1 элементов.

Данная лемма позволяет собирать вместе содержимое «пролётов», т. е. участ-
ков, куда входят большие степени элементов yi.

Определение 3.2. Пусть W — слово. Назовём вхождение yi в W внутрен-
ним, если на расстоянии, не превосходящем m (m = deg(A)), от данного вхо-
ждения имеются вхождения только yi. Внутренними могут считаться только
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вхождения элементов из Y . Шириной Wide(W ) называется количество нев-
нутренних вхождений всех букв (иначе говоря, |W | минус число внутренних
вхождений). Пролётом в W называется максимальное подслово длины не мень-
ше m, являющееся степенью элемента из Y .

Отметим, что все внутренние вхождения каждого yi ∈ Y можно «перекачать»
в n − 1 группу. В процессе «перекачки» количество внутренних вхождений не
уменьшается и ширина не увеличивается. Мы будем стремиться понизить ши-
рину. Если окажется, что у любого участка, свободного от вхождения 2m-х
степеней можно понизить ширину, то это даст ограниченность существенной
высоты (с учётом перекачки, собирающей степени вместе).

Поскольку множество Y курошево, существует такое K, что для любого сло-
ва произвольной длины M существует система равенств типа (2) и (5), таких
что элементы, стоящие при достаточно высоких степенях aij , линейно предста-
вимы словами длины не больше K (K не зависит от M). Рассмотрим систему
указанных равенств.
Определение 3.3. M -подъёмом называется такое наименьшее N , что в си-

стеме равенств типа (5) и (2), удовлетворяющих свойствам предыдущего аб-
заца, участвуют только элементы из A, линейно представимые словами длины
не больше N . Под курошевым процессом степени n понимается набор систем
указанных равенств, соответствующих идеалу, порождённому элементами вида

yn
i −

∑
j

aijy
n−j .

Это «степень принудительной алгебраичности». Высотой курошевости при ку-
рошевом процессе порядка n называется величина K, указанная в абзаце, непо-
средственно предшествующем данному определению.

Теперь покажем, что процесс спуска можно организовать так, чтобы подъёмы
были не слишком большими.

Предложение 3.4 (организация спуска). Пусть множество Y куроше-
во, m—минимальная степень тождества алгебраичности, M —высота куроше-
вости Y при курошевом процессе порядка n, K > N , и пусть N есть величина
подъёма для слов степени K. Тогда для любого слова W существует такая
система равенств (5) и (2), что

max
|I|=l,k

Wide(Uk,Iy
lUk,I) > max

|I|=l+n,k
Wide(Uk,Iy

lUk,I).

Иными словами, спуск может быть организован «монотонным с шагом N».

Доказательство. Разобьём W на блоки длины N > K. Будем проводить
процесс отдельно для каждого такого блока. Ясно, что этот процесс удовлетво-
ряет условиям данного предложения. Получится «линейная комбинация» (с ко-
эффициентами из F[aij ]) слов, длина которых меньше |W |. Применим указанный
процесс ещё раз к получившимся словам и т. д.

Ясно, что в конце концов получатся слова длины не больше K − 1.
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Следствие 3.5 (из доказательства). Можно добиться того, чтобы система
равенств, описанная в условиях предыдущего предложения, обладала следую-
щими свойствами:
а) если |I ′| > |I|, то

max
kl

Wide(Uk,Iy
lUk,I) −M < max

kl
Wide(Uk,I′ylUk,I′);

б) при некотором Q > KN если |I ′| > |I| +Q, то

max
kl

Wide(Uk,Iy
lUk,I) < max

kl
Wide(Uk,I′ylUk,I′).

Итак, спуск может быть организован с отклонением от монотонности не
больше чем на Q.
Определение 3.6. Процесс приведения, удовлетворяющий заключению пре-

дыдущего следствия, называется каноническим.
Подведём некоторые итоги. Выпишем систему «линейных рекуррент» для

общего случая:∑
l,k,m

−Vk,I−�elm
yn−m

l Uk,I−�elm
+

∑
l,k

Vk,Iy
n
l almy

n−m
l Uk,I = 0 (7)

и для случая |Y | = 1:∑
k,m

−Vk,I−�em
yn−mUk,I−�em

+
∑

k

Vk,Iy
nUk,I = 0, (8)

которая обладает следующими свойствами.
Пусть Qt = max

|I|=t,kl
Wide(Uk,Iy

lUk,I). Тогда

а) при t′ > t Qt −M > Qt′ ;
б) при Q > 10MKN , если t′ > t+Q, то Qt > Qt′ + 10M .
Данные равенства выполняются по модулю членов, ширина которых меньше

некоторой константы H.
Замечание. Если сумма членов при |I| = 0 даёт препятствие к алгебраич-

ности Y порядка n, то можно указать систему равенств типа (7) и (8) с огра-
ниченным |I|, которые выполнены при всех I (при этом выполнения условий а)
и б) не требуется).

Данные равенства оформляют идею поэтапного приведения. В начале стоит
элемент из однородной компоненты нулевой степени:∑

kl

Vkly
n
l Ukl.

При коэффициенте �aI стоит сумма∑
l,k,m

−Vk,I−�elm
yn−m

l Uk,I−�elm
+

∑
l,k

Vk,Iy
n
l almy

n−m
l Uk,I , (9)

которая сравнима с нулём по модулю членов ширины, меньшей H.
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Для получения основного результата нам потребуется развить своего рода
«операторное исчисление» для операторов, действующих на записях.

3.2. Алгебра виртуальных операторов

Наша цель— разработать формализм виртуальных операторов, определён-
ных на записях элементов (т. е. вместе с таким оператором рассматривается
представление элементов в виде, позволяющем его применять), и в качестве
иллюстрации доказать основную теорему. Автор убеждён, что такого рода фор-
мализм может оказаться полезным довольно часто.

Пусть в алгебре выполняется тождество частичной алгебраичности поряд-
ка n для элемента y1 ∈ Y и Y есть курош-высотное множество порядка
(1, |Y |−1). Наша цель, в силу соображений, высказанных в начале раздела 2, —
доказать курошевость Y . Поэтому мы фактически работаем в ситуации, когда
|Y | = 1.

Начнём с модельного примера— частичной алгебраичности порядка 3. Ча-
стичное тождество алгебраичности (если переупорядочить подходящим образом
члены) можно записать так:

W = c0y
n1c1y

n2c2y
n3c3 =

∑
n′

2<n2, n′
3>n3

λ�n′c0y
n′

1c1y
n′

2c2y
n′

3c3 +

+
∑

n′
2<n2, n′

3<n3

λ�n′c0y
n′

1c1y
n′

2c2y
n′

3c3 +
∑

n′
2=n2, n′

3>n3

λ�n′c0y
n′

1c1y
n′

2c2y
n′

3c3.

Если бы не было третьей группы членов, то мы бы действовали примерно так
же, как и в случае частичных тождеств алгебраичности второго порядка («вы-
качивая» из средней группы). Аналогичным образом мы бы действовали, если
бы не было членов первой и второй группы.

Будем работать со словами вида W =
∏
Wi, где Wi = Ciy

niDi. Такая за-
пись удобна потому, что куски Wi слова W будут вначале обрабатываться по
отдельности.

Предыдущее равенство можно записать в виде

W1C2y
n2D2W3 =

∑
n′

2<n2

λ�n′W ′
1C2y

n′
2D2W

′
3 +

+
∑

n′
2=n2, n′

3>n3

λ�n′,iδ
i(W1;W3)(W1C2y

n′
2D2W3),

где δ(W1;W3) есть сумма операторов выноса из W1 в W3.
Положим ∆(W1;W3) =

∑
λ�n′,iδ

i(W1;W3). Если применить виртуальный
(т. е. определённый на записях) оператор ∆ достаточное число раз, то при
надлежащей организации процесса произойдёт уменьшение ширины, причём
сколь угодно сильное. (Поскольку выносы членов можно символически обо-
значать буквами, ведущими себя как переменные, над которыми элементы из Y
алгебраичны.)
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В процессе преобразований куска W2 с помощью третьей группы членов
также происходят промежуточные подъёмы, однако процесс устроен так, что
их величины ограниченны. Поэтому если падение внутри W1 больше величины
промежуточных подъёмов в W2, то мы остановим процесс, поскольку умень-
шилась ширина. Это означает, что внутри W2 степень при y удовлетворяет
символическому уравнению

yn2 =
∑

αjy
n2−j + yn2∆,

где ∆—малый оператор (т. е. результат его применения в достаточно высокой
степени имеет меньшую ширину). Возникает идея написать равенство

yn2 =
1

1 − ∆

∑
αjy

n2−j = yn2 =
( ∞∑

k=0

∆k

)(∑
αjy

n2−j

)
.

Далее в силу «малости» оператора ∆ оборвать ряд, получив в невязке сумму
членов меньшей ширины. (Коммутирование нужных операторов обеспечивает
процедура «откатки» (см. (10), (11)), которая также обеспечивается «оператор-
ным исчислением».) Отметим, что в доказательстве теоремы Амицура высокая
степень ∆ обращается в нуль на препятствии к алгебраичности, так что ряд
обрывается. Всё это служит оформлением такого соображения: если что-то не
может быть перенесено в «хвост», то происходит обработка «головой», которая
имеет меньший порядок, и эта обработка приводит к уменьшению ширины.

Чтобы при последовательном применении оператора выноса ∆ произошло
уменьшение ширины, необходимо, чтобы приводились члены при произведениях
операторов aij , связанных с переносами, в одинаковом количестве (что означает
коммутирование операторов aij). Тогда можно воспользоваться равенствами (7)
и (8).

Коммутирование обеспечивается, когда перекачка происходит только с фик-
сированными вхождениями степеней в W2 и W3. Поэтому n2 выбирается до-
статочно большим, чтобы переносы из W1 смогли произвести уменьшение, пока
происходит выкачка изW2. Ниже эти соображения сформулированы более стро-
го.

Мы будем вести индукцию по порядку алгебраичности. Пусть W =
= W1 · · ·Wq, Wi = Ciy

niDi. Аналогичным образом можно считать, что вхо-
ждения степеней y внутри W1 удовлетворяют символическому равенству

yn1 =
1

1 − ∆

∑
αjy

n2−j = yn1 =
( ∞∑

k=0

∆k

)(∑
αjy

n2−j

)
.

Здесь оператор ∆ отвечает (n − 1)-хвосту частичного тождества алгебраично-
сти f порядка n. Можно сказать иначе: если вынос из W1 не происходит в те-
чение долгого времени, то у остатка W2 · · ·Wn сильно уменьшается ширина.

Поскольку (n − 1)-хвост есть более сложное образование, то можно, нао-
борот, выкачку переменной из W1 считать малым оператором и записать это
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символически
yn1 =

∑
W ′∆′ + yn1∆.

Разумеется, трудности, связанные с коммутированием операторов выноса,
остаются. Их преодоление основано на иерархии показателей обрабатываемых
степеней переменной y внутриWi. Подробности будут обсуждены ниже. Ещё раз
подчеркнём, что все «операторы» определены только на записях, которые к тому
же подгоняются для обеспечения нужных свойств (коммутирования операторов
вставки).

Для дальнейшего нам понадобится следующее определение.
Определение 3.7. Аффинный оператор

B : (n1, . . . , nk) → (n′1, . . . , n
′
k)

называется хорошим, если при всех неотрицательных (n1, . . . , nk) выполняются
следующие неравенства: n1 � n′1; если же n1 = n′1, то n2 � n′2; если же n1 = n′1,
n2 = n′2, то n3 � n′3 и т. д. Тождество (частичной, сильной) алгебраичности
называется хорошим, если оно имеет вид

c0y
n1c1 · · · ynkck =

∑
λ�n′c0y

n′
1c1 · · · yn′

kck,

причём каждый вектор степеней �n′ = (n′1, . . . , n
′
k) связан с вектором �n хорошим

оператором.

Предложение 3.8. Тождество алгебраичности имеет следствие, хорошее при
некотором упорядочивании членов.

Теперь всё готово для доказательства основного утверждения.
Представим частичное тождество алгебраичности f в виде Id =

∑
ti, где

ti — его собственный (n− i)-хвост, Id— тождественный оператор.
Разобьём произведения элементов алгебры, ширину которых мы хотим по-

низить, на участки, которые будем обозначать Wi. В символическом виде ра-
венству Id =

∑
ti соответствует операторное равенство

∑
τi = 1, τi — соответ-

ствующие операторы выноса, 1— тождественный оператор.
Можно добиться того (см. предложение 3.4), чтобы при k > M «вирту-

альный» оператор τk
1 при фиксированных участках внутри Wi приводил к по-

нижению ширины участка W1 (при этом фиксация обрабатываемых степеней
элемента y внутри Wi для i > 1 необходима, чтобы обеспечить коммутирование
виртуальных констант aij).

С другой стороны, в силу символического равенства

τ l
1 =

(
1 −

∑
i>1

τi

)l

можно проводить «откатку» на небольшую длину (пока набор участков вида yn′
i

внутри Wi при i > 1 фиксирован). В самом деле:

1 = 1q =
(∑

τi

)q

=
∑
l�k

λl,�nτ
l
1

∏
i>1

τni
i +

∑
l<k

λl,�nτ
l
1

∏
i>1

τni
i . (10)
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Операторы в первой сумме сокращают ширинуW1, а операторы из второй суммы
можно переписать в виде

∑
l<k

λl,�n

(
1 −

∑
i>1

τi

)l ∏
i>1

τni
i . (11)

Таким образом, мы пришли к ситуации, когда τ1 в каждом члене либо не
присутствует вовсе, либо присутствует в достаточной степени и понижает шири-
ну W1. Итак, мы избавились от членов, увеличивающих ширину W1 — «левого
конца» слова W .
Замечание. Отметим, что легко добиться тем же способом, чтобы показа-

тели степеней при τ1 были кратны k (величине этапа уменьшения в предложе-
нии 3.4). Кроме того, W1 можно разбить на участки и занумеровать их так,
чтобы при всех l применение оператора τk с номером l обрабатывало l-й уча-
сток. Это обеспечивает коммутирование операторов выноса и выполнение ра-
венства (10). Те же замечания относительно организации «откатки» относятся
и к выносам из других участков Wi.

Итак, величина W приводится к виду

W =
∑

Wα +
∑

Wβ .

Здесь члены из
∑
Wα имеют меньшую ширину левого конца (т. е. W1), а

∑
Wβ

есть результат действия частичного тождества алгебраичности порядка, меньше-
го исходного порядка k. При этом организация членов такова, что не уменьшает-
ся степень элемента y внутри последнего участка Wk, а если она не изменяется,
то не уменьшается степень y внутри предпоследнего участка Wk−1, и т. д. Ска-
занное выше верно как для членов из суммы

∑
Wα, так и для членов из

∑
Wβ .

Как нетрудно убедиться, это даёт спуск от частичной алгебраичности порядка 3
к порядку 2 и доказывает основную теорему для этого случая.

Завершим доказательство основной теоремы в общем случае. В силу ин-
дукционных соображений можно считать, что множество Y состоит из одного
элемента (см. определение 2.1 курош-высотного множества). Мы будем иметь
дело с достаточно быстро растущими наборами показателей степеней

n1 
 n2 
 . . .
 nk

и с выражениями вида

W (�n) = C1y
n1D1C2y

n2D2 · · ·Cky
nkDk.

Соотношения ni 
 ni+1 необходимы, чтобы обеспечить «откатку» на каждом
этапе (т. е. локальное коммутирование и выполнение равенства (10)). Конкрет-
ный смысл этим неравенствам будет дан на с. 23.

С помощью частичного тождества алгебраичности порядка k можно полу-
чить следующее преобразование:

W (�n) =
∑

1
W (�n′) +

∑
2
W (�n′).



Проблема Куроша, теорема о высоте, нильпотентность радикала 23

При этом

• в слагаемых из суммы
∑

1W (�n′) сокращена ширина участка W1;
• в слагаемых из суммы

∑
2W (�n′) выполнено неравенство n′2 � n2.

Поскольку может происходить «накачка» степеней y из W1 в W2, воспользу-
емся операторным исчислением. Подействуем несколько раз частичной алгебра-
ичностью и применим «откатку» (см. равенство (10)). Мы добьёмся преобразо-
вания

W (�n) =
∑

1
W (�n′) +

∑
2
W (�n′) +

∑
3
W (�n′) + . . .+

∑
k−1

W (�n′)

со следующими свойствами:

• в слагаемых из суммы
∑

1W (�n′) сокращена ширина участка W1 и это
понижение ширины больше подъёма внутри W2;

• в слагаемых из суммы
∑

2W (�n′) выполнено неравенство n′2 < n2, ширина
W1 не увеличена, ширинаW2 уменьшена и это понижение ширины больше
подъёма внутри W3;

• в слагаемых из суммы
∑

3W (�n′) выполнено равенство n′2 = n2, ширинаW1

не увеличена и понижение ширины внутриW3 больше подъёма внутриW4;
• и т. д.

Кроме того, в силу замечания на с. 22 процесс можно считать организованным
так, что преобразования выноса из W1 коммутируют между собой.

Для осуществления «откаток» нужно, чтобы участки внутри Wi при i > 2
остались теми же. Для этого достаточно взять ni � ni−1 (оценки будут даны
ниже).

Продолжая этот процесс (см. замечание на с. 22), можно добиться того,
чтобы промежуточный подъёмWk в членах из

∑
1, . . . ,

∑
k−1 был меньше суммы

сокращений ширин в Wi, i < k. При этом показатели обрабатываемых степеней
внутри Wi при i > k берутся с запасом: ni � nk.

Легко видеть, что такой процесс обеспечивает понижение ширины всего W ,
что и требуется для доказательства основной теоремы.

Техника виртуальных операторов («откаток») вместе со следствием 3.5 поз-
воляет обеспечить монотонность процедуры приведения и тем самым преодолеть
трудности, связанные с неоднородностью.

Перейдём к оценкам. Придадим конкретный смысл знаку 
 в неравенствах
n1 
 n2 
 . . . 
 nk. Пусть в алгебре выполняется тождество частичной алге-
браичности порядка n для элемента y1 ∈ Y и Y есть курош-высотное множество
порядка (1, |Y | − 1). Наша цель— доказать курошевость множества Y . Тогда
в силу замечаний, сделанных в начале этого раздела, основная теорема будет
доказана.

Воспользуемся следствием 3.5. Зафиксируем канонический процесс пони-
жения ширины для алгебраичности порядка n элемента y. Введём функцию
UY (n), выражающую максимальный промежуточный подъём ширины в равен-
ствах (5), (6) (равенство выбирается в зависимости от типа процесса). Далее,
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KY (n) есть минимальное число выносов при этом процессе, гарантированно
понижающее ширину более чем на 3UY (n). Положим n1 = n, n2 = nKY (n1).

Последовательность чисел {ni} строится индуктивно. Пусть числа {nj}j<i

уже построены и соответствующие канонические процессы внутри Wj при j < i
зафиксированы. Положим U (i) = UY (ni), K(i) = KY (ni), ni+1 = 3niK

(i) и затем
зафиксируем канонический процесс внутри Wi.

Легко видеть, что это действие хвостов устроено как действие виртуальных
коэффициентов при наложении соотношений типа алгебраичности и что полу-
ченная таким образом последовательность {ni} пригодна для осуществления
спуска.

Отметим, что при этом условия, связанные с накачкой (понижение шири-
ны в Wi−1 превосходит промежуточный подъём внутри Wi) также могут быть
выполнены. Дело в том, что в соответствующих членах не уменьшается отве-
чающий числу ni участок (с показателем n′i), а скорость роста построенной по-
следовательности {ni} предохраняет от вырождения степеней, больших чем nj ,
при j > i.

Замечание. Работа с тождеством алгебраичности аналогична работе с тож-
деством Капелли, поскольку при подстановке вместо альтернирующих перемен-
ных степеней одного элемента y получается тождество (сильной) алгебраич-
ности. Для многочленов такого рода проходят все рассуждения работы [4],
в частности, можно определить виртуальные операторы σi(ys) через сумму
операторов вставки и получить аннулирование препятствия к алгебраичности
элемента y. Рассуждения из [4], связанные с нарастанием порядка многочлена
Капелли в идеалах, переводятся на язык нарастания хвостов (хвост порядка k
осуществляет затягивание по модулю хвостов высшего порядка). Таким обра-
зом, имеет место «универсальная затягиваемость», т. е. имеется хвост, такой
что элемент y ведёт себя как элемент, алгебраичный над аналогами операто-
ров σk(y). В этом случае все большие степени y перекачиваются в данный
хвост. С другой стороны, имеется хвост меньшего порядка, универсально затя-
гивающий по модулю универсально затягивающего хвоста, и т. д. Эти хвосты
являются результатами подстановки в многочлены Капелли меньшего поряд-
ка степеней y. Универсальное затягивание позволяет получить более короткое
доказательство основной теоремы, однако нашей целью является также ука-
зать на возможность своего рода «операторного исчисления» для виртуальных
операторов, определённых только на записях.

3.3. Теорема Амицура и виртуальные операторы

В данном разделе в качестве иллюстрации изложенной выше техники даёт-
ся прямое комбинаторное доказательство теоремы Амицура о нильпотентности
радикала для случая нулевой характеристики. Для представимых алгебр ниль-
потентность радикала непосредственно следует из коммутативного случая, и мы
считаем её установленной.
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Ввиду изложенных в разделах 3.1, 3.2 соображений константы aij можно ин-
терпретировать как операторы выноса. В качестве m можно взять число этапов
приведения к нулю элемента x из препятствия к алгебраичности множества Y
порядка n. Тогда имеем следующее утверждение.

Предложение 3.9. Пусть в алгебре A выполняются частичные тождества
алгебраичности порядка n и глубины h на элементы из Y . Пусть x при-
надлежит к препятствию к алгебраичности порядка h элементов из Y , m—
число этапов приведения, каждый элемент ti содержит набор неперекры-
вающихся (n − 1)-хвостов этих частичных тождеств алгебраичности. Тогда
Qt1t2 · · · tm = 0.

Теорема 3.10 (С. Амицур [19]). Пусть A—конечно порождённая PI-алге-
бра, J(A)—радикал Джекобсона алгебры A, x ∈ J(A). Тогда элемент x ниль-
потентен.

Мы докажем эту теорему в случае нулевой характеристики основного поля.
Если A представима, то теорема Амицура считается установленной. Пусть

a1, . . . , as —образующие A, Y = {yi}s
i=1 —множество слов длины не выше m =

= deg(A). В силу теоремы о высоте Y —курошево множество и образ алгебры A
при любом морфизме ϕ : A → B, при котором образ множества Y алгебраичен
над центром Z(B), порождает нётерову Z(B)-алгебру, очевидным образом пред-
ставимую. Поэтому существуют такие N и k, что препятствие к представимости
матрицами порядка N содержит k-ю степень радикала J(A), а также препят-
ствие к алгебраичности порядка m элементов из Y .

При доказательстве нильпотентности элемента x из радикала можно считать,
что x принадлежит препятствию к алгебраичности порядка n элементов из Y .

Можно считать установленной для любого yi ∈ Y нильпотентность J(A)
по модулю идеала y(n)

i . Можно считать также, что указанная нильпотентность
установлена по модулю произведения всех таких идеалов.

Можно считать, что существует такое R, что если x ∈ J(A), то xR ∈
∈ id

(
y
(m)
1 y

(m)
2 · · · y(m)

s

)
. В частности, это значит, что для случая выполнения

частичных тождеств алгебраичности порядка 1 теорема Амицура установлена.
Рассмотрим систему частичных тождеств сильной алгебраичности элемен-

тов из Y . Индукция будет осуществляться так. По модулю хвостов частичных
тождеств алгебраичности нильпотентность радикала будет считаться установ-
ленной (индукция по порядку), а наличие хвоста означает возможность осуще-
ствить «затягивание» и, значит, проинтерпретировать внешние константы, над
которыми элементы из Y «алгебраичны».

Изначально тождество сильной алгебраичности есть. Нам понадобится сле-
дующая лемма.

Лемма 3.11.

1. Пусть каждое yi ∈ Y удовлетворяет частичному тождеству алгебраично-
сти порядка ki, ti — соответствующие (ki − 1)-хвосты, Ti —идеалы, ими
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порождённые, T =
s∏

i=1

Ti, z—препятствие к алгебраичности элементов yi

порядка ni, где ni — глубины частичных тождеств алгебраичности. (Это
понятие определяется аналогично препятствию к алгебраичности поряд-
ка n одного элемента.) Тогда zT k = 0 при некотором k.

2. Пусть z лежит в препятствии к алгебраичности порядка m элемента yi ∈
∈ Y . Тогда zT (n)

i = 0.

Вначале укажем индукционный процесс, с помощью которого из данной лем-
мы выводится теорема Амицура. В самом деле, пусть x ∈ J(A). Ведя индукцию
по числу алгебраических элементов из Y , можно считать, что некоторая сте-
пень x лежит в препятствии к алгебраичности порядка m элемента yi ∈ Y .
Лемма позволяет перейти к фактору по модулю Ti. Доказательство завершается
индукцией по суммарной длине хвостов всех частичных тождеств.

Теперь докажем саму лемму.

Доказательство. Пункт 1 очевидным образом следует из п. 2. Рассмотрим
элемент ztn. Имеет место равенство

uyn
i vt =

∑
uyn−i

i vaij(t),

где ai(t) есть результат замены (k − 1)-хвоста в выражении t на сумму членов,
у которых самое левое вхождение yi имеет степень n − i. Отметим, что опера-
тор aij действует только на записях. При этом все его применения относятся
к разным ti и потому коммутируют. Поэтому можно интерпретировать констан-
ты, над которыми yi алгебраично, как операторы aij и рассуждать как в начале
данного раздела, работая с записями.

Поскольку основное поле в нашем случае имеет нулевую характеристику,
то обстоятельство, что поглощение может происходить в разные хвосты одного
типа, преодолевается усреднением. Поэтому такие выносы можно обозначать
одной константой и проходят предыдущие рассуждения в силу коммутирования
операторов выноса aij и их «локально корректной» определённости (независимо
от представления обрабатываемого участка произведения, но в зависимости от
хвостов, используемых для выноса).

Остаётся воспользоваться предложением 3.9.

Замечание. В общем случае локальная корректность обеспечивается анало-
гично методам работы [4]. Здесь мы рассматриваем альтернирование степеней
одного элемента и доказываем аналогичные леммы.

3.4. Доказательство основной теоремы
методом Размыслова—Зубрилина

В этом разделе, как и в предыдущем, используются рассуждения, связанные
с операционной интерпретацией дополнительных центральных констант aij , над
которыми целы элементы yi.
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Будем вести доказательство индукцией по числу элементов множества Y .
Если это число равно нулю, то алгебра A конечномерна и, следовательно, имеет
ограниченную существенную высоту над пустым множеством.

Пусть yi ∈ Y , Y ′ = Y \ {yi}. Можно считать, что любая алгебра

A′ = F[aik] ⊗A
/

id
(
yn

i −
∑

j

yn−k
i aik

)

имеет ограниченную существенную высоту над естественным образом множе-
ства Y ′.

Поскольку PI-алгебра A является конечно порождённой, в ней выполняется
система тождеств Капелли некоторого порядка n + 1. Будем вести теперь ин-
дукцию по n. Случай n = 1 очевиден. Для индуктивного перехода достаточно
показать ограниченность существенной высоты над Y у вербального идеала,
порождённого системой Cn, что позволяет перейти к фактору A/Cn.

Пусть Cn(�y, x1, . . . , xn)—многочлен Капелли, полилинейный и кососиммет-
ричный по всем xi. Расширим алгебру A в многообразии Var(A) свободными
переменными x1, . . . , xn. Рассмотрим пространство многочленов S, полилиней-
ных и кососимметричных по набору {xi}. Воспользовавшись леммой 2.13, дадим
операторную интерпретацию констант aik = σk(yi)(F ). Таким образом, про-
странство S имеет ограниченную существенную высоту над Y . Сформулируем
результат в виде леммы.

Лемма 3.12. Идеал, порождённый значениями Cn, в которых вместо альтер-
нирующих переменных подставлены слова ограниченной длины, имеет ограни-
ченную существенную высоту над любым курошевым множеством Y .

Но тогда и любой идеал J , порождённый любым значением P ∈ T(Cn),
имеет ограниченную существенную высоту h + |P | над Y . Здесь |P | означает
максимальную длину слова, через которое выражается P . Следовательно, име-
ет ограниченную существенную высоту любой идеал, порождённый конечным
набором значений Cn.

Пусть H —высота алгебры A по модулю T(Cn). Тогда каждое слово v длины
10H и ширины более 2H (см. определение 3.2) линейно представимо словами
меньшей ширины, а также элементом q(v) из T(Cn). Пусть L—максимальная
длина слова в представлениях элементов вида q(v), где |v| < 10H.

Рассмотрим слово, содержащее непересекающиеся подслова W1 и W2 шири-
ны L+ 2h+ 2m и 10H + 2m соответственно. Отметим, что изменение подслова
может изменить вклад в общую ширину только букв, входящих в это подслово,
а также букв, находящихся на расстоянии не больше m от его концов. Сло-
во W2 линейно представимо подсловами более чем в два раза меньшей ширины
и элементом P (W2) ∈ T(Cn), являющимся линейной комбинацией слов длины
не более L. Но идеал, порождённый P , имеет ширину не более L + H, что
меньше 10H + 2m, а значит, и ширины исходного слова W . Тем самым W ли-
нейно представимо словами меньшей ширины, что завершает доказательство.
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Отметим, что вместо суммы длин слов, входящих в P , можно брать сумму ши-
рин слов, подставляемых в многочлены Капелли, из которых получается P , и
получить лучшие оценки на ширины.
Замечание. Вместо обычных многочленов Капелли можно рассматривать ча-

стичные тождества Капелли, в которые вместо переменных xi подставляются
степени одного элемента из Y . Это система частичных тождеств сильной алге-
браичности. Для них справедливы лемма Зубрилина и все соображения данного
раздела. Такое частичное тождество алгебраичности обладает свойством «уни-
версального затягивания» по модулю частичных тождеств высшего порядка:
оно способно поглотить любую степень y. Доказать такую алгебраичность лег-
че, чем справедливость тождества Капелли. Легче получить и соответствующие
конструктивные оценки. Мы используем произвольные тождества алгебраично-
сти и идём более сложным путём с единственной целью: проиллюстрировать
версию операционного исчисления для операторов, определённых на записях.
Хотя данная иллюстрация может показаться недостаточной, само наличие тако-
го исчисления автору представляется достаточно интересным.
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