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Аннотация

Настоящая работа посвящена вычислению радикалов RN и RN∗ и слабо разре-
шимого радикала для ряда основных классических линейных групп над кольцами,
включая унитарную группу над кольцом с инволюцией и матричные группы, норма-
лизуемые элементарными группами Шевалле.

Abstract

A. Yu. Golubkov, The radical RN and the weakly solvable radical of linear groups
over associative rings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 2,
pp. 31—115.

The present paper is devoted to the computation of the radicals RN and RN∗ and the
weakly solvable radical for a number of basic classical linear groups over rings, including
the unitary group over a ring with involution and matrix groups normalized by elementary
Chevalley groups.

1. Введение

Использование того или иного радикала Куроша—Амицура в структурной
теории алгебраической системы определяется возможностью получения прием-
лемого описания связанного с ним радикального и (или) полупростого классов.
К сожалению, в отличие от ассоциативных алгебр, для групп подобный подход
является излишне укрупнённым и потому мало применимым. Не составляют
исключения и рассматриваемые в настоящей работе радикалы групп RN и RN∗

и слабо разрешимый радикал T.
Тем не менее, учитывая ориентированность конструкции радикала на струк-

туру алгебр, вполне законно поставить вопрос о наличии взаимосвязей между
радикалами ассоциативной алгебры с единицей и аналогичными им по кон-
струкции радикалами подгрупп группы её обратимых элементов, предполагая,
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конечно же, что в данной алгебре выполнены некоторые условия, определяющие
зависимость между её обратимыми и необратимыми элементами. Приведённое
ниже исследование посвящено изучению этого вопроса для нижнего ниль-ра-
дикала (первичного радикала, или радикала Бэра) и локально нильпотентного
радикала (радикала Левицкого) в следующих случаях:

1) для подгрупп мультипликативных групп алгебр с полиномиальными тож-
дествами;

2) для подгрупп линейной группы над ассоциативной алгеброй, нормализуе-
мых её элементарной подгруппой;

3) для подгрупп линейной группы над ассоциативной алгеброй, нормализу-
емых элементарными группами Шевалле (последние можно определить
над произвольным ассоциативным кольцом, хотя это и не имеет столь
эффектных последствий, как в коммутативном случае);

4) для подгрупп унитарной группы над алгеброй с инволюцией, нормализуе-
мых её элементарной подгруппой.

Сразу же оговоримся, что под групповыми аналогами радикала ассоциа-
тивных алгебр подразумеваются радикалы групп в смысле Куроша—Амицура,
которые получаются в результате переноса на язык групп одного из эквива-
лентных описаний исходного радикала алгебр. Для этого наиболее естественно
воспользоваться характеризацией выбранного радикала как нижнего радикала,
определяемого соответствующим классом радикальных алгебр. Так, например,
в данной работе в качестве аналога нижнего ниль-радикала алгебр мы возьмём
хорошо известный в теории групп радикал RN, а в качестве аналога локаль-
но нильпотентного радикала— перенесённый из алгебр Ли слабо разрешимый
радикал T. На выбор подходящей групповой версии ниль-радикала алгебр вли-
яет и то, каким образом интерпретируется условие нильпотентности алгебры:
либо как нильпотентность, либо как разрешимость группы. Поэтому аналогами
локально нильпотентного радикала для групп можно считать не только слабо
разрешимый радикал, но и нижние радикалы, определяемые классами локаль-
но нильпотентных и локально разрешимых групп. Правда, для исследуемых
здесь случаев подобное изменение не внесёт ничего нового в полученные ре-
зультаты. Важную роль в наших рассмотрениях будет играть также первичный
радикал групп, который получается в результате трансформации одного из опи-
саний нижнего ниль-радикала алгебр, но не вкладывается в схему радикала
Куроша—Амицура.

1.1. Первичный радикал, радикал RN∗

и локально нильпотентный радикал ассоциативных алгебр

Все рассматриваемые ниже кольца и алгебры, если не оговаривается против-
ное, предполагаются ассоциативными, а символ F везде обозначает ассоциатив-
ное коммутативное кольцо с единицей.
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Напомним, что нормальным рядом алгебры R над кольцом F называется
любая индексированная порядковыми числами возрастающая цепочка её подал-
гебр

R0 = {0} ⊆ R1 ⊆ . . . ⊆ Rβ ⊆ . . . ⊆ Rα = R,

в которой для каждого β, β < α, подалгебра Rβ является идеалом подалге-
бры Rβ+1 и для всякого предельного трансфинита γ, γ � α, подалгебра Rγ
совпадает с объединением

⋃
β<γ

Rβ . Фактор-алгебры Rβ+1/Rβ , β < α, называют

факторами нормального ряда {Rβ | β � α}.
Элемент Rτ нормального ряда {Rβ | β � α} называется достижимым по

ряду, если для некоторого конечного набора трансфинитов τ � τ1 � . . . � τn � α
цепочка

R0 = {0} ⊆ Rτ ⊆ Rτ1 ⊆ . . . ⊆ Rτn
⊆ Rα = R

образует конечный нормальный ряд алгебры R.

Определение 1.1. Подалгебру алгебры R называют субинвариантной (дости-
жимой), если она является членом некоторого (конечного) нормального ряда
подалгебр R.

Понятия достижимой и субинвариантной подалгебры можно объединить сле-
дующим образом.

Определение 1.2. Скажем, что подалгебра A алгебры R является α-субин-
вариантной для некоторого трансфинита α, если в алгебре R существует такой
нормальный ряд

R0 = {0} ⊆ R1 ⊆ . . . ⊆ Rβ ⊆ . . . ⊆ Rα = R,

что A является идеалом подалгебры R1. При этом не предполагается, что все
члены данного ряда являются попарно различными.

Трансфинит α мы будем называть также глубиной субинвариантности (для
конечных α глубиной достижимости) подалгебры A в алгебре R.

Аналогичным образом, с точностью до замены подалгебр, фактор-алгебр и
идеалов на подгруппы, фактор-группы и нормальные подгруппы, вводятся поня-
тия нормального ряда подгрупп, его достижимого по ряду элемента, субинвари-
антной и достижимой подгруппы и их глубины (см. [21]).

Определение 1.3. Алгебра над кольцом F называется первичной, если про-
изведение любых двух её ненулевых идеалов отлично от нуля, и полупервичной,
если она не содержит ненулевых нильпотентных идеалов.

Определение 1.4. Идеал алгебры над кольцом F называется первичным,
если её фактор-алгебра по этому идеалу является первичной.

Совокупность всех первичных идеалов алгебры R над кольцом F называют
первичным спектром алгебры R и обозначают Spec(R). Пересечение

Rad(R) =
⋂

P∈Spec(R)

P
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всех первичных идеалов алгебры R называется первичным радикалом
(радикалом Бэра или нижним ниль-радикалом) этой алгебры.

На классе ассоциативных алгебр над кольцом F первичный радикал Rad
совпадает с нижним радикалом RN, определяемым классом нильпотентных
алгебр (см. [1, гл. 1]), т. е. является наименьшим среди радикалов в смысле
Куроша—Амицура τ на данном классе, относительно которых τ -радикальны все
нильпотентные ассоциативные алгебры над кольцом F .

Радикал Rad можно также описать следующим образом. Для любой алге-
бры R над кольцом F обозначим через η(R) сумму всех её нильпотентных
идеалов и определим возрастающую цепочку идеалов {ηα(R) | α � 0} алге-
бры R, в которой η0(R) = {0},

ηα+1(R)/ηα(R) = η
(
R/ηα(R)

)
для всех порядковых чисел α � 0 и

ηα(R) =
⋃
β<α

ηβ(R)

для каждого предельного трансфинита α. Тогда согласно [1] первичный радикал
Rad(R) алгебры R совпадает с объединением

η̂(R) =
⋃
α�0

ηα(R)

всех идеалов этой цепочки.
Кроме того, хорошо известна характеризация первичного радикала ассоциа-

тивной алгебры в терминах строго нильпотентных элементов.

Определение 1.5. Элемент r алгебры R называется строго нильпотентным,
если для любой цепочки элементов {ri}∞i=0 алгебры R, в которой r0 = r и ri+1 ∈
∈ RriRriR для каждого i � 0, найдётся такой номер j � 0, что rk = 0 для всех
k � j.

Предложение 1.6 ([1, с. 43, следствие 5]). Первичный радикал Rad(R)
алгебры R над кольцом F совпадает с множеством всех её строго нильпотентных
элементов.

Во всякой ассоциативной алгебре R над кольцом F существует наибольший
локально нильпотентный идеал L(R), в фактор-алгебре R/L(R) по которому нет
ненулевых локально нильпотентных идеалов. Отображение L: R �→ L(R) явля-
ется радикалом в смысле Куроша—Амицура на классе ассоциативных алгебр над
кольцом F , который принято называть их локально нильпотентным радикалом
или радикалом Левицкого. Хорошо известно, что локально нильпотентный ра-
дикал L является специальным, т. е. для каждой ассоциативной алгебры R над
кольцом F радикал L(R) совпадает с пересечением всех её первичных идеалов,
фактор-алгебры по которым не содержат ненулевых локально нильпотентных
идеалов (см., например, [1, гл. 1]).
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Нетрудно заметить, что большинство из отмеченных свойств радикала L яв-
ляются следствиями совпадения класса локально нильпотентных ассоциативных
алгебр над кольцом F с классом всех ассоциативных алгебр A над этим коль-
цом, в которых для всякого конечного набора элементов B найдётся такое целое
k = k(B) � 1, что равенство b1 · · · bk = 0 выполняется при любых b1, . . . , bk ∈ B.

Как и в рассмотренном К. К. Щукиным в [43, 44] случае групп, можно до-
казать, что в произвольной ассоциативной алгебре R над кольцом F среди её
идеалов, обладающих возрастающим нормальным рядом с нильпотентными фак-
торами, существует наибольший идеал RN∗(R). Несложно также показать, что
соответствие RN∗ : R �→ RN∗(R) удовлетворяет на классе ассоциативных алгебр
над кольцом F всем условиям определения радикала в смысле Куроша—Амицу-
ра. Подробное доказательство этого факта приводится в [13]. В той же работе
установлены следующие свойства радикала RN∗.

Предложение 1.7. Радикал RN∗(R) любой алгебры R над кольцом F явля-
ется её локально нильпотентным идеалом.

Предложение 1.8. В любой алгебре R над кольцом F со счётным множе-
ством порождающих локально нильпотентный радикал L(R) совпадает с ради-
калом RN∗(R).

Важную роль в наших дальнейших построениях будет играть возможность
выражения радикалов Rad, L и RN∗ алгебры матриц Mn(R) над алгеброй с еди-
ницей R через соответствующие радикалы алгебры коэффициентов R.

Замечание 1.9. Для всякой алгебры R с единицей 1 над кольцом F при
любом целом n � 1 выполнены следующие равенства:

Rad
(
Mn(R)

)
= Mn

(
Rad(R)

)
,

RN∗(Mn(R)
)

= Mn

(
RN∗(R)

)
, L

(
Mn(R)

)
= Mn

(
L(R)

)
.

Доказательство. Для первичного радикала Rad это равенство хорошо из-
вестно (см., например, [23]). Из определения радикалов RN∗ и L следуют вклю-
чения

Mn

(
RN∗(R)

) ⊆ RN∗(Mn(R)
)
, Mn

(
L(R)

) ⊆ L
(
Mn(R)

)
.

Наличие в алгебре R единицы позволяет описать каждый идеал I алгебры
матриц Mn(R) как кольцо матриц Mn(J) над идеалом J алгебры R, состоящим
из коэффициентов матриц, которые входят в идеал I. В частности, это верно для
радикалов RN∗(Mn(R)

)
и L
(
Mn(R)

)
алгебры Mn(R), которые при помощи иде-

алов A и B коэффициентов составляющих их матриц можно представить в виде
RN∗(Mn(R)

)
= Mn(A) и L

(
Mn(R)

)
= Mn(B). Обратившись к диагональным

матрицам из идеала L
(
Mn(R)

)
, мы сразу получаем отсюда, что идеал B алге-

бры R является локально нильпотентным. Поэтому L
(
Mn(R)

)
= Mn

(
L(R)

)
и

B = L(R).
Пусть теперь {Aβ | β � α}—возрастающий нормальный ряд подалгебр ради-

кала RN∗(Mn(R)
)
с нильпотентными факторами. Для каждого трансфинита β,
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0 � β � α, положим A′
β = {r ∈ R | rE ∈ Aβ}, где через E обозначена еди-

ничная матрица. Тогда подалгебры {A′
β} составляют нормальный ряд идеала

A′
α =

{
r
∣∣ rE ∈ RN∗(Mn(R)

)}
= A алгебры R, все факторы которого являются

нильпотентными алгебрами. Значит, A является RN∗-радикальным идеалом ал-
гебры R и содержится в её наибольшем идеале с такими свойствами RN∗(R).
С другой стороны, радикал RN∗(R) также лежит в идеале A (см. выше), и
следовательно, RN∗(Mn(R)

)
= Mn

(
RN∗(R)

)
, A = RN∗(R).

Напомним, что инволюцией алгебры R над кольцом F называется любой её
F -антиавтоморфизм ∗ порядка два, ∗ : r �→ r∗, r ∈ R. Другими словами, отоб-
ражение ∗ должно удовлетворять следующим условиям: (a + fb)∗ = a∗ + fb∗ и
(ab)∗ = b∗a∗ для любых a, b ∈ R и f ∈ F . Для краткости алгебру R с фикси-
рованной инволюцией ∗ мы будем называть ∗-алгеброй. Инвариантные относи-
тельно инволюции ∗ идеалы ∗-алгебры R называются её ∗-идеалами. Отметим,
что фактор-алгебра R/I алгебры R по её ∗-идеалу I тоже является алгеброй
с инволюцией ∗ : r+ I �→ r∗ + I∗ = r∗ + I, r ∈ R, которую индуцирует исходная
инволюция ∗.
Определение 1.10. Алгебра над кольцом F с инволюцией ∗ называется

∗-первичной, если произведение любых её ненулевых ∗-идеалов отлично от ну-
ля, и ∗ -полупервичной, если она не содержит ненулевых нильпотентных ∗-иде-
алов. Назовём ∗-идеал ∗-алгебры ∗-первичным, если её фактор-алгебра по этому
идеалу ∗-первична относительно индуцированной ∗ инволюции.
Предложение 1.11 ([8, 10]). Первичный радикал алгебры R над кольцом F

с единицей 1 и инволюцией ∗ совпадает с пересечением всех её ∗-первичных
идеалов.

В ∗-алгебре R для всякого локально нильпотентного (RN∗-радикального)
идеала I сопряжённый с ним идеал I∗ = {a∗ | a ∈ I} является её ло-
кально нильпотентным (RN∗-радикальным) идеалом. Поэтому радикалы L(R)
и RN∗(R) алгебры R являются ∗-идеалами.

Воспользовавшись стандартными рассуждениями из доказательства специ-
альности локально нильпотентного радикала (см. [1, гл. 1]), можно легко полу-
чить следующий результат.
Замечание 1.12. Локально нильпотентный радикал L(R) алгебры R над

кольцом F с инволюцией ∗ совпадает с пересечением всех её ∗-первичных
идеалов, фактор-алгебры по которым не содержат ненулевых локально ниль-
потентных идеалов.

Как известно, нетривиальные элементы центра первичной алгебры не могут
быть делителями нуля. Аналогом этого свойства для ∗-первичных алгебр служит
следующее утверждение.
Замечание 1.13 ([8, 10]). Пусть в ∗-первичной алгебре R с единицей 1 над

кольцом F ненулевой элемент a её центра Z(R) удовлетворяет одному из сле-
дующих условий: или a∗ = a, или a∗ = −a, или a = 1 + b для некоторого
элемента b, bb∗ = 1. Тогда a не является делителем нуля в алгебре R.
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1.2. Радикалы RN и RN∗, первичный, локально
нильпотентный и слабо разрешимый радикалы групп

Связанные с классом абелевых групп радикалы RN и RN∗ в смысле Куро-
ша—Амицура на классе всех групп определяются точно так же, как и в случае
алгебр: во всякой группе A нижний радикал RN(A), определяемый классом
абелевых групп, является наибольшей из всех её нормальных подгрупп, имею-
щих нормальный ряд с абелевыми факторами, все члены которого достижимы
по ряду, а радикал RN∗(A)—наибольшей из всех нормальных подгрупп этой
группы, обладающих нормальным рядом с абелевыми факторами. Естественно,
что в данном определении ряды с абелевыми факторами можно равносильным
образом заменить рядами, все факторы которых являются нильпотентными или
разрешимыми.

Интерес к исследованиям радикалов RN и RN∗ в теории групп появился
почти одновременно с возникновением в середине прошлого века само́й те-
ории радикалов (см., в частности, [21, 22, 43, 44]). Наиболее существенным
свойством этих радикалов для наших целей является их тесная взаимосвязь
с другим классическим понятием теории групп— локально нильпотентным ра-
дикалом PH, или радикалом Плоткина—Хирша, который определяется в любой
группе A как наибольшая из всех её локально нильпотентных нормальных под-
групп и обозначается через PH(A) (см. [31, 54]). Основу соотношений между
радикалами RN, RN∗ и PH составляют записанные ниже в виде предложений
выводы работ Б. И. Плоткина [32], Р. Бэра [46] и Ш. C. Кемхадзе [17].

Определение 1.14. Элемент группы A называется достижимым (субинва-
риантным), если порождённая им циклическая подгруппа достижима (субин-
вариантна) в группе A. Группы, все элементы которых являются достижимы-
ми, принято называть ниль-группами. Группы, все элементы которых являются
субинвариантными, называют квазинильпотентными.

Множества всех достижимых и всех субинвариантных элементов группы A
обычно обозначают σ̄(A) и σ(A) и называют её ниль-радикалом и квазиниль-
потентным радикалом.

Предложение 1.15. Во всякой группе A любые две достижимые (субинва-
риантные) конечно порождённые нильпотентные подгруппы порождают дости-
жимую (субинвариантную) нильпотентную подгруппу.

Из доказательства этого результата (см. [46]) вытекает следующее замеча-
ние.

Замечание 1.16. Во всякой группе A любое конечное семейство конечно
порождённых достижимых нильпотентных подгрупп порождает достижимую
нильпотентную подгруппу, глубина достижимости и индекс нильпотентности
которой не превышают некоторых величин, зависящих только от количеств по-
рождающих, индексов нильпотентности и глубин достижимости подгрупп из
этого семейства.
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Как известно, в нильпотентной группе индекса нильпотентности k каждая
подгруппа является достижимой и, более того, имеет глубину достижимости
не выше k − 1 (см., например, [21]). Достижимые (субинвариантные) элементы
достижимых (субинвариантных) подгрупп любой группы являются её дости-
жимыми (субинвариантными) элементами. Поэтому ниль-группы (квазиниль-
потентные группы) локально нильпотентны и их можно также определить как
группы, в которых достижимыми (субинвариантными) являются все их конеч-
но порождённые подгруппы, или, что равносильно, как группы, которые по-
рождаются своими достижимыми (субинвариантыми) конечно порождёнными
нильпотентными подгруппами.

Отсюда сразу вытекает, что в произвольной группе A ниль-радикал σ̄(A)
и квазинильпотентный радикал σ(A) совпадают с подгруппами, порождёнными
всеми достижимыми и соответственно всеми субинвариантыми нильпотентными
подгруппами этой группы. Кроме того, их можно описать следующим образом.

Предложение 1.17. Во всякой группе A ниль-радикал σ̄(A) является
наибольшей нормальной ниль-подгруппой, порождённой всеми достижимыми
ниль-подгруппами этой группы, квазинильпотентный радикал σ(A)—наиболь-
шей нормальной квазинильпотентной подгруппой, порождённой всеми её субин-
вариантными квазинильпотентными подгруппами.

Так как образы членов нормального ряда группы A при действии любого
её гомоморфизма составляют нормальный ряд в образе этой группы, каждый
гомоморфизм группы A переводит её достижимые (субинвариантные) элемен-
ты в достижимые (субинвариантные) элементы её образа. Последнее, в част-
ности, означает, что подгруппы σ̄(A) и σ(A) инвариантны относительно всех
автоморфизмов группы A (т. е. являются её характеристическими нормальными
подгруппами).

В [43,44] К. К. Щукин установил, что на классе всех групп каждый наслед-
ственный радикал в смысле Куроша—Амицура τ является идеально наслед-
ственным, т. е. для всякой нормальной подгруппы B любой группы A выполня-
ется равенство τ(B) = B ∩ τ(A). В частности, это справедливо для радикалов
RN и RN∗. Аналогичное равенство имеет место и для локально нильпотентного
радикала групп PH, хотя он и не является радикалом в смысле Куроша—Амицу-
ра. Поэтому в любой группе A радикалы RN(A), RN∗(A) и PH(A) содержат все
достижимые нильпотентные подгруппы. Следовательно, если теперь объединить
сказанное с теоремой Бэра—Кемхадзе, получим следующее утверждение.

Предложение 1.18. Во всякой группе A выполняются включения

σ̄(A) ⊆ PH(A) ∩ RN(A) ⊆ σ(A) = PH(A) ∩ RN∗(A).

В каждой группе A для любого трансфинита α определим индуктивно нор-
мальные подгруппы σ̄α(A) и σα(A) в соответствии со следующим правилом:

1) подгруппы σ̄0(A) и σ0(A) совпадают с единичной подгруппой {e} груп-
пы A;
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2) если подгруппы σ̄β(A) и σβ(A) уже построены для всех β < α, то под-
группы σ̄α(A) и σα(A) для предельного α = γ + 1, γ < α, совпадают
с прообразами в группе A подгрупп σ̄

(
A/σ̄γ(A)

)
и σ

(
A/σγ(A)

)
, а для

непредельного α являются объединениями
⋃
β<α

σ̄β(A) и
⋃
β<α

σβ(A).

Тогда начиная с некоторых трансфинитов τ и η найденные таким образом це-
почки подгрупп {σ̄α(A)} и {σα(A)} стабилизируются, т. е. σ̄τ (A) = σ̄ψ(A) и
ση(A) = σϕ(A) при всех ψ � τ и ϕ � η. Положим

ˆ̄σ(A) = σ̄τ (A) =
⋃
α�0

σ̄α(A)

и
σ̂(A) = ση(A) =

⋃
α�0

σα(A).

Используя трансфинитную индукцию, несложно показать, что в группе A
подгруппы ˆ̄σ(A) и σ̂(A) являются наименьшими из всех её нормальных под-
групп, фактор-группы по которым не содержат неединичных достижимых и
субинвариантных нильпотентных подгрупп соответственно. Не имеющие нетри-
виальных достижимых (субинвариантных) нильпотентных подгрупп группы яв-
ляются также RN-полупростыми (RN∗-полупростыми). Поэтому из предложе-
ния 1.18 сразу вытекает следствие.

Следствие 1.19. В любой группе A подгруппа ˆ̄σ(A) совпадает с радикалом
RN(A), подгруппа σ̂(A)— с радикалом RN∗(A).

Таким образом, радикалы групп RN и RN∗ совпадают с нижними радикала-
ми, определяемыми на классе всех групп классами ниль-групп и квазинильпо-
тентных групп, а также с верхними радикалами, определяемыми классом групп,
не имеющих неединичных достижимых нильпотентных подгрупп, и классом
групп, не содержащих неединичных субинвариантных нильпотентных подгрупп.
Определение 1.20. Элемент b группы A называется энгелевым (левоэнге-

левым, в ряде источников также ниль-элементом), если для любого элемента
a ∈ A существует целое n(a) = n � 1, для которого

[. . . [a, b] . . . b]︸ ︷︷ ︸
n

= [a, b]n = e,

где, как обычно, через e обозначена единица группы A, через [x, y]—коммутатор
элементов x, y ∈ A, [x, y] = xyx−1y−1. Если к тому же число n можно выбрать
одно и то же для всех элементов a ∈ A, то элемент b называют ограниченным
энгелевым (или n-энгелевым).

Группы, состоящие из энгелевых (n-энгелевых) элементов, называются эн-
гелевыми (энгелевыми конечного класса n).

Теорема 1.21. Во всякой группе A квазинильпотентный радикал σ(A) сов-
падает с множеством всех энгелевых элементов её радикала RN∗(A).
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Доказательство. Энгелевость элементов локально нильпотентного радика-
ла группы (и в том числе субинвариантных элементов (см. предложение 1.18)),
как и ограниченная энгелевость её достижимых элементов, непосредственно
вытекает из их определения.

Пусть a—энгелев элемент радикала RN∗(A) группы A. Выделим в радикале
RN∗(A) произвольный нормальный ряд {Aβ | β � α}, все факторы которого
абелевы, и для каждого трансфинита β � α положим

Aβ(a) =
⋂
k∈Z

akAβa
−k.

По построению A0 = {e} = A0(a) и Aα = RN∗(A) = Aα(a). Поскольку

ak[Aβ+1, Aβ+1]a−k = [akAβ+1a
−k, akAβ+1a

−k] ⊆ akAβa
−k

при всех k ∈ Z, 0 � β < α, мы сразу получаем включение [Aβ+1(a), Aβ+1(a)] ⊆
⊆ Aβ(a).

Для каждого предельного трансфинита γ из равенства Aγ =
⋃
β<γ

Aβ следует,
что ⋃

β<γ

Aβ(a) ⊆ Aγ(a).

Возьмём любой элемент b ∈ Aγ(a) и покажем, что подгруппа B, порождённая
всеми элементами akba−k, k ∈ Z, является конечно порождённой. Так как эле-
мент a энгелев, найдётся целое m � 1, при котором [b, a]m = e. Индукцией
по i � 0 можно легко показать, что каждый элемент [b, a]i представи́м в виде
произведения элементов b±1

j = ajb±1a−j , j = 0, . . . , i, содержащего один эле-
мент вида b±1

i и один элемент b0 = b. Следовательно, пользуясь равенством
[b, a]m = e, мы можем выразить элемент bm через произведение элементов b±1

p

для p = 0, . . . ,m − 1, а элемент b0 —через произведение элементов b±1
q для

q = 1, . . . ,m. Значит, элементы bm и b−m = a−mb0am принадлежат подгруп-
пе Bm, которую порождают элементы bl, 1 − m � l � m − 1. Сопрягая ука-
занные выражения для элементов bm и b−m с элементами a и a−1, мы можем
при помощи индукции показать также, что элементы bs и b−s являются эле-
ментами подгруппы Bm для каждого s � m. Поэтому подгруппа B совпадает
с подгруппой Bm и является конечно порождённой.

Инвариантная относительно отвечающего элементу a внутреннего автомор-
физма группы A конечно порождённая подгруппа B входит в подгруппу Aδ
для некоторого трансфинита δ < γ и потому содержится в подгруппе Aδ(a).
Поскольку сказанное справедливо для произвольного элемента b ∈ Aγ(a), из
установленного ранее включения вытекает, что Aγ(a) =

⋃
β<γ

Aβ(a).

Таким образом, цепочка {Aβ(a) | β � α} составляет нормальный ряд с абеле-
выми факторами группы RN∗(A), все члены которого инвариантны относительно
сопряжения с элементом a.

Для любых трансфинита β < α и целого i � 0 определим множество

Aβ+1(a, i) = {b ∈ Aβ+1(a) | [b, a]i, [b−1, a]i ∈ Aβ(a)}.
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При этом Aβ+1(a, 0) = Aβ(a), и из энгелевости элемента a сразу вытекает
равенство Aβ+1(a) =

⋃
i�0

Aβ+1(a, i). Кроме того, из стандартного коммутаторного
соотношения

[xy, z] = x[y, z]x−1[x, z] =
[
x, [y, z]

]
[y, z][x, z], x, y, z ∈ A,

и включения [Aβ+1(a), Aβ+1(a)] ⊆ Aβ(a) (см. выше) следует, что при всех j � 0

[xy, a]j ∈ Aβ(a)[x, a]j [y, a]j , x, y ∈ Aβ+1(a).

Поэтому множество Aβ+1(a, i) при каждом i � 0 является инвариантной относи-
тельно сопряжения с элементом a подгруппой. По построению [b, a] ∈ Aβ+1(a, i)
для всякого b ∈ Aβ+1(a, i+ 1), так как [a, b] = [b, a]−1 = [b−1, a]Aβ(a).

Уплотняя нормальный ряд {Aβ(a) | β � α} подгруппами {Aτ+1(a, i)}i�0, τ<α,
мы получим новый нормальный ряд {A′

ϕ | ϕ � η} группы RN∗(A) с абелевы-
ми факторами, все элементы которого инвариантны относительно сопряжения
с элементом a и удовлетворяют для каждого порядкового числа ν < η условию
[A′
ν+1, a] ⊆ A′

ν . Поэтому подгруппы {〈a〉A′
ϕ | ϕ � η} образуют в группе RN∗(A)

возрастающий нормальный ряд подгрупп от циклической группы 〈a〉, порождён-
ной элементом a, к RN∗(A), т. е. a является субинвариантным элементом группы
RN∗(A).

Если в приведённом рассуждении группа A разрешима и a является её огра-
ниченным энгелевым элементом, то, выбрав в группе A в качестве исходного
любой конечный ряд с абелевыми факторами, мы можем заменить его конечным
рядом с абелевыми факторами, в котором все члены инвариантны относительно
сопряжения с элементом a, а затем уплотнить его до конечного нормального
ряда от подгруппы 〈a〉 к группе A. Поэтому во всякой разрешимой группе A
ниль-радикал σ̄(A) совпадает с множеством всех её ограниченных энгелевых
элементов. Более того, это также верно для групп, являющихся нётеровыми
расширениями разрешимых групп (см. [21]).

Поскольку в произвольной группе каждый 2-энгелев элемент содержится
в центре порождённой им нормальной подгруппы и, значит, является дости-
жимым элементом, ниль-радикал σ̄(A) любой группы A можно описать и как
совокупность всех 2-энгелевых элементов её достижимых подгрупп (см. [20]).

Другие возможные подходы к описанию радикалов RN и RN∗ приводятся
в [18,41].

В [42] К. К. Щукин, заменив в определении первичной алгебры произведение
идеалов взаимным коммутантом нормальных подгрупп, ввёл следующие понятия
первичной группы, первичной нормальной подгруппы и первичного (RI∗-разре-
шимого) радикала групп.
Определение 1.22. Назовём нормальную подгруппу D группы A первичной,

если в фактор-группе A/D централизатор каждой неединичной нормальной под-
группы равен единице.
Определение 1.23. Пересечение rad(A) всех первичных нормальных под-

групп группы A называют первичным (RI∗-разрешимым) радикалом группы A.
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Ряд свойств первичного радикала групп, установленных в [42], можно запи-
сать в виде следующих предложений.

Предложение 1.24. Первичный радикал группы A равен единице, если и
только если она не содержит неединичных абелевых (разрешимых) нормальных
подгрупп.

Предложение 1.25. Первичный радикал rad(A) группы A является наимень-
шей среди всех её нормальных подгрупп, в фактор-группах по которым нет
неединичных абелевых (разрешимых) нормальных подгрупп.

Для любой группы A обозначим через ν(A) и ρ(A) произведения всех ниль-
потентных и всех разрешимых нормальных подгрупп этой группы и построим
ряды нормальных подгрупп {νβ(A)} и {ρβ(A)}, определив их элементы индук-
тивно по следующему правилу:
1) ν0(A) = ρ0(A) = {e}— единичная подгруппа группы A;
2) если подгруппы {νη(A)} и {ρη(A)} уже найдены для всех порядковых
чисел η < β, то при непредельном β = µ + 1 подгруппы νβ(A) и ρβ(A)
являются прообразами подгрупп ν

(
A/νµ(A)

)
и ρ
(
A/ρµ(A)

)
в группе A, а

при предельном β совпадают с объединениями
⋃
ν<β

νν(A) и
⋃
ν<β

ρν(A).

Тогда начиная с некоторых трансфинитов ϕ и ψ выбранные таким образом це-
почки нормальных подгрупп группы A стабилизируются:

ν̂(A) = νϕ(A) =
⋃
β�0

νβ(A), ρ̂(A) = ρψ(A) =
⋃
β�0

ρβ(A).

Более того, подгруппы ν̂(A) и ρ̂(A) совпадают между собой и с первичным
радикалом rad(A) группы A, поскольку являются наименьшими среди всех
её нормальных подгрупп, фактор-группы по которым не содержат нетривиаль-
ных нильпотентных, разрешимых и, следовательно, также абелевых нормальных
подгрупп (см. [42]).

В [42] было установлено, что первичный радикал группы допускает описа-
ние, которое вполне аналогично характеризации первичного радикала ассоциа-
тивной алгебры как множества всех её строго нильпотентных элементов.
Определение 1.26. Назовём элемент a группы A строго энгелевым, если для

любой цепочки элементов {ai}∞i=0, в которой a0 = a и ai+1 =
[
[bi+1, ai], ai

]
для

некоторого bi+1 ∈ A при всех i � 0, найдётся такой номер j � 0, что элемент aj
равен единице e этой группы.
Определение 1.27. Назовём элемент a группы A обобщённо энгелевым, если

для всякой цепочки элементов {ai}∞i=0, в которой a0 = a и

ai+1 ∈
[
. . .
[[

[. . . [ai, A] . . . A]︸ ︷︷ ︸
ni+1

, ai
]
, A
]
. . . A

]
︸ ︷︷ ︸
mi+1

при некоторых ni+1 > 0 и mi+1 � 0 для всех i � 0, найдётся такое j � 0, что
aj = e.
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Определение 1.28. Произвольную цепочку элементов {ai}∞i=0 группы A,
в которой при каждом i � 0 элемент ai+1 входит в коммутант [〈ai〉A, 〈ai〉A] нор-
мальной подгруппы 〈ai〉A группы A, порождённой предыдущим элементом ai,
мы будем называть S-последовательностью. Назовём элемент группы A стро-
го разрешимым, если всякая содержащая этот элемент S-последовательность
элементов группы A содержит её единичный элемент e.

Предложение 1.29 ([10, 13, 42, 53]). Первичный радикал rad(A) группы A
совпадает с множествами всех её строго энгелевых, обобщённо энгелевых и
строго разрешимых элементов.

Более общие идеи описаний первичного радикала групп подобного рода мож-
но найти в [56].

Следует отметить, что, в отличие от ассоциативных алгебр, первичный ра-
дикал групп rad не является радикалом в смысле Куроша—Амицура, поскольку
известны группы, в которых он отличен от их наибольшей rad-радикальной
нормальной подгруппы (см. [13, примеры 4, 5; 40]).

Так как разрешимое расширение разрешимой группы является разреши-
мой группой, в случае, когда группа A содержит максимальную разрешимую
нормальную подгруппу, эта подгруппа является наибольшей разрешимой нор-
мальной подгруппой группы A, в фактор-группе по которой нет неединичных
разрешимых нормальных подгрупп. Она обозначается R(A) и называется раз-
решимым радикалом группы A.

С учётом сказанного ранее разрешимый радикал R(A) группы A совпадает
с её первичным радикалом rad(A) и существует тогда и только тогда, когда
последний является разрешимой подгруппой.

Разрешимым радикалом обладает, в частности, всякая конечная группа. На-
зовём конечную группу A полупростой, если её разрешимый радикал R(A)
совпадает с единичной подгруппой: R(A) = {e}.

Вслед за В. А. Парфёновым, определившим в [27] слабо разрешимый ради-
кал алгебр Ли, мы введём слабо разрешимый радикал групп, который, пусть и
условно, можно считать аналогом радикала Левицкого ассоциативных алгебр.

Для всякой группы A определим индуктивно коммутаторы {gk}, полагая
g0(a1) = a1, g1(a1, a2) = [a1, a2] = a1a2a

−1
1 a−1

2 ,

gk+1(a1, . . . , a2k+1) = [gk(a1, . . . , a2k), gk(a2k+1, . . . , a2k+1)]

для всех целых k � 0 и любых элементов a1, . . . , a2k+1 ∈ A.

Замечание 1.30. Группа A является разрешимой группой ступени не выше k,
k � 0, в том и только в том случае, если для любых элементов a1, . . . , a2k ∈ A
коммутатор gk(a1, . . . , a2k) совпадает с единицей e этой группы (см. [37, с. 197]).
Определение 1.31. Назовём группу A слабо разрешимой, если для всяко-

го конечного набора её элементов B можно подобрать такое целое k � 0,
что коммутатор gk(b1, . . . , b2k) совпадает с единицей e этой группы при лю-
бых b1, . . . , b2k ∈ B.
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В частности, слабо разрешимыми являются абелевы, нильпотентные, разре-
шимые, локально нильпотентные и локально разрешимые группы.

Несложно показать также, что слабо разрешимые расширения слабо разре-
шимых групп являются слабо разрешимыми группами, т. е. класс слабо разре-
шимых групп замкнут относительно расширений. Поэтому в любой группе A
произведение T(A) всех её слабо разрешимых нормальных подгрупп являет-
ся наибольшей слабо разрешимой нормальной подгруппой, фактор-группа по
которой не содержит неединичных слабо разрешимых нормальных подгрупп.
Помимо этого, для произвольного гомоморфизма ϕ : A → G группы A в груп-
пу G выполняется включение ϕ

(
T(A)

) ⊆ T
(
ϕ(A)

)
. Следовательно, соответствие

T: A �→ T(A) является радикалом групп в смысле Куроша—Амицура, который
мы будем называть их слабо разрешимым радикалом. Отметим также, что ра-
дикал T, как и все наследственные радикалы групп в смысле Куроша—Амицура,
является идеально наследственным.

Из теоремы Бэра—Кемхадзе (см. предложение 1.18) вытекает, что во всякой
группе A радикалы rad(A), RN(A), RN∗(A) и T(A) связаны включениями

rad(A) ⊆ RN(A) ⊆ RN∗(A) ⊆ T(A),

каждое из которых в общем случае может быть строгим (ссылки на соответ-
ствующие примеры можно найти в [21]).

Схему доказательства специальности локально нильпотентного радикала ас-
социативных алгебр можно перенести на случай групп.
Замечание 1.32. В любой группе A слабо разрешимый радикал T(A) совпа-

дает с пересечением всех её первичных нормальных подгрупп, фактор-группы
по которым не имеют неединичных слабо разрешимых нормальных подгрупп.

Напомним следующие хорошо известные теоремы Х. Цассенхауза (см. [63],
а также [37, с. 196—197, теоремы 8 и 9]).

Предложение 1.33. В полной линейной группе GLn(F) над любым полем F

длина ряда коммутантов каждой разрешимой подгруппы G не превышает неко-
торого числа l(n), зависящего только от параметра n.

Предложение 1.34. В полной линейной группе GLn(F) над любым полем F

каждая локально разрешимая подгруппа G является разрешимой.

Последний вывод можно значительно усилить следующим образом.

Теорема 1.35. В полной линейной группе GLn(F) над любым полем F каж-
дая слабо разрешимая подгруппа G является разрешимой.

Доказательство. Рассмотрим любую конечно порождённую подгруппу A
группы G. Согласно теореме А. И. Мальцева (см. [25, теоремы 7 и 8]) груп-
па A является пределом последовательности групп A1, A2, . . . , Ai, . . ., в которой
каждая группа Ai является конечной подгруппой группы GLn(ki) для соответ-
ствующего поля ki положительной характеристики pi, i � 1.

По условию группа A слабо разрешима. Поэтому слабо разрешимым яв-
ляется любой её гомоморфный образ и, в частности, все группы {Ai}. Более
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того, в силу замечания 1.30 и предложения 1.33 конечные слабо разрешимые
группы {Ai} являются разрешимыми группами, ступени разрешимости кото-
рых не превосходят числа l(n). Понятно также, что предел последовательности
разрешимых групп ступени m является разрешимой группой ступени m. Следо-
вательно, группа A является разрешимой.

Поскольку сказанное справедливо для любой конечно порождённой подгруп-
пы A группы G, последняя является локально разрешимой. Применяя предло-
жение 1.34, мы получаем в итоге, что группа G является разрешимой.

Следствие 1.36. Каждая подгруппа G полной линейной группы GLn(F) над
любым полем F обладает разрешимым радикалом R(G) = rad(G) = T(G).

Замечание 1.37. Пусть R—алгебра с единицей 1 над кольцом F и D—
подгруппа в группе U(R) обратимых элементов этой алгебры. Тогда в группе D

D ∩ 1 + Rad(R) =
⋂

P∈Spec(R)

(D ∩ 1 + P ) ⊆

⊆ C
(
D,Rad(R)

)
= {g ∈ D | [g,D] ⊆ 1 + Rad(R)} ⊆ rad(D),

D ∩ 1 + RN∗(R) ⊆ C
(
D,RN∗(R)

)
= {g ∈ D | [g,D] ⊆ 1 + RN∗(R)} ⊆ RN∗(D),

D ∩ 1 + L(R) ⊆ C
(
D,L(R)

)
= {g ∈ D | [g,D] ⊆ 1 + L(R)} ⊆ T(D).

Доказательство. Обоснование первого из этих включений можно найти
в [8, 53]. Для всякого идеала I алгебры R пересечение U(R) ∩ 1 + I являет-
ся нормальной подгруппой группы U(R) её обратимых элементов. При этом для
любых идеалов I и J алгебры R выполняется включение

[U(R) ∩ 1 + I,U(R) ∩ 1 + J ] ⊆ U(R) ∩ 1 + IJ.

С помощью индукции отсюда можно легко вывести, что при каждом k � 1

[. . . [U(R) ∩ 1 + I,U(R) ∩ 1 + I] . . .U(R) ∩ 1 + I]︸ ︷︷ ︸
k

⊆ U(R) ∩ 1 + Ik+1, (1)

а также получить включение для k-го последовательного коммутанта:

(U(R) ∩ 1 + I)(k) ⊆ U(R) ∩ 1 + I2k

. (2)

Включения (1), (2) выполняются и в том случае, если мы заменим в них иде-
ал I произвольной ниль-подалгеброй A алгебры R и перейдём к подгруппе
U(R) ∩ 1 +A.

По определению радикал RN∗(R) алгебры R обладает возрастающим нор-
мальным рядом подалгебр {Rη | η � τ}, все факторы которого являются алге-
брами с нулевым умножением. Согласно предложению 1.7 он также является
локально нильпотентным идеалом алгебры R. Отсюда следует, что подгруп-
пы {1 + Rη} локально нильпотентны и составляют нормальный ряд подгрупп
группы 1 + RN∗(R) с абелевыми факторами. Поэтому группа 1 + RN∗(R) яв-
ляется RN∗-радикальной нормальной подгруппой группы U(R) и 1 + RN∗(R) ⊆
⊆ RN∗(U(R)

)
. Значит, подгруппа D ∩ 1 + RN∗(R) и её абелево расширение

C
(
D,RN∗(R)

)
содержатся в радикале RN∗(D) группы D.
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Для любого конечного набора элементов {ai = 1 + bi ∈ D ∩ 1 + L(R)}ni=1

каждый коммутатор gk(ai1 , . . . , ai2k
) с k � 0 входит в подгруппу D ∩ 1 + B2k

,
где через B обозначена порождённая элементами bi, i = 1, . . . , n, подалгебра
локально нильпотентного радикала L(R) алгебры R. Поскольку конечно поро-
ждённая подалгебра B нильпотентна, Bm = {0} при некотором m � 1. Отсюда
сразу вытекает, что

gm(ai1 , . . . , ai2m ) = 1, 1 � i1, . . . , in � n.

Поэтому подгруппы D ∩ 1 + L(R) и C
(
D,L(R)

)
являются слабо разрешимыми

и входят в слабо разрешимый радикал T(D) группы D.

2. Радикалы групп обратимых элементов
ассоциативных PI-алгебр

Основные результаты этого раздела дополняют выводы работ [28, 29, 56] и
посвящены доказательству совпадения первичного радикала rad, радикалов RN,
RN∗ и слабо разрешимого радикала T для подгрупп групп обратимых элементов
ассоциативных PI-алгебр.

Пусть f —некоммутативный полином без свободного члена от переменных
x1, . . . , xn с коэффициентами из кольца F . Будем говорить, что в алгебре R
над кольцом F выполняется тождество f (или тождество f = 0), если по-
лином f обращается в нуль при подстановке любых элементов из алгебры R
вместо переменных x1, . . . , xn. Полином f называют собственным, если имеет-
ся F -линейная комбинация его коэффициентов, равная единице.

Определение 2.1. Алгебра R над кольцом F называется PI-алгеброй, если
она удовлетворяет некоторому собственному тождеству. Кольцо R называют
PI-кольцом, если оно является PI-алгеброй над кольцом целых чисел Z.

Тождество f называется тождеством канонического вида степени n, если

f(x1, . . . , xn) = x1 · · ·xn +
∑

σ∈Sn\{e}
fσxσ(1) · · ·xσ(n),

где fσ ∈ F , через Sn обозначена симметрическая группа степени n, через e—
тождественная перестановка чисел {1, . . . , n}.

Известно, что всякая PI-алгебра над кольцом F удовлетворяет некоторому
тождеству канонического вида с коэффициентами ±1 подходящей степени и,
следовательно, также является PI-кольцом (см. [24, с. 6—7]).

Тождеством канонического вида является, к примеру, стандартное тожде-
ство

st(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n),

где (−1)σ = 1 для чётной и (−1)σ = −1 для нечётной перестановки σ ∈ Sn.
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Отметим, что алгебра матриц Mn(F ) над кольцом F удовлетворяет всем
стандартным тождествам степени k � 2n и не удовлетворяет стандартным тож-
дествам меньших степеней (см. [39, с. 148; 55, с. 175; 14, с. 326]).

Во всяком первичном PI-кольце R выполняются все тождества кольца мат-
риц Mn(F) для подходящих поля F и параметра n и, значит, все стандартные
тождества степеней k � 2n (см. [4, т. 2, с. 48; 24, с. 7—8]). Последнее позволяет
ввести следующее определение.

Определение 2.2. Назовём p.i.-степенью PI-кольца R половину наименьшей
степени стандартного тождества, которое выполняется на всех его первичных
фактор-кольцах (обозначение: p. i.degR).

В частности, согласно сказанному ранее p.i.-степень алгебры матриц Mn(F )
над кольцом F совпадает с n. Из определения p.i.-степени сразу вытекает сле-
дующее замечание.

Замечание 2.3. В любом PI-кольце R для каждого идеала I

p. i.degR/I � p. i.degR.

В случае, если идеал I содержится в первичном радикале Rad(R) кольца R,
данное неравенство становится точным равенством: p. i.degR = p. i.degR/I.

Теорема 2.4. Пусть R—PI-алгебра с единицей 1 над кольцом F , A—под-
группа группы U(R) обратимых элементов алгебры R и G—образ подгруппы A
в группе U

(
R/Rad(R)

)
обратимых элементов фактор-алгебры R/Rad(R) ал-

гебры R по её первичному радикалу Rad(R). Тогда группа G обладает разре-
шимым радикалом R(G), ступень разрешимости которого не превышает числа
p. i.degR+2, первичный радикал rad(A) группы A совпадает с прообразом в ней
радикала R(G) группы G.

Доказательство. Возьмём произвольный первичный идеал P алгебры R и
обозначим через AP = A/(A∩1+P ) образ подгруппы A группы U(R) обратимых
элементов этой алгебры в первичной фактор-алгебре R/P (точнее, в группе её
обратимых элементов U(R/P )). Согласно [4, т. 2, с. 48] первичная алгебра R/P
имеет ненулевой центр Z, множество C = Z\{0} является мультипликативно за-
мкнутой системой центральных неделителей нуля этой алгебры, относительно
которой кольцо частных Q = C−1R/P является центральной простой конеч-
номерной алгеброй над полем частных K кольца Z. Поэтому алгебраическое
замыкание k поля K является полем разложения алгебры Q и Q⊗K k ∼= Mm(k),
где m = dimKQ. Первичную алгебру R/P можно отождествить с её обра-
зом в алгебре матриц Mm(k) над полем k. При этом, поскольку PI-кольца
R/P и Mm(k) = kR/P имеют одинаковые полилинейные тождества с це-
лыми коэффициентами, m � p. i.degR (см. также [24, с. 7—8]). Значит, по
следствию 1.36 и предложению 1.33 группа AP обладает разрешимым радика-
лом R(AP ) = rad(AP ) = T(AP ), ступень разрешимости которого не превосхо-
дит некоторого числа l(m), зависящего только от величины m. Следовательно,
R(AP )(l) = {1} для подходящего 1 � l � l̂ = l(p. i.degR).



48 A. Ю. Голубков

Отсюда вытекает, что в группе A выполняются включения

rad(A)(l̂) ⊆ T(A)(l̂) ⊆
⋂

P∈Spec(R)

(A ∩ 1 + P ) = A ∩ 1 + Rad(R).

По [51] величина l̂ не превышает также числа p. i.degR+ 2.
Применяя предложение 1.25 и замечание 1.37, мы получаем, что первичный

радикал rad(A) группы A совпадает с прообразом в ней первичного радикала
rad(G) её фактор-группы G = A/

(
A∩1+Rad(R)

)
. Поэтому с учётом установлен-

ных ранее включений первичный радикал rad(G) группы G является разреши-
мой нормальной подгруппой ступени разрешимости не выше p. i.degR + 2. Так
как первичный радикал любой группы содержит все её разрешимые нормаль-
ные подгруппы, первичный радикал rad(G) является наибольшей разрешимой
нормальной подгруппой группы G, т. е. её разрешимым радикалом, rad(G) =
= R(G).

Помимо рассмотренных ранее радикалов Rad и L, на классе всех ассоциатив-
ных алгебр над кольцом F хорошо известен также верхний ниль-радикал, или
радикал Кёте K, который для любой алгебры R определяется как наибольший
из её ниль-идеалов (т. е. идеалов, состоящих из нильпотентных элементов)
и обозначается K(R). Как и упомянутые радикалы, радикал Кёте K явля-
ется специальным радикалом в смысле Куроша—Амицура на данном классе
(см. [1, гл. 1]).

Для PI-алгебр из предложения 1.7 и [1, с. 86, теорема 3] сразу вытекает
следующая теорема.

Теорема 2.5. Во всякой PI-алгебре R над кольцом F первичный радикал
Rad(R), радикал RN∗(R), локально нильпотентный радикал L(R) и верхний
ниль-радикал K(R) совпадают.

Аналоги этой теоремы для алгебр Ли приводятся в [2, 3, 13, 29]. В случае
групп подобное утверждение также имеет место и может быть сформулировано
следующим образом.

Теорема 2.6. Пусть R—PI-алгебра с единицей 1 над кольцом F и A—
подгруппа группы U(R) обратимых элементов алгебры R. Тогда в группе A
первичный радикал rad(A) совпадает с радикалами RN(A), RN∗(A), а также
слабо разрешимым радикалом T(A) и является её наибольшей локально разре-
шимой нормальной подгруппой. Более того, первичный радикал rad(A) является
разрешимым расширением произведения ν(A) всех нильпотентных нормальных
подгрупп группы A и

rad(A) = RN(A) = RN∗(A) = T(A) = ρ2(A).

Доказательство. Совпадение первичного радикала rad(A), радикалов
RN(A), RN∗(A) и слабо разрешимого радикала T(A) группы A непосредственно
следует из доказательства предыдущей теоремы и приведённых ранее включе-
ний. Так как локально разрешимые группы являются слабо разрешимыми, мы
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сразу получаем отсюда, что в первичном радикале rad(A) = RN(A) = RN∗(A) =
= T(A) группы A содержатся все её локально разрешимые нормальные подгруп-
пы.

Как уже отмечалось, для всякого идеала I алгебры R подмножество AI =
= A ∩ 1 + I является нормальной подгруппой группы A. В то же время каждой
подгруппе N группы A мы можем поставить в соответствие идеал I(N) алге-
бры R, порождённый всеми элементами h− 1, h ∈ N . При этом по построению
подгруппа N содержится в связанной с идеалом I(N) подгруппе AI(N). Понятно
также, что I(N) = aI(N)a−1 = I(aNa−1) при любом a ∈ A.

Для произвольных целого n � 1 и элементов a1, . . . , an ∈ A

a1 · · · an − 1 = (a1 · · · an−1 − 1)(an − 1) + (a1 · · · an−1 − 1) + (an − 1) =

=
n−1∑
i=1

(a1 · · · ai − 1)(ai+1 − 1) +
n∑
j=1

(aj − 1).

Следовательно, если M — семейство порождающих подгруппы N , то I(N) сов-
падает с идеалом, который в алгебре R порождают элементы a − 1, a ∈ M .
В частности, конечно порождённой подгруппе N отвечает конечно порождённый
идеал I(N). Помимо этого, отсюда вытекает, что для порождённой элементами
подгруппы N нормальной подгруппы 〈N〉A группы A

I(〈N〉A) =
∑
a∈A

I(aNa−1) = I(N).

Для любых элементов g и h из группы A можно записать

[g, h] = ghg−1h−1 = 1 + (gh− hg)g−1h−1.

Поэтому для каждой пары идеалов I и J алгебры R выполняется включение

[AI , AJ ] ⊆ A(I,J)R,

где (I, J)R = R(I, J)—идеал алгебры R, порождённый кольцевыми коммутато-
рами (r, t) = rt− tr для всех r ∈ I и t ∈ J . Значит, при любом k � 1

[. . . [AI , AI ] . . . AI ]︸ ︷︷ ︸
k

⊆ AIk+1 .

В частности, если в алгебре R идеал I —нильпотентное расширение идеала K,
то в группе A подгруппа AI —нильпотентное расширение подгруппы AK .

Произведение ν(A) всех нильпотентных нормальных подгрупп группы A вхо-
дит в произведение ρ(A) = ρ1(A) всех её разрешимых нормальных подгрупп и
содержится в первичном радикале rad(A).

Для любой нормальной подгруппы N группы A, порождённой конечным мно-
жеством элементов её подгруппы Aη(R) = A∩1+η(R), где, как и прежде, через
η(R) обозначена сумма всех нильпотентных идеалов алгебры R, идеал I(N)
алгебры R конечно порождён и входит в её идеал η(R). Поэтому идеал I(N)
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нильпотентен, и нильпотентными являются группа AI(N) и лежащая в ней под-
группа N .

Таким образом, в группе A подгруппа ν(A) содержит подгруппу Aη(R).

Если d— степень тождества канонического вида, которому удовлетворяет
алгебра R, то согласно теореме Амицура—Левицкого (см. [58, теорема 1.6.36])
можно выбрать целое n, 1 � n � d/2, такое что Rad(R)n ⊆ η(R). Значит,
с учётом сделанных ранее замечаний подгруппа ARad(R) группы A является
нильпотентным расширением её подгруппы Aη(R).

По теореме 2.4 первичный радикал rad(A) группы A является разрешимым
расширением её подгруппы ARad(R). Поскольку разрешимое расширение раз-
решимой группы— разрешимая группа, он является к тому же разрешимым
расширением подгрупп Aη(R), ν(A) и ρ(A) = ρ1(A) группы A, следовательно,
в ней выполнено равенство rad(A) = T(A) = ρ2(A).

Возьмём теперь произвольную конечно порождённую подгруппу Q первич-
ного радикала rad(A) группы A. Обозначим через B подкольцо алгебры R, по-
рождённое элементами группы Q. Так как всякая PI-алгебра является PI-коль-
цом, конечно порождённая подалгебра B над кольцом целых чисел Z является
PI-кольцом. В силу теоремы Кемера—Размыслова—Брауна (см. [16, 24, 34, 48])
первичный радикал Rad(B) алгебры B нильпотентен, и потому нильпотентна
связанная с ним подгруппа 1+Rad(B) в группе U(B) обратимых элементов алге-
бры B. Тогда из теоремы 2.4 вытекает, что в группе U(B) каждая подгруппа V
обладает разрешимым радикалом R(V ) = rad(V ) = T(V ), который является
разрешимым расширением её подгруппы V ∩ 1 + Rad(B). По построению груп-
па Q содержится в группе U(B) и совпадает со своим первичным радикалом
(см. предложение 1.29). Значит, она является разрешимой, Q = rad(Q) = R(Q).

Отсюда следует локальная разрешимость первичного радикала rad(A) груп-
пы A. Более того, в радикале rad(A) содержатся все локально разрешимые
нормальные подгруппы группы A, и потому он является наибольшей среди её
локально разрешимых нормальных подгрупп.

Используя доказательство теоремы 2.6, можно сразу получить следующие
результаты.

Следствие 2.7. Во всякой конечно порождённой PI-алгебре с единицей R над
нётеровым кольцом F любая подгруппа A группы U(R) её обратимых элементов
обладает разрешимым радикалом R(A) = rad(A) = T(A).

Следствие 2.8. Во всякой PI-алгебре с единицей R над кольцом F любая ко-
нечно порождённая подгруппа A группы U(R) её обратимых элементов обладает
разрешимым радикалом R(A) = rad(A) = T(A).

Теорема 2.6 позволяет записать теорему 2.4 из [53] следующим образом.

Предложение 2.9. Пусть R—PI-алгебра с единицей над полем рациональ-
ных чисел Q, N —подмножество нильпотентных элементов алгебры R, S—
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подалгебра алгебры R, которую порождают её единица и все элементы множе-
ства N , E—подгруппа в группе обратимых элементов U(S) алгебры S, поро-
ждённая элементами

exp(qx) =
n(x)−1∑
i=0

qixi/i!

для всех q ∈ Q и x ∈ N , где n(x)—индекс нильпотентности элемента x. Тогда
в каждой нормализуемой подгруппой E подгруппе A группы U(S) выполнены
равенства

rad(A) = RN(A) = RN∗(A) = T(A) =

= C
(
A, 1 + Rad(S)

)
= A ∩ C(U(S), 1 + Rad(S)

)
.

Естественно, что в этом утверждении поле рациональных чисел Q можно за-
менить любым полем нулевой характеристики. Кроме того, с учётом теоремы 2.5
получаем, что в группе A выполнены соотношения

A ∩ 1 + Rad(S) = A ∩ 1 + L(S) ⊆ PH(A) ⊆ rad(A) = T(A).

Поэтому для её первичного радикала rad(A) справедливы также равенства

rad(A) = C
(
A,PH(A)

)
= {a ∈ A | [a,A] ⊆ PH(A)} =

= A ∩ rad
(
U(S)

)
= A ∩ C(U(S),PH(S)

)
.

Хорошо известен следующий результат В. П. Платонова из [30].

Предложение 2.10. Пусть R—PI-алгебра с единицей над кольцом F и A—
подгруппа в группе обратимых элементов U(R) этой алгебры. Тогда локаль-
но нильпотентный радикал PH(A) группы A совпадает с множеством всех её
энгелевых элементов.

Используя теорему 2.6 и теорему Бэра—Кемхадзе (см. предложение 1.18,
а также теорему 1.21), мы сразу получаем следующее утверждение.

Следствие 2.11. Пусть R—PI-алгебра с единицей над кольцом F и A—
подгруппа в группе обратимых элементов U(R) этой алгебры. Тогда локаль-
но нильпотентный радикал PH(A) группы A равен её квазинильпотентному
радикалу σ(A).

Иначе говоря, в такой группе каждый энгелев элемент является субинвари-
антным.

3. Радикалы полной линейной группы

Следующий объект для обобщения результатов о радикалах линейных групп
над полем— классические группы над ассоциативными алгебрами. В этом раз-
деле рассматривается простейшая из них: полная линейная группа.
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Определение 3.1. Идемпотент e = e2 алгебры R над кольцом F называет-
ся плотным, если порождённый им двусторонний идеал Fe + Re + eR + ReR
совпадает с R.

Определение 3.2. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1 и систе-
мой идемпотентов E = {e1, . . . , ek}. Тогда система E называется полной в алге-
бре R, если 1 = e1 + . . . + ek, и ортогональной, если для любых i, j = 1, . . . , k
выполнено равенство eiej = δijei, где δij — символ Кронекера.

Определение 3.3. Если R—алгебра над кольцом F с единицей 1 и ортого-
нальный системой идемпотентов G = {e1, . . . , em}, m � 2, то подгруппа E(G,R)
в группе обратимых элементов U(R) алгебры R, порождённая всеми элементами
вида 1 + eirej , где r ∈ R и 1 � i �= j � m, называется элементарной подгруппой
группы U(R), соответствующей системе G.

Для каждого идеала I алгебры R мы также определим подгруппу E(G, I,R),
порождённую всеми элементами 1 + eirej , где r ∈ I и 1 � i �= j � k. Если
число m идемпотентов в ортогональной системе G больше двух, то при помощи
стандартных соотношений

(1 + eirej)(1 + eitej) = 1 + ei(r + t)ej , [1 + eirej , 1 + ejtem] = 1 + eirejtem,

где r, t ∈ R и 1 � i �= j �= m � 3, несложно получить следующие выводы.
Замечание 3.4. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1 и ортого-

нальной системой плотных идемпотентов G = {e1, . . . , em}, m � 3, I —идеал
этой алгебры. Тогда для любого целого k � 0 в группе E(G, I,R) выполняется
включение

E(G, I2k

, R) ⊆ E(G, I,R)(k).

Замечание 3.5. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1 и ортого-
нальной системой плотных идемпотентов G = {e1, . . . , em}, m � 3. Тогда для
произвольных r ∈ R и 1 � i �= j � 3 нормальная подгруппа группы E(G,R),
порождённая элементом 1 + eirej , содержит её подгруппу E(G,ReirejR,R), где
ReirejR—идеал алгебры R, порождённый элементом eirej .

Одним из первых результатов, посвящённых описанию радикалов линейных
групп над кольцами, стала теорема И. З. Голубчика и А. В. Михалёва о пер-
вичном радикале, которую мы сформулируем следующим образом.

Предложение 3.6. Пусть R—алгебра с единицей 1 над кольцом F , G =
= {e1, e2, e3}—полная ортогональная система плотных идемпотентов в алге-
бре R и E(G,R)— элементарная подгруппа группы U(R), связанная с этой
системой. Тогда в каждой подгруппе A группы U(R), содержащей подгруппу
E(G,R), выполняется равенство

rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
= A ∩ rad

(
U(R)

)
.

С учётом замечания 3.4 из предложения 3.6 сразу получаем следствие 3.7.



Радикал RN и слабо разрешимый радикал линейных групп над ассоциативными кольцами 53

Следствие 3.7. В условиях предложения 3.6 подгруппа A обладает разреши-
мым радикалом в том и только в том случае, если первичный радикал Rad(R)
алгебры R нильпотентен.

Простейшие примеры полных ортогональных систем плотных идемпотентов
и связанных с ними элементарных подгрупп содержит кольцо матриц Mn(R) над
любым кольцом с единицей R. Как обычно, для каждой пары индексов i и j,
1 � i, j � n, обозначим через Eij отвечающую им элементарную матрицу, в ко-
торой на позиции ij стоит единица из кольца R, а все остальные коэффициенты
равны нулю. Кроме того, через E = En = E11 + . . .+ Enn мы будем обозначать
единичную матрицу, выполняющую роль единицы в кольце Mn(R).

Умножение матриц {Eij} осуществляется по хорошо известному правилу
EijEpq = δjpEiq, 1 � i, j, p, q � n,

из которого сразу следует, что матрицы {Eii | i = 1, . . . , n} составляют пол-
ную ортогональную систему плотных идемпотентов кольца Mn(R). Этой систе-
ме в группе U

(
Mn(R)

)
= GLn(R) обратимых элементов кольца Mn(R) (или

полной линейной группе над кольцом R) соответствует элементарная подгруппа
En(R), порождённая элементарными трансвекциями tij(r) = E + Eijr для всех
r ∈ R и 1 � i �= j � n.

При n � 2 мы можем для всякого 1 < k � n представить множество индек-
сов {1, . . . , n} в виде дизъюнктного объединения его k непустых подмножеств
I1, . . . , Ik. Тогда, полагая ej =

∑
i∈Ij

Eii для каждого j = 1, . . . , k, мы получим но-

вую полную ортогональную систему плотных идемпотентов H = {e1, . . . , ek}
кольца Mn(R), которой в группе GLn(R) отвечает элементарная подгруппа
E(H,R), порождённая матрицами E+eiAej , где A ∈ Mn(R) и 1 � i �= j � k. От-
метим, что подгруппа E(H,R) входит в подгруппу En(R), поскольку для любой
матрицы A = (alm) ∈ Mn(R)

E + eiAej =
∏

p∈Ii, q∈Ij

(E + EppAEqq) =
∏

p∈Ii, q∈Ij

tpq(apq) ∈ En(R).

С учётом вышесказанного из замечания 1.9 и предложения 3.6 немедленно
вытекает следствие.

Следствие 3.8. Пусть R—алгебра с единицей над кольцом F . Тогда при
любом n � 3 во всякой подгруппе A группы GLn(R), содержащей группу En(R),
выполняются равенства

rad(A) = C
(
A,E + Mn

(
Rad(R)

))
= A ∩ rad

(
GLn(R)

)
.

Предложение 3.6 можно дополнить при помощи следующего утверждения.

Предложение 3.9. Пусть алгебра R над кольцом F обладает единицей 1,
1/2, 1/3 и элементами {eij | i, j = 1, 2}, такими что e11 +e22 = 1 и eijekl = δjkeil
при любых i, j, k, l = 1, 2, E(G,R)— элементарная подгруппа группы обратимых
элементов U(R) алгебры R, связанная с ортогональной системой идемпотентов
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G = {e11, e22}. Тогда во всякой содержащей подгруппу E(G,R) подгруппе A
группы U(R) справедливы равенства

rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
= A ∩ rad

(
U(R)

)
.

Если кольцо F —область целостности, состоящая из более чем трёх элемен-
тов, R = M2(F ) и E(R) = E2(F ), то для каждой содержащей E2(F ) подгруп-
пы A группы GL2(F ) первичный радикал rad(A) совпадает с её центром C(A)
(см. [10]), т. е.

rad(A) = C(A) = A ∩ C(GL2(F )
)
.

Для доказательства основного результата этого раздела нам понадобится
следующее предложение, соответствующее [53, лемма 2.7].

Предложение 3.10. Пусть m � 1, R—первичное кольцо с единицей 1, в ко-
тором элемент (2m)! является обратимым, a—нильпотентный элемент коль-
ца R, такой что am �= am+1 = 0, B—подгруппа группы обратимых элементов
U(R) кольца R, которая нормализуется подгруппой, порождённой всеми элемен-
тами

exp(ua) =
m∑
k=0

(ukak)/k!,

где u пробегает центр Z(R) кольца R. Для любых b ∈ B, i � 1 положим

∆i(b) = {u ∈ Z(R) | [. . . [exp(ua), b] . . . b]︸ ︷︷ ︸
i

= 1}.

Предположим, что для всякого b ∈ B существует i(b) � 1, при котором для всех
v ∈ Z(R) множество ∆i(b)([b, exp(va)]) содержит по меньшей мере 2i(b)m + 1
элементов. Тогда произвольная цепочка {bj}j�0, в которой b0 = b ∈ B и bj+1 =
= [bj , exp(uj+1a)] для uj+1 ∈ Z(R), j � 0, содержит bq = 1 при некотором
q � 0.

Подчеркнём, что при данных условиях для любого элемента b ∈ B \Z(R) во
всякой цепочке {bj}j�0 указанного вида с b = b0 имеется элемент bp ∈ B \Z(R),
который перестановочен с элементом a, bpa = abp (см. [53]).

В любой группе A коммутатор [a, b] достижимого элемента a с произвольным
элементом b входит в достижимую нильпотентную подгруппу, глубина достижи-
мости и индекс нильпотентности которой не превосходят некоторых параметров,
зависящих лишь от глубины достижимости в группе A, порождённой элемен-
том a циклической подгруппы 〈a〉 (см. замечание 1.16). В этой нильпотентной
подгруппе циклическая подгруппа 〈[a, b]〉 является достижимой подгруппой и
имеет глубину достижимости не выше индекса нильпотентности (см. раздел 1).
Значит, группа 〈[a, b]〉 также является достижимой подгруппой в группе A, глу-
бина достижимости которой не превосходит величины, определяемой лишь глу-
биной достижимости в A группы 〈a〉. Отсюда сразу вытекает следствие 3.11.
Следствие 3.11. Пусть m � 1, R—первичное кольцо с единицей 1, содержа-

щее бесконечный центр Z(R) и обратимый элемент (2m)!, a—нильпотентный
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элемент кольца R, такой что am �= am+1 = 0, B—подгруппа группы обратимых
элементов U(R) кольца R, которая нормализуется её подгруппой, порождённой
элементами

exp(ua) =
m∑
k=0

(ukak)/k!, u ∈ Z(R).

Тогда для любого достижимого элемента b группы B произвольная цепочка
элементов {bj}j�0, в которой b0 = b и bj+1 = [bj , exp(uj+1a)] для uj+1 ∈ Z(R),
j � 0, содержит bq = 1 при некотором q � 0.

Определение 3.12. Элемент r алгебры R над кольцом F называют целым
(степени не выше n) над F , если для некоторых f1, . . . , fn−1 ∈ F выполняется
соотношение rn + f1r

n−1 + . . .+ fn−1r = 0.
Определение 3.13. Алгебра R над кольцом F называется целой над F , если

каждый её элемент является целым над этим кольцом.

Лемма 3.14. Пусть R—первичная алгебра с единицей 1 и 1/2 над коль-
цом F , центр Z(R) которой не является целой алгеброй над этим кольцом, a—
нильпотентный элемент алгебры R индекса 2 (т. е. a �= a2 = 0), B— слабо раз-
решимая подгруппа группы обратимых элементов U(R) алгебры R, которая не
содержится в центре Z(R) алгебры R и нормализуется подгруппой 1 + Z(R)a.
Тогда в группу B входит такой элемент b, что b /∈ Z(R) и ba = ab.

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент b из группы B. Для
каждого u ∈ Z(R) из включения [b, 1 + ua] = c(u) ∈ Z(R) сразу следует, что
aba(c(u) − 1) = 0. Так как ненулевые элементы центра первичной алгебры не
могут быть делителями нуля, последнее возможно только в случае, когда или
c(u) = 1, или aba = 0. Если aba = 0, то также ab(c(u) − 1) = 0 и, значит,
c(u) = 1. Следовательно, для всякого u ∈ Z(R) коммутатор [b, 1 + ua] или равен
единице, или не принадлежит центру Z(R) алгебры R.

Положим e(u) = 1 + ua и b(u) = e(u)be(−u) для всех u ∈ Z(R). Тогда,
используя индукцию, можно для любых k � 1 и u1, . . . , u2k ∈ Z(R) записать k-й
последовательный коммутатор gk

(
b(u1), . . . , b(u2k)

)
следующим образом:

g1
(
b(u1), b(u2)

)
= e(u1)be(u2 − u1)be(u1 − u2)b−1e(u2 − u1)b−1e(−u2),

gk
(
b(u1), . . . , b(u2k)

)
=

= e(u1)(be(u2 − u1)be(u1 − u2)b−1e(u2 − u1)b−1e(u3 − u2) × . . .×
× be(u2k−1+1 − u2k−1+2)be(u2k−1+2 − u2k−1+1) ×
× b−1e(u2k−1+1 − u2k−1+2)b

−1e(−u2k−1+1), k � 2.

Возьмём строчку (1, 1,−1,−1, . . . , 1, 1,−1,−1), которая получается в резуль-
тате m̂(k)-кратного повторения последовательности символов 1, 1,−1,−1, где
m̂(1) = 1 и m̂(k) = 44k−2

при всех k � 2. Для каждого m, 2 � m � 4m̂(k),
обозначим через Sm совокупность всех строк длины m, состоящих из ±1 и ±2,
которые можно сформировать из указанной строчки при помощи конечного на-
бора следующих операций: вычёркиваний соседней пары (1,−1) или (−1, 1),
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замен либо соседней пары (1, 1) на 2, либо соседней пары (−1,−1) на −2. Тогда
мы также получаем, что

agk
(
b(u1), . . . , b(u2k)

)
a = abe(u2 − u1)be(u1 − u2)b−1e(u2 − u1) · · · b−1a =

=
4m̂(k)∑
m=2

∑
(s1,...,sm)∈Sm

fkm(s1, . . . , sm)abs1abs2a · · · bsm−1absma,

где через fkm(s1, . . . , sm) обозначены соответствующие (возможно, нулевые)
суммы произведений m− 1 разностей ui − uj , 1 � i �= j � 2k, из числа встреча-
ющихся в приведённой ранее записи gk

(
b(u1), . . . , b(u2k)

)
. Поскольку разности

{ui−uj} можно заменить конечными суммами элементов ±(u1−uk), k > 1, каж-
дое ненулевое выражение fkm(s1, . . . , sm) является многочленом степени m− 1
от {u1 − uk}.

Для любых элементов v1, v2, v3 ∈ Z(R) и индексов 1 � i �= j �= k � 3
определим

b1(i, j) = [b(vi), b(vj)] = e(vi)be(vj − vi)be(vi − vj)b−1e(vj − vi)b−1e(−vj),
b2(i, i) = [b1(i, j), b1(i, k)],

b2(j, j) = [b1(j, i), b1(j, k)], b2(k, k) = [b1(k, j), b1(k, i)],
b2m+1(i, j) = [b2m(i, i), b2m(j, j)], b2m+2(i, i) = [b2m+1(i, j), b2m+1(i, k)],

b2m+2(j, j) = [b2m+1(j, i), b2m+1(j, k)], b2m+2(k, k) = [b2m+1(k, j), b2m+1(k, i)]

при всех m � 1. Несложно показать, что каждый элемент bn(s, t) представи́м
в виде

bn(s, t) = gn
(
b(vj1), . . . , b(vj2n )

)
= e(vs)be(w1)be(w2)b−1e(w3)b−1e(w4) × . . .×

× be(wl)be(wl+1)b−1e(wl+2)b−1e(wl+3) × . . .×
× be(w4m̂(n)−3)be(w4m̂(n)−2)b

−1e(w4m̂(n)−1)b
−1e(−vt)

для подходящих 1 � jp � 3 и wq ∈ {vi − vj | 1 � i �= j � 3}.
Если положить x = v1 − v2, y = v1 − v3, z = y − x = v2 − v3, то, поль-

зуясь найденным ранее описанием agk
(
b(u1), . . . , b(u2k)

)
a, мы можем подобрать

m1,m2,m3 � 0, m1 +m2 +m3 = 4m̂(n) − 1, и записать

abn(s, t)a = hxm1ym2zm3a(babab−1ab−1a)m̂(n) +

+
4m̂(n)−1∑
m=2

∑
(s1,...,sm)∈Sm

( ∑
0�pi�mi, i=1,2,3
p1+p2+p3=m−1

g(n,m,s1,...,sm)(p1, p2, p3)xp1yp2zp3
)

×

× abs1a · · · absma,

где h ∈ {±1} и g(n,m,s1,...,sm)(p1, p2, p3) ∈ Z. Сказанное справедливо для любого
элемента b ∈ B и, в частности, для коммутатора

b′ = bb−1(1) = b
(
b(1)

)−1 = [b, e(1)].
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Поэтому, используя равенства

a[b, e(1)]εa = abe(ε1)b−1a = εabab−1a,

a[b, e(1)]2εa = abe(ε1)b−1e(−ε1)be(ε1)b−1a =

= abe(ε2)b−1a− εabe(ε1)b−1abe(ε1)b−1a = ε(2abab−1a− abab−1abab−1a),

где ε ∈ {±1}, мы можем представить элемент ab′n(s, t)a в виде

ab′n(s, t)a = hxm1ym2zm3a(bab−1a)4
m̂(n)

+

+
4m̂(n)−1∑
m=2

∑
(s1,...,sm)∈Sm

( ∑
0�pi�mi, i=1,2,3
p1+p2+p3=m−1

g(n,m,s1,...,sm)(p1, p2, p3)xp1yp2zp3
)

×

×
( |s1|+...+|sm|∑

l=m

h(s1,...,sm)(l)a(bab−1a)l
)

для некоторых целых {h(s1,...,sm)(l)}. Если взять w ∈ Z(R) и подставить в по-
следнее равенство x = w, y = w2 и z = w2 − w (иначе говоря, положить v1 = 0,
v2 = −w и v3 = −w2), то оно примет вид

ab′n(s, t)a =
4m̂(n)∑
j=2

fnj(w)a(bab−1a)j ,

где {fnj}—многочлены с целыми коэффициентами, среди которых многочлен
fn4m̂(n) имеет степеньm1+2(m2+m3) и старший коэффициент, равный 1 или −1,
а остальные являются многочленами меньших степеней.

Так как группа B слабо разрешима, для любых v1, v2, v3 ∈ Z(R) и b ∈ B
существует номер k(v1, v2, v3, b) � 1, при котором bn(s, t) = 1 для всех n �
� k(v1, v2, v3, b) и 1 � s, t � 3. Поэтому для произвольных b ∈ B, w ∈ Z(R) и
n � k(0,−w,−w2, b′)

ab′n(s, t)a =
4m̂(n)∑
j=2

fnj(w)a(bab−1a)j = 0.

Центр Z(R) первичной алгебры с единицей R является областью целост-
ности, ненулевые элементы которой составляют мультипликативно замкну-
тую систему S. Относительно системы S можно определить кольцо частных
RS−1 = S−1R. Кольцо RS−1 является первичной алгеброй как над кольцом F ,
так и над полем частных Q = Z(R)S−1 = Z(RS−1) области Z(R). По усло-
вию область Z(R) содержит по крайней мере один элемент w, не являющийся
целым над F . Значит, элемент fn4m̂(n)(w) отличен от нуля при всех n � 1,
и для любых b ∈ B, n � k(0,−w,−w2, b′) установленное нами соотношение∑
j

fnj(w)a(bab−1a)j = 0 определяет нетривиальную Q-линейную зависимость
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в алгебре RS−1 между её элементами a(bab−1a)l, l � 1. Следовательно, найдёт-
ся целое m � 1, при котором выполняется равенство∑

l�1

Qa(bab−1a)l =
m∑
i=1

Qa(bab−1a)i.

Более того, отсюда сразу вытекает, что для j, j′ = 0, 1∑
l�1

Q(bab−1)ja(bab−1a)l(bab−1)j
′
=

m∑
i=1

Q(bab−1)ja(bab−1a)i(bab−1)j
′
.

Обозначим через D(b) подалгебру алгебры RS−1, порождённую над полем Q
единицей 1 и элементами a, bab−1. Поскольку a2 = (bab−1)2 = 0, элемен-
ты подалгебры D(b) исчерпываются конечными Q-линейными комбинациями
элементов 1, a, bab−1 и элементов вида a(bab−1a)l, (abab−1)l, (bab−1a)l и
(bab−1a)lbab−1 = bab−1(abab−1)l, где l � 1. Поэтому из полученных ранее
равенств следует, что алгебра D(a) конечномерна над полем Q.

Группа U
(
D(b)

)
обратимых элементов алгебры D(b) содержит все коммута-

торы [b, 1 + qa] = (1 + qbab−1)(1 − qa), q ∈ Q. При этом элементы [b, 1 + ua],
где u ∈ Z(R), входят также в слабо разрешимую подгруппу B ∩ U

(
D(b)

)
груп-

пы U
(
D(b)

)
, нормализуемую её подгруппой 1 + Z(R)a. В силу теоремы 1.35 и

следствия 2.7 подгруппа B ∩ U
(
D(b)

)
, как и любая слабо разрешимая подгруп-

па группы обратимых элементов конечномерной алгебры над полем, является
разрешимой.

Таким образом, в группе B для всякого b ∈ B подгруппа Bb, порождённая
всеми элементами вида (1 + va)[b, 1 + ua](1 − va), где u, v ∈ Z(R), является
разрешимой.

Если каждая из подгрупп Bb, b ∈ B, содержится в центре Z(R) алгебры R,
то из сделанных в начале доказательства замечаний сразу следует, что все
эти подгруппы являются единичными и, значит, все элементы группы B пе-
рестановочны с элементом a. В частности, последнее справедливо для всякого
нецентрального элемента, входящего в группу B.

В противном случае существует подгруппа Bb, которая не лежит в центре
Z(R). Группа Bb разрешима и нормализуется подгруппой 1 + Z(R)a. Поэтому
найдётся k � 0, для которого B(k)

b �⊂ Z(R) и B(k+1)
b ⊂ Z(R). Тогда коммутант

B
(k)
b группы Bb подпадает под условия предложения 3.10 и для любого элемента

d ∈ B
(k)
b \ Z(R) в цепочке {di}i�0, где d0 = d и di+1 = [di, 1 + a] при всех i � 0,

имеется элемент dj , такой что dj /∈ Z(R) и dja = adj .

Замечание 3.15. Алгебра R над кольцом F с единицей 1 и полной ортого-
нальной системой плотных идемпотентов G = {ei}mi=1, m � 2, и её подкольцо,
порождённое элементами связанной с G элементарной подгруппы E(G,R), сов-
падают.

Доказательство. Достаточно заметить, что в данном подкольце лежат мно-
жества eiRej и eiRei = eiRejRei для всех 1 � i �= j � m, а потому и их
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сумма

R =
m∑
k=1

m∑
l=1

ekRel =
( m∑
k=1

ek

)
R

( m∑
l=1

el

)
.

Теорема 3.16. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1, 1/2 и пол-
ной ортогональной системой плотных идемпотентов G = {e1, e2, e3}, такая что
центр каждой её первичной фактор-алгебры, не содержащей нетривиальных ло-
кально нильпотентных идеалов, не является целой алгеброй над кольцом F .
Тогда в каждой подгруппе A группы обратимых элементов U(R) алгебры R,
нормализуемой её элементарной подгруппой E(G,R), выполняется равенство

T(A) = C
(
A, 1 + L(R)

)
= A ∩ C(U(R), 1 + L(R)

)
.

Доказательство. В нормализуемой элементарной подгруппой E(G,R) груп-
пе A слабо разрешимый радикал T(A), как и каждая её характеристическая
подгруппа, инвариантен относительно сопряжений с элементами E(G,R). По-
этому с учётом замечания 1.37 искомое равенство достаточно установить лишь
в произвольной нормализуемой подгруппой E(G,R) слабо разрешимой подгруп-
пе B группы U(R).

Возьмём любой первичный идеал P алгебры R, фактор-алгебра R/P по ко-
торому не содержит ненулевых локально нильпотентных идеалов, и рассмотрим
образ BP подгруппы B в фактор-алгебре R/P (или, точнее, в группе обрати-
мых элементов U(R/P ) алгебры R/P ). Группа BP является слабо разрешимой
и, кроме того, нормализуется образом E(GP , R/P ) = E(G,R)P элементарной
подгруппы E(G,R) в группе U(R/P ), где через GP обозначен образ системы
идемпотентов G в алгебре R/P (для удобства образы самих идемпотентов e1,
e2 и e3, а также их сумму 1 = e1 +e2 +e3 в алгебре R/P будем обозначать теми
же символами).

Предположим, что группа BP не входит в центр Z(R/P ) алгебры R/P .
Тогда в силу леммы 3.14 для любых r ∈ R/P , b ∈ BP \ Z(R/P ) и 1 � i �= j � 3
подгруппа Dij(b, r) группы BP , порождённая всеми элементами

b(1+eiurej) = (1 + ueirej)b(1 − ueirej), u ∈ Z(R/P ),

содержит по крайней мере один элемент d /∈ Z(R/P ), такой что eirejd = deirej .
По тем же причинам для всякого элемента r1 ∈ R/P , r1 �= r, в подгруппе
Dij(d, r1) можно подобрать элемент d1 /∈ Z(R/P ), для которого eir1ejd1 =
= d1eir1ej . При этом элемент d1, как и все элементы подгруппы Dij(d, r1),
перестановочен с элементом eirej . Указанный процесс может быть продолжен
и далее: для нового элемента r2 ∈ R/P , r2 �= r, r1, можно определить элемент
d2 ∈ Dij(d1, r2) \ Z(R/P ), который будет уже перестановочен с eirej , eir1ej и
eir2ej , и т. д. Следовательно, для каждого конечного набора элементов I алге-
бры R/P и любых индексов 1 � i �= j � 3 в группе BP содержится элемент
bij(I) /∈ Z(R/P ), удовлетворяющий условию

eitejbij(I) = bij(I)eitej , t ∈ I.
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Покажем теперь, что группа BP содержит неединичный элемент 1+eszet для
некоторых 0 �= z ∈ R/P и 1 � s �= t � 3. Поскольку по условию идемпотенты
e1, e2, e3 плотны в алгебре R/P , для каждого i = 1, 2, 3 мы можем подобрать
целое n(i) � 1 и записать

1 =
n(i)∑
l=1

rileir
′
il

для подходящих ril, r′il ∈ R/P . Значит, если сформировать набор

Iij = {r′il, rjm | l = 1, . . . , n(i), m = 1, . . . , n(j)},
то по определению элемента g = bij(Iij) ∈ BP \ Z(R/P )

reir
′
ilejg

±1(1 − ej) = (1 − ei)g±1eirjmejr = 0

при всех l = 1, . . . , n(i), m = 1, . . . , n(j) и r ∈ R/P , а потому

ejg
±1(1 − ej) = (1 − ei)g±1ei = 0.

С учётом этих равенств для любых r, r′ ∈ R/P и 1 � k � 3, k �= i, j, получаем

g(r) = [g, 1 + eirej ] = 1 + eigeirejg
−1ej − eirej ,

h(r) = [g, 1 + eirek] = 1 + eigeirekg
−1(1 − ei) − eirek = 1 + eix(r)(1 − ei),

h1(r, r′) = [h(r), 1 + ekr
′ej ] = 1 + eix(r)ekr′ej ,

h2(r, r′) = [h(r), 1 + ejr
′ek] = 1 + eix(r)ejr′ek,

f(r) = [g, 1 + ekrej ] = 1 + (1 − ej)gekrejg−1ej − ekrej = 1 + (1 − ej)y(r)ej ,
f1(r, r′) = [f(r), 1 + eir

′ek] = 1 − eir
′eky(r)ej ,

f2(r, r′) = [f(r), 1 + ekr
′ei] = 1 − ekr

′eiy(r)ej .

Поэтому, используя полноту системы GP и плотность составляющих её идемпо-
тентов, мы приходим к двум возможностям: либо можно подобрать элементы
r, r′ ∈ R, для которых по крайней мере один из элементов g(r), hp(r, r′),
fq(r, r′) ∈ BP , p, q = 1, 2, отличен от единицы, либо g(r) = h(r) = f(r) = 1
при каждом r ∈ R. В первом случае мы сразу получаем, что в группе BP
имеется неединичный элемент требуемого вида. Значит, интерес представляет
лишь вторая ситуация, когда g(r) = h(r) = f(r) = 1 для всех r ∈ R или, что
равносильно,

geirej = eirejg, geirek = eirekg, gekrej = ekrejg.

Тогда в дополнение к имеющимся равенствам для элемента g мы получаем
соотношение ekg±1(1 − ek) = (1 − ek)g±1ek = 0, значит,

g±1 = e1g
±1e1 + e2g

±1e2 + e3g
±1e3 + eig

±1ej .

Из условия gg−1 = g−1g = 1 вытекает также, что

esgesg
−1es = esg

−1esges = es, s = 1, 2, 3,

eigeig
−1ej + eigejg

−1ej = eig
−1eigej + eig

−1ejgej = 0.
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Поэтому для произвольных r, r′ ∈ R/P мы можем записать

v(r) = [g, 1 + ejrek] = 1 + (ejgej + eigej)ejrekg−1ek − ejrek,

w(r, r′) = [v(r), 1 + ejr
′ei] = 1 − ejr

′eigejrekg−1ek.

Если w(r, r′) �= 1 для некоторых r, r′ ∈ R/P , то этот элемент группы BP отвеча-
ет всем необходимым требованиям. В противном случае равенство w(r, r′) = 1
выполнено при любых r, r′ ∈ R/P , и следовательно, с учётом сказанного ранее
eig

±1ej = 0,

glm(r) = [g, 1 + elrem] = 1 + elgelremg
−1em − elrem

для всех r ∈ R/P , 1 � l �= m � 3. При этом, так как g /∈ Z(R/P ), можно
подобрать l, m и r, для которых glm(r) �= 1 (см. замечание 3.15). Таким образом,
искомый неединичный элемент 1 + eszet в группе BP всегда существует.

По замечанию 3.5 это означает также, что в группу BP входит подгруп-
па E(GP , J,R/P ), отвечающая ненулевому идеалу J = R/PeszetR/P , который
в алгебре R/P порождает элемент eszet.

Поскольку группа BP слабо разрешима, для каждой конечной системы эле-
ментов Z идеала J найдётся номер n = n(Z) � 1, при котором

1 = gn(1 + ei1z1ej1 , . . . , 1 + ei2n z2nej2n )

для всех zp ∈ Z, 1 � ip �= jp � 3, p = 1, . . . , 2n. В частности, полагая jp = ip+1

для p = 1, . . . , 2n и подбирая индексы {ip} так, чтобы каждая тройка индексов
{iq, iq+1, iq+2} составляла весь набор {1, 2, 3}, q = 1, . . . , 2n − 1 (достаточно
выбрать такие i1, i2, i3 и положить i3k+j = ij для всех j = 1, 2, 3 и k � 1), мы
с помощью коммутационных соотношений для порождающих подгруппы E(G,R)
сразу получаем, что при любых zp ∈ Z, p = 1, . . . , 2n,

1 = gn(1 + ei1z1ei2 , . . . , 1 + ei2n z2nei2n+1) = 1 + ei1z1ei2z2ei3 · · · ei2n z2nei2n+1 ,

0 = ei1z1ei2z2ei3 · · · ei2n z2nei2n+1 .

Следовательно, если сформировать новый конечный набор Z ′ элементов иде-
ала J из элементов r′ilzrjm с z ∈ Z, i, j = 1, 2, 3, l = 1, . . . , n(i) и m = 1, . . . , n(j),
где, как и ранее,

n(i)∑
l=1

rileir
′
il = 1,

то для подходящего n′ = n(Z ′) � 1 при любых z1, . . . , z2n′ ∈ Z имеем

0 = z1z2 · · · z2n′ =
∑

l1,l2,...,l2n′+1
lq=1,...,n(iq)

q=1,...,2n′
+1

ri1l1ei1r
′
i1l1z1ri2l2ei2r

′
i2l2z2ri3l3ei3 × . . .×

× ei
2n′ r

′
i
2n′ l2n′ z2n′ ri

2n′+1
l
2n′+1

ei
2n′+1

r′i
2n′+1

l
2n′+1

.



62 A. Ю. Голубков

Так как сказанное справедливо для каждого конечного набора элементов Z иде-
ала J , последний является локально нильпотентным. Поэтому согласно выбору
алгебры R/P идеал J равен нулю. Противоречие.

Значит, для любого первичного идеала P алгебры R, фактор-алгебра по ко-
торому не содержит ненулевых локально нильпотентных идеалов, образ BP под-
группы B в алгебре R/P входит в её центр Z(R/P ), т. е.

BP = C(BP ) = BP ∩ C(U(R/P )
)
,

B = C(B,U(R) ∩ 1+P ) = {g ∈ B | [g,B] ⊆ 1+P} = B ∩ C(U(R),U(R) ∩ 1+P ).

Поскольку локально нильпотентный радикал L(R) алгебры R совпадает с пе-
ресечением всех её первичных идеалов с таким свойством, мы получаем также
равенства

B =
⋂

P∈Spec(R)
L(R/P )={0}

C(B,U(R) ∩ 1 + P ) = C

(
B,

⋂
P∈Spec(R)

L(R/P )={0}

(U(R) ∩ 1 + P )

)
=

= C
(
B, 1 + L(R)

)
=

⋂
P∈Spec(R)

L(R/P )={0}

(
B ∩ C(U(R),U(R) ∩ 1 + P )

)
=

= B ∩ C(U(R), 1 + L(R)
)
.

Воспользовавшись очевидными включениями

A ∩ 1 + L(R) ⊆ A ∩ PH
(
U(R)

) ⊆ PH(A) ⊆ T(A),

мы сразу получаем отсюда следствие 3.17.

Следствие 3.17. В условиях теоремы 3.16 слабо разрешимый радикал T(A)
группы A равен центру C

(
A,PH(A)

)
= {g ∈ A | [g,A] ⊆ PH(A)} по локально

нильпотентному радикалу PH(A) этой группы.

Применяя замечание 1.37 и предложение 1.8, мы получаем также след-
ствие 3.18.

Следствие 3.18. Если в условиях теоремы 3.16 локально нильпотентный ра-
дикал L(R) алгебры R совпадает с её радикалом RN∗(R) (в частности, последнее
верно для счётно порождённой алгебры R), то слабо разрешимый радикал T(A)
группы A совпадает к тому же с радикалом RN∗(A), т. е. RN∗(A) = T(A) =
= C

(
A, 1 + L(R)

)
.

Следствие 3.19. Пусть поле F—неалгебраическое расширение поля харак-
теристики, отличной от двух, и R—алгебра над полем F с единицей 1 и полной
ортогональной системой G = {e1, e2, e3} плотных идемпотентов. Тогда в любой
подгруппе A группы обратимых элементов U(R) алгебры R, нормализуемой её
элементарной подгруппой E(G,R), выполнено равенство T(A) = C

(
A, 1+L(R)

)
.

Замечание 3.20. Пусть R—первичное кольцо с единицей, центр Z(R) ко-
торого содержит не менее n элементов для некоторого n � 1. Тогда для любого
0 �= b ∈ R найдётся такой элемент r ∈ R, что b(rb)n �= 0 (см. [53, замечание 2.9]).
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Теорема 3.21. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1, 1/2 и пол-
ной ортогональной системой плотных идемпотентов G = {e1, e2, e3}, такая что
центр каждой её первичной фактор-алгебры является бесконечным. Тогда во
всякой подгруппе A группы обратимых элементов U(R) алгебры R, нормализу-
емой связанной с системой G элементарной подгруппой E(G,R), выполняется
равенство

RN(A) = rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
=

= A ∩ RN
(
U(R)

)
= A ∩ C(U(R), 1 + Rad(R)

)
.

Доказательство. Радикал RN(A) группы A, как и слабо разрешимый ради-
кал T(A), является её характеристической подгруппой и потому нормализуется
элементарной подгруппой E(G,R). Следовательно, требуемое равенство доста-
точно доказать только для каждой RN-радикальной подгруппы B группы U(R),
нормализуемой E(G,R) (см. также замечание 1.37 и предложение 3.6). Как и
в доказательстве теоремы 3.16, рассмотрим образ BP такой подгруппы B в фак-
тор-алгебре R/P алгебры R по произвольному её первичному идеалу P . В пер-
вичной алгебре R/P группа BP является RN-радикальной подгруппой груп-
пы её обратимых элементов U(R/P ), нормализуемой элементарной подгруппой
E(GP , R/P ) = E(G,R)P , связанной с образом GP системы идемпотентов G
в алгебре R/P . При этом, как и прежде, элементы системы идемпотентов GP
и единицу алгебры R/P мы для удобства будем обозначать теми же символами
e1, e2, e3 и 1 = e1 + e2 + e3.

В группе BP ниль-радикал σ̄(BP ), который, напомним, совпадает с мно-
жеством её достижимых элементов, является характеристической подгруппой
и, значит, также нормализуется группой E(GP , R/P ). Предположим, что он не
содержится в центре Z(R/P ) алгебры R/P . Тогда при помощи следствия 3.11
и рассуждений из доказательства теоремы 3.16 можно показать, что в группе
σ̄(BP ) имеется неединичный элемент 1 + eixej для некоторых 1 � i �= j � 3
и x ∈ R/P . Поскольку этот элемент достижим в группе BP , можно подобрать
целое n � 1, при котором для всякого g ∈ E(GP , R/P ) выполняется соотношение

[g, 1 + eixej ]n = [. . . [g, 1 + eixej ] . . . 1 + eixej ]︸ ︷︷ ︸
n

= 1.

Положим
gm(y)ε = ([1 + ejyei, 1 + eixej ]m)ε

для всех m � 1, ε ∈ {±1}, y ∈ R/P . Тогда, воспользовавшись индукцией по
m � 1, несложно показать, что

ejg1(y)εei = −εejyeixejyei,
ejgm+1(y)εei = εejgm(y)eixejgm(y)−1ei =

= −ε(ejyeixejyeixej)2m−1ejyeixejyei, m � 1.

Поскольку ejgn(y)εei = 0, мы получаем отсюда, что

eixej(yeixej)2
n

= 0, y ∈ R/P.
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Согласно замечанию 3.20 это возможно только в случае, когда eixej = 0. Про-
тиворечие.

Значит, ниль-радикал σ̄(BP ) группы BP входит в центр Z(R/P ) алгебры
R/P и σ̄(BP ) = C(BP ) = BP ∩ Z(R/P ). Во всякой группе прообразы до-
стижимых нильпотентных подгрупп её фактор-группы по центру являются
достижимыми нильпотентными подгруппами, каждая из которых содержится
в ниль-радикале этой группы. Поэтому в фактор-группе BP /C(BP ) группы BP
по её центру C(BP ) = σ̄(BP ) нет нетривиальных достижимых нильпотентных
подгрупп, и следовательно, с учётом следствия 1.19 получаем, что

BP = ˆ̄σ(BP ) = σ̄(BP ) = C(BP ) = BP ∩ C(U(R/P )
)
,

B = C(B,B ∩ 1 + P ) = B ∩ C(U(R),U(R) ∩ 1 + P ).

Поскольку последнее равенство выполнено для каждого первичного идеала P
алгебры R, мы получаем в итоге, что

B =
⋂

P∈Spec(R)

C(B,B ∩ 1 + P ) = C

(
B,

⋂
P∈Spec(R)

(B ∩ 1 + P )
)

=

= C
(
B,B ∩ 1 + Rad(R)

)
= B ∩ C(U(R), 1 + Rad(R)

)
.

Теорема 3.22. Пусть R— такая алгебра над кольцом F с единицей 1, 1/2 и
системой элементов {eij | i, j = 1, 2}, где eijekl = δjkeil при всех i, j, k, l = 1, 2
и e11 + e22 = 1, что центр каждой её первичной фактор-алгебры являет-
ся бесконечным, E(G,R)— связанная с ортогональной системой идемпотентов
G = {e11, e22} элементарная подгруппа в группе обратимых элементов U(R) ал-
гебры R. Тогда во всякой подгруппе A группы U(R), нормализуемой подгруппой
E(G,R), выполняется равенство

RN(A) = rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
=

= A ∩ RN
(
U(R)

)
= A ∩ C(U(R), 1 + Rad(R)

)
.

Доказательство. Как и в доказательстве предыдущей теоремы, необходимо
только показать, что для всякого первичного идеала P алгебры R образ BP каж-
дой RN-радикальной нормализуемой подгруппой E(G,R) подгруппы B группы
U(R) в фактор-алгебре R/P содержится в её центре Z(R/P ).

Действительно, пусть выполняется противное и группа BP не входит в центр
Z(R/P ) первичной алгебры R/P . Тогда ниль-радикал σ̄(BP ) группы BP также
не лежит в Z(R/P ). При этом, как и группа BP , он нормализуется элемен-
тами образа E(GP , R/P ) = E(G,R)P подгруппы E(G,R) в группе обратимых
элементов U(R/P ) алгебры R/P , где через GP обозначен образ в R/P пол-
ной ортогональной системы плотных идемпотентов G (элементы GP вместе
с образами в R/P единицы 1 алгебры R и элементов {eij} мы будем обо-
значать прежними символами 1 и {eij}). Согласно следствию 3.11 в группе
σ̄(BP ) имеется элемент g /∈ Z(R/P ), для которого [g, 1 + e12] = 1 или, что рав-
носильно, ge12 = e12g. Поэтому либо можно выбрать элемент r ∈ R/P , такой
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что 1 �= [g, 1+e11re22] = 1+e11xe22, либо ge11re22 = e11re22g при всех r ∈ R/P .
В первом случае, повторив рассуждения из доказательства теоремы 3.21, мы мо-
жем получить равенство e11xe22 = 0, которое противоречит выбору элемента x.
Следовательно, возможен лишь второй случай: ge11re22 = e11re22g, r ∈ R/P .
Если теперь положить gpq = eppgeqq, p, q = 1, 2, то g21 = 0 и

g = g11 + g22 + g12 = h+ g12, g−1 = h−1 − h−1g12h
−1,

где e12g22e21 = g11, e21g11e12 = g22 и, кроме того, g11re22 = e11rg22 при любом
r ∈ R. Отсюда также следует, что

g22re11 = e21g11e12re12e21 = e21e12re12g22e21 = e22rg11, r ∈ R.

Значит, элемент h = g11 + g22 ∈ U(R/P ) перестановочен со всеми элементами
e11re22, e22re11, r ∈ R/P , и в силу замечания 3.15 входит в центр Z(R/P )
алгебры R/P . Так как g = hg′ является достижимым элементом группы BP ,
существует n � 1, при котором для каждого b ∈ E(GP , R/P )

[b, g]n = [b, g′]n = 1.

Как и в теореме 3.21, из данного соотношения вытекает, что g′ = 1+h−1g12 = 1
и g = h ∈ C

(
U(R/P )

)
= U(R/P ) ∩ Z(R/P ). Противоречие.

Полученное противоречие означает, что ниль-радикал σ̄(BP ) группы BP со-
держится в центре Z(R/P ) алгебры R/P и, следовательно,

BP = ˆ̄σ(BP ) = σ̄(BP ) = C(BP ) = BP ∩ Z(R/P ).

Утверждения теорем 3.21 и 3.22 можно также рассматривать в качестве ва-
риантов предложения 4.10 из следующего раздела, посвящённого группам Ше-
валле.

4. Радикалы групп Шевалле

Пусть G—конечномерная полупростая алгебра Ли над полем комплексных
чисел C с системой корней Σ ранга l � 1 и базисом Шевалле

{Xα,Hi | α ∈ Σ, i = 1, . . . , l},
π— точное представление данной алгебры на конечномерном комплексном век-
торном пространстве V . Тогда по теореме Шевалле—Ри (см., например, [36,
с. 20, следствие 1 из теоремы 2; 47, предложение 2.4]) в абелевой группе V
имеется конечно порождённая свободная абелева подгруппа M = VZ, такая что

1) подгруппа M инвариантна относительно действия всех операторов вида

π(Xn
α/n!) = π(Xα)n/n!, α ∈ Σ, n � 0,

представляющих соответствующие элементы универсальной обёртываю-
щей алгебры U(G) алгебры G;
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2) база группы M является C-базисом пространства V (другими словами,
группа M является целочисленной решёткой в пространстве V , которую
обычно называют присоединённой решёткой к этому пространству).

В частности, для присоединённого представления π = ad подобной решёткой
является Z-решётка, которую в V = G порождает базис Шевалле алгебры G.

Возьмём теперь произвольное ассоциативное кольцо с единицей R и опреде-
лим для любых r ∈ R и α ∈ Σ автоморфизм абелевой группы M(R) = R⊗Z M

xα(r) = exp
(
rπ(Xα)

)
=

∞∑
n=0

rnπ(Xn
α/n!),

действующий на каждый t⊗ v ∈M(R), t ∈ R, v ∈M , по правилу

xα(r)(t⊗ v) =
∞∑
n=0

trn ⊗ vπ(Xn
α/n!),

где для удобства действие оператора π(Xn
α/n!), α ∈ Σ, n � 0, записывается спра-

ва: π(Xn
α/n!)(u) = uπ(Xn

α/n!), u ∈ V . В действительности операторы {π(Xα)}
являются нильпотентными, и потому все рассматриваемые здесь суммы конеч-
ны.
Определение 4.1. Подгруппу Eπ(Σ, R) группы автоморфизмов Aut

(
M(R)

)
абелевой группы M(R), порождённую всеми автоморфизмами xα(r), r ∈ R,
α ∈ Σ, мы будем называть элементарной группой Шевалле (см. [36,49]).

Напомним ряд хорошо известных сведений из теории представлений конеч-
номерных алгебр Ли, подробные доказательства которых можно найти, к при-
меру, в [15,36].

Обозначим через Σ+ подсистему положительных корней системы корней Σ,
через µ+ и µ−— старшие веса представления π, отвечающие подсистемам Σ+

и −Σ+. Тогда каждый вес ν представления π может быть записан в виде

λ = µ+ −
∑
i

βi = µ− +
∑
j

γj

для подходящих βi, γj ∈ Σ+. Пространство представления V и входящая в него
присоединённая решётка векторовM разлагаются в прямые суммы весовых под-
пространств {Vν} и весовых компонент {Mν}, Mν = Vν ∩M , соответственно.
Размерность подпространства Vν называется кратностью веса ν в представле-
нии π и обозначается mult(ν). При этом кратности старших весов µ+ и µ− рав-
ны 1. Поскольку любая база решётки M является C-базисом пространства V ,
кратность mult(ν) веса ν совпадает к тому же с рангом конечно порождённой
свободной абелевой группы Mν .

Если {vkν}mult(ν)
k=1 —произвольная база группы Mν , то базу {vkν | ν, k} решёт-

ки M называют присоединённой базой пространства V .
Абелева группа M(R) является также свободным левым R-модулем с умно-

жением
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r

(∑
i

ti ⊗ vi

)
=
∑
i

(rti) ⊗ vi,
∑
i

ti ⊗ vi ∈M(R), r ∈ R,

в качестве базы которого можно использовать элементы {1⊗v}, где v пробегает
произвольную базу решётки M .

Автоморфизмы группы M(R), которые составляют элементарную группу
Шевалле Eπ(Σ, R), являются к тому же автоморфизмами R-модуля M(R). По-
этому, зафиксировав базу решёткиM , мы можем отождествить группу Eπ(Σ, R)
с подгруппой группы GLn(R), n = dim CV . Без ограничения общности будем
считать, что выбранная базаM является присоединённой базой пространства V .
Тогда каждую матрицу g ∈ Mn(R), в том числе элементы групп Eπ(Σ, R) и
GLn(R), можно записать в виде

g = (gkk
′

λλ′) =
∑

λ,λ′,k,k′
gkk

′
λλ′Ekk

′
λλ′ ,

где gkk
′

λλ′ ∈ R и Ekk
′

λλ′ —элементарная матрица из Mn(R), отвечающая эндомор-
физму группы R⊗Z M , действие которого определяет правило

Ekk
′

λλ′ :
∑
τ,i

riτ ⊗ viτ �→ rkλ ⊗ vk
′
λ′ , {riτ} ⊂ R.

Естественно, что выбор базы решётки M для матричной реализации группы
Eπ(Σ, R) не является существенным, так как переход от одной базы к другой
сводится к сопряжению с обратимой целочисленной матрицей.

Для каждого корня α ∈ Σ и любого вектора v ∈ Vν вектор vπ(Xα) либо равен
нулю, либо является ненулевым вектором веса λ+ α (см. [36, с. 18, лемма 11]).

Множество весов представления π вида ν + iα, i ∈ Z, образует конечную
последовательность {ν + jα | −r � j � q}, где r, q � 0 и r − q = 〈ν, α〉—
соответствующее число Картана (см. [15, с. 126, теорема 1]). Поэтому для любых
u ∈ Mν , t, r ∈ R автоморфизм xα(r) или оставляет элемент t ⊗ u неизменным,
или переводит его в конечную сумму

xα(r)(t⊗ u) =
k∑
i=0

(tri ⊗ ui),

в которой 1 � k � q, 0 �= ui ∈ Mν+iα и u0 = u.
Для всех α ∈ Σ и y ∈ U(R) положим

wα(y) = xα(y)x−α(−y−1)xα(y), wα = wα(1), hα(y) = wα(y)w−1
α .

Согласно [36, лемма 19] автоморфизмы wα(y) и hα(y) группыM(R) обладают
следующими свойствами:

1) для всякого v ∈ Mν существует такой v′ ∈ Mν′ , ν′ = ωα(ν) = ν − 〈ν, α〉α,
что (1 ⊗ v)wα(y) = y〈ν,α〉 ⊗ v′ при любом y ∈ U(R);

2) (1 ⊗ v)hα(y) = y〈ν,α〉 ⊗ v для каждого v ∈ Mν .
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В [36, леммы 15, 19 и 20] были установлены следующие соотношения для
порождающих {xα(r)} группы Eπ(Σ, R) для произвольных r, r′ ∈ R, rr′ = r′r, и
α, β ∈ Σ:

1) xα(r)xα(r′) = xα(r + r′);
2) если 0 �= α+ β /∈ Σ, то

[xα(r), xβ(r′)] = IdM(R) = E,

где IdM(R) — тождественный автоморфизм модуля M(R), который, зафик-
сировав базу группы M , можно отождествить с единичной матрицей E =
= En ∈ Mn(R), n = dim CV ;

3) если α+ β ∈ Σ, то

[xα(r), xβ(r′)] =
∏
i,j

xiα+jβ(cijrir′
j),

где умножение в правой части берётся по всем корням iα+jβ ∈ Σ с i, j > 0,
расположенным в некотором фиксированном порядке, {cij}—целые числа,
зависящие только от α, β и выбранного порядка корней, при этом

[Xα,Xβ ] = c11Xα+β

(данное соотношение принято называть коммутаторной формулой Ше-
валле).

Для любых y ∈ U
(
Z(R)

)
, r ∈ R и α, β ∈ Σ

wα(y)xβ(r)w−1
α (y) = xωα(β)

(
c(α, β)y−〈β,α〉r

)
, hα(y)−1xβ(r)hα(y) = xβ

(
y〈β,α〉r

)
,

где ωα(β) = β−〈β, α〉α, а коэффициент c(α, β) = c(α,−β) ∈ {±1} не зависит от
y, R и выбора конкретного представления π.

Наилучшим образом структура группы (элементарной группы) Шевалле изу-
чена для коммутативного кольца коэффициентов и особенно для случая поля.
Здесь мы ограничимся лишь сведениями, необходимыми для целей нашего из-
ложения, отсылая заинтересованного в подробностях читателя к цитируемым
в тексте источникам и приведённой в конце статьи библиографии.

Элементарная группа Шевалле Gπ(Σ) = Eπ(Σ,C) над полем комплексных
чисел C, реализованная при помощи присоединённой базы пространства пред-
ставления V как подгруппа в группе GLn(C), является линейной алгебраической
группой, определённой над полем рациональных чисел Q (см. [36,47,49]).

Фактор-алгебру Q[Gπ(Σ)] = Q[x11, . . . , xnn]/I алгебры коммутативных мно-
гочленов Q[x11, . . . , xnn] над полем Q от n2 переменных xij , i, j = 1, . . . , n, по
идеалу I, состоящему из всех её многочленов, которые обращаются в нуль на
каждом элементе группы Gπ(Σ) (такую фактор-алгебру называют также груп-
повой алгеброй алгебраической группы Gπ(Σ)), можно, помимо имеющейся на
ней обычной ассоциативной структуры, наделить ещё и структурой алгебры
Хопфа с единицей (см., например, [38, с. 101, 102]). При этом образ Z[Gπ(Σ)]
кольца целочисленных многочленов Z[x11, . . . , xnn] в алгебре Q[Gπ(Σ)] замкнут
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относительно определяющей алгебру Хопфа с единицей Q[Gπ(Σ)] тройки ко-
морфизмов.

Для любого коммутативного кольца с единицей R множество гомоморфизмов
колец HomZ(Z[Gπ(Σ)], R) можно снабдить структурой группы, которую есте-
ственно отождествить с подгруппой полной линейной группы GLn(R) (точнее,
специальной линейной группы SLn(R)), образованной матрицами, являющимися
общими нулями элементов идеала I ∩Z[x11, . . . , xnn] (см. [5,47,49,50]). В част-
ности, при R = C эта группа изоморфна исходной группе Gπ(Σ).
Определение 4.2. Подгруппа Gπ(Σ, R) = HomZ(Z[Gπ(Σ)], R) полной линей-

ной группы GLn(R) над коммутативным кольцом с единицей R, отвечающая
представлению π и системе корней Σ, называется группой Шевалле типа Σ над
кольцом R.

Согласно этому определению элементарная группа Шевалле Eπ(Σ, R) явля-
ется подгруппой группы Gπ(Σ, R). Более того, если система корней Σ непри-
водима и имеет ранг больше единицы, то группа Eπ(Σ, R) нормальна в группе
Gπ(Σ, R) (см. [60]).

С каждым идеалом J коммутативного кольца R связан редукционный гомо-
морфизм

ΦJ : Gπ(Σ, R) → Gπ(Σ, R/J),

который ставит в соответствие матрицам из группы Gπ(Σ, R) матрицы вычетов
их коэффициентов по модулю идеала J .

Гомоморфизму ΦJ соответствуют следующие подгруппы группы Gπ(Σ, R):
Gπ(Σ, R, J) = Ker ΦJ —ядро гомоморфизма ΦJ , или главная конгру-
энц-подгруппа уровня идеала J ;
Eπ(Σ, R, J) = Eπ(Σ, R)∩Gπ(Σ, R, J)— элементарная конгруэнц-подгруп-
па уровня идеала J ;
Cπ(Σ, R, J)—прообраз центра группы Gπ(Σ, R/J) в группе Gπ(Σ, R), или
полная конгруэнц-подгруппа уровня идеала J .

Используя данные обозначения и теорему 2.6, основной результат о ради-
калах групп Шевалле над коммутативными кольцами из [7, 52] (другое его
доказательство приводится в [10]) можно записать в следующем виде.

Предложение 4.3. Пусть Σ—неприводимая система корней ранга l � 1
и R—коммутативное кольцо с единицей, причём 1/2, 1/3 ∈ R при l = 1. Тогда

rad
(
Gπ(Σ, R)

)
= RN

(
Gπ(Σ, R)

)
= RN∗(Gπ(Σ, R)

)
=

= T
(
Gπ(Σ, R)

)
= Cπ

(
Σ, R,Rad(R)

)
,

rad
(
Eπ(Σ, R)

)
= RN

(
Eπ(Σ, R)

)
= RN∗(Eπ(Σ, R)

)
=

= T
(
Eπ(Σ, R)

)
= Eπ(Σ, R) ∩ Cπ

(
Σ, R,Rad(R)

)
,

где π—любое неприводимое конечномерное представление простой конечномер-
ной комплексной алгебры Ли с системой корней Σ.

В [7, 10,52] получено также следствие 4.4.
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Следствие 4.4. Пусть в условиях предложения 4.3 система корней Σ имеет
ранг выше единицы и кольцо R содержит 1/2 в случае, когда тип системы Σ
совпадает с B2. Тогда группы Шевалле Gπ(Σ, R) и Eπ(Σ, R) обладают раз-
решимыми радикалами, если и только если кольцо R имеет нильпотентный
первичный радикал Rad(R).

Полезно также привести ряд классических результатов из теории групп Ше-
валле.

Предложение 4.5 ([59, предложение 2.2]). Пусть Σ— система корней, R—
коммутативное кольцо с единицей и J —идеал кольца R. Тогда подгруппа
Eπ(Σ, R, J) является наименьшей из нормальных подгрупп группы Eπ(Σ, R),
содержащих все элементы xα(y) для y ∈ J и α ∈ Σ.

Подчеркнём, что в рамках предложения 4.5 неприводимость системы кор-
ней Σ не требуется. В действительности достаточно вести рассмотрение только
неприводимых систем, поскольку разложению Σ на неприводимые составляю-
щие соответствует разложение связанной с ней группы Шевалле (элементарной
группы Шевалле) в прямое произведение групп Шевалле (элементарных групп
Шевалле), отвечающих неприводимым компонентам этой системы (см. [36]).

Предложение 4.6 ([62, теорема 3]). Пусть Σ—неприводимая система кор-
ней ранга l > 1, R—коммутативное кольцо с единицей, содержащее 1/2 в слу-
чае, если тип Σ совпадает с B2 или G2. Тогда для любого идеала J кольца R
справедливо равенство

Eπ(Σ, R, J) = [Eπ(Σ, R), Cπ(Σ, R, J)].

В частности, всякая подгруппа группы Cπ(Σ, R, J), содержащая подгруппу
Eπ(Σ, R, J), нормализуется группой Eπ(Σ, R).

Частью основного результата работы [45] является следующее предложение.

Предложение 4.7. Пусть Σ—неприводимая система корней ранга l > 1,
R—коммутативное кольцо с единицей. Тогда в группе Шевалле Gπ(Σ, R)
центр C

(
Gπ(Σ, R)

)
равен централизатору в ней элементарной группы Шевалле

Eπ(Σ, R), т. е.

C
(
Gπ(Σ, R)

)
=
{
g ∈ Gπ(Σ, R)

∣∣ [g,Eπ(Σ, R)] = {E}}.
Кроме того, если в пространстве, сопряжённом с подалгеброй Картана соответ-
ствующей простой алгебры Ли, решётки, которые порождают веса представ-
ления π и корни системы Σ, совпадают (иначе говоря, если группа Gπ(Σ, R)
является группой присоединённого типа), то C

(
Gπ(Σ, R)

)
= {E}.

В [45] аналогичный вывод был получен и для системы Σ ранга 1 (т. е.
системы типа A1) при одном дополнительном условии: в случае группы присо-
единённого типа идеал N кольца R, состоящий из всех таких элементов u ∈ R,
что u2 = 2u = 0 и (r2 − r)u = 0 при любом r ∈ R, равен нулю.

Использование выражения «тип» для групп Шевалле над коммутативными
кольцами оправданно, так как каждая группа Gπ(Σ, R) определяется однозначно
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с точностью до изоморфизма системой корней Σ, кольцом коэффициентов R и
решёткой Λπ, порождённой весами представления π (см. [36, § 5, 12]).

Из предложений 4.3, 4.6 и 4.7 немедленно вытекает следствие.

Следствие 4.8. Пусть в условиях предложения 4.3 система корней Σ имеет
ранг выше единицы и кольцо R содержит 1/2, если тип Σ равен B2 или G2.
Тогда

rad
(
Gπ(Σ, R)

)
=
{
g ∈ Gπ(Σ, R)

∣∣ [g,Eπ(Σ, R)] ⊆ Eπ
(
Σ, R,Rad(R)

)}
.

С учётом следствия 2.11 в условиях предложения 4.3 выполняются также
включения

PH(Gπ
(
Σ, R)

)
= σ

(
Gπ(Σ, R)

) ⊆ rad
(
Gπ(Σ, R)

)
,

PH
(
Eπ(Σ, R)

)
= σ

(
Eπ(Σ, R)

) ⊆ rad
(
Eπ(Σ, R)

)
.

Более того, для присоединённого представления ad при таких ограничениях на
кольцо R группы Ead(Σ, R) и Gad(Σ, R) имеют единичные центры и, следова-
тельно, Cad(Σ, R, J) = Gad(Σ, R, J) для всякого идеала J кольца R. Поэтому
в этом случае

rad
(
Ead(Σ, R)

)
= Ead

(
Σ, R,Rad(R)

)
= PH

(
Ead(Σ, R)

) ⊆
⊆ rad

(
Gad(Σ, R)

)
= Gad

(
Σ, R,Rad(R)

)
= PH

(
Gad(Σ, R)

)
.

Для произвольного неприводимого конечномерного представления π выполнение
аналогичных соотношений потребует наложения дополнительных условий.

Следствие 4.9. Пусть выполняются все условия предложения 4.3 и при этом
кольцо R содержит 1/2, если тип системы корней Σ совпадает с B2 или G2. Тогда

rad
(
Gπ(Σ, R)

)
= PH

(
Gπ(Σ, R)

)
= σ

(
Gπ(Σ, R)

)
,

rad
(
Eπ(Σ, R)

)
= PH

(
Eπ(Σ, R)

)
= σ

(
Eπ(Σ, R)

)
.

Доказательство. В силу сделанных выше замечаний нам достаточно дока-
зать только локальную нильпотентность первичного радикала группы Gπ(Σ, R).
Хорошо известно, что группы Шевалле Gπ(Σ, R) и Gad(Σ, R), определённые по
одной системе корней Σ над одним кольцом R для представления π и присоеди-
нённого представления ad, связывает гомоморфизм Ψ: Gπ(Σ, R) → Gad(Σ, R),
который обладает следующими свойствами:
1) централизатор группы Eπ(Σ, R) в группе Gπ(Σ, R) и ядро Ker Ψ гомомор-
физма Ψ совпадают;

2) ограничение гомоморфизма Ψ на группу Eπ(Σ, R) является её эпиморфиз-
мом на группу Ead(Σ, R).

Более того, в условиях предложения 4.3 ядро Ker Ψ равно также центру
C
(
Gπ(Σ, R)

)
группы Gπ(Σ, R) (см. предложение 4.7).

Положим G = Ψ
(
Gπ(Σ, R)

)
. С учётом результатов работ [9, 10] при l = 1

(т. е. в случае, когда тип системы Σ равен A1) в группе G, как и в любой под-
группе группы GL3(R), содержащей элементарную группу Шевалле Ead(Σ, R),
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выполняются равенства

rad(G) = G ∩ C
(
GL3(R), E + M3

(
Rad(R)

))
=

= G ∩ U(R)
(
E + M3

(
Rad(R)

))
= PH(G),

где E = E3 — единичная матрица из M3(R). При l > 1, используя следствие 4.8,
предложения 4.5, 1.29 и сделанные ранее наблюдения, мы сразу получаем, что

rad(G) = Ψ
(
rad
(
Gπ(Σ, R)

))
=
{
g ∈ G | [g,Ead(Σ, R)] ⊆ Ead

(
Σ, R,Rad(R)

)}
=

= G ∩ rad(Gad

(
Σ, R)

)
= G ∩ Cad

(
Σ, R,Rad(R)

)
=

= G ∩Gad

(
Σ, R,Rad(R)

)
= G ∩ PH

(
Gad(Σ, R)

)
= PH(G).

В любом случае первичный радикал rad
(
Gπ(Σ, R)

)
группы Gπ(Σ, R) совпа-

дает с прообразом первичного радикала rad(G) её фактор-группы G, G ∼=
∼= Gπ(Σ, R)/C

(
Gπ(Σ, R)

)
(см. предложение 1.25), который по доказанному равен

также локально нильпотентному радикалу PH(G) последней. Отсюда вытекает,
что радикал rad

(
Gπ(Σ, R)

)
локально нильпотентен.

Более сильным результатом о радикале RN подгрупп полной линейной груп-
пы над ассоциативным кольцом, нормализуемых элементарными группами Ше-
валле, является следующий вариант теоремы 2.2 из [53], который несложно
вывести из доказательства последней и следствия 3.11.

Предложение 4.10. Пусть R—ассоциативная алгебра с единицей над по-
лем характеристики нуль, G—конечномерная простая комплексная алгебра Ли
с системой корней Σ, π—неприводимое представление алгебры G на конечно-
мерном комплексном векторном пространстве V размерности n. Тогда в любой
нормализуемой элементарной группой Шевалле Eπ(Σ, R) подгруппе A группы
GLn(R)

rad(A) = RN(A) = C
(
A,E + Mn

(
Rad(R)

))
=

= A ∩ RN
(
GLn(R)

)
= A ∩ C

(
GLn(R), E + Mn

(
Rad(R)

))
.

Следствие 4.11 ([53, следствие 2.10]). Если в условиях предложения 4.10
группа Eπ(Σ, R) входит в группу A, то группа A обладает разрешимым радика-
лом в том и только в том случае, когда первичный радикал Rad(R) алгебры R
нильпотентен.

С учётом теоремы 2.6 и её следствия 2.11 мы можем записать следствие 2.11
из [53] в следующем виде.

Следствие 4.12. Если в условиях предложения 4.10 алгебра R коммутатив-
на, то в группе A выполняются равенства

rad(A) = RN(A) = RN∗(A) = T(A) = PH(A) = σ(A).
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Лемма 4.13. Пусть R—алгебра с единицей 1 над полем характеристи-
ки нуль, a—нильпотентный элемент алгебры R индекса m + 1 > 1 (т. е.
am �= am+1 = 0), Z(a,R)—подалгебра алгебры R, которая состоит из всех
коммутирующих с a элементов r ∈ R, ra = ar, {fki

(x1, . . . , xn)}li=1 —набор
некоммутативных однородных многочленов от переменных x1, . . . , xn, n � 1,
с коэффициентами из основного поля, где 1 � l � m и

1 � k1 = deg fk1 < . . . < ki = deg fki
< . . . < kl = deg fkl

� m,

A—подгруппа в группе обратимых элементов U(R) алгебры R, порождённая
всеми элементами вида

1 +
l∑
i=1

fki
(u1, . . . , un)aki , u1, . . . , un ∈ Z(a,R).

Тогда для некоторого ненулевого рационального z в группу A входят элементы

exp(zfk1(u1, . . . , un)ak1) =

=
∑

0�i�m/k1
(zfk1(u1, . . . , un)ak1)i/i!, u1, . . . , un ∈ Z(a,R).

Доказательство. Покажем сначала, что при некотором j � 1, k1j � m,
имеются рациональные числа {qs}js=1, q1 �= 0, для которых любой элемент

1 +
j∑
s=1

qs(fk1(u1, . . . , un)ak1)s, u1, . . . , un ∈ Z(a,R),

содержится в группе A.
Действительно, допустим, что в группе A нет подобных элементов. Тогда

можно выбрать максимальное число p из всех таких k, k1 � k � m, что при неко-
торых i, j � 1, k1j < k, i � m− k+ 1, существуют рациональные числа {qs}js=1,
q1 �= 0, и некоммутативные однородные многочлены {hnt

(x1, . . . , xn)}it=1 от пе-
ременных x1, . . . , xn над основным полем, где hn1 /∈ Qf j+1

k1
и

k = n1 = deg hn1 < . . . < nt = deg hnt
< . . . < ni = deg hni

� m,

для которых в группу A входят все элементы вида

1 +
j∑
s=1

qs(fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

hnt
(u1, . . . , un)ant , u1, . . . , un ∈ Z(a,R).

Отметим, что по определению A множество таких чисел k является непустым.
Для каждого k с указанными свойствами группа A содержит элементы

1 +
j∑
s=1

qs(yk1fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

ynthnt
(u1, . . . , un)ant ,

u1, . . . , un ∈ Z(a,R),



74 A. Ю. Голубков

где y пробегает центр Z(R) алгебры R. Поэтому A принадлежат также элементы

(
1 +

j∑
s=1

qs(2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

2nthnt
(u1, . . . , un)ant

)
×

×
(

1 +
j∑
s=1

(fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

hnt
(u1, . . . , un)ant

)−2k

=

=
(

1 +
j∑
s=1

qs(2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

2nthnt
(u1, . . . , un)ant

)
×

×
(

1 +
m∑
q=1

(−1)q
( j∑
s=1

qs(fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
i∑
t=1

hnt
(u1, . . . , un)ant

)q)2k

=

= 1 +
j∑
s=1

q′s(fk1(u1, . . . , un)ak1)s +
m∑

v=k1j+1

gv(u1, . . . , un)av,
u1, . . . , un ∈ Z(a,R),

для подходящих рациональных {q′s}is=1, q
′
1 = q1(2k1 − 2k) �= 0, и некоммута-

тивных однородных многочленов {gv(x1, . . . , xn)}mv=k1j+1 над основным полем,
причём каждый gv или равен нулю, или имеет степень v. Помимо этого, для
любого индекса k1j + 1 � v � k, который не кратен k1, многочлен gv является
нулевым, а при v = k1w, j < w � k/k1, совпадает с многочленом cwf

w
k1
для

некоторого (может быть, и нулевого) рационального числа cw. Следовательно,
если применить сказанное к случаю k = p, мы сразу получим противоречие
с условиями выбора числа p.

Значит, найдётся целое j � 1 и рациональные {zs}js=1, z1 �= 0, такие что для
любых u1, . . . , un ∈ Z(a,R) группа A содержит элемент

1 +
j∑
s=1

zs(fk1(u1, . . . , un)ak1)s.

Предположим теперь, что не существует 0 �= z ∈ Q, для которого

exp(zfk1(u1, . . . , un)ak1) ∈ A, u1, . . . , un ∈ Z(a,R).

Тогда можно выбрать максимальное число q из всех i, 1 � i � m/k1, для которых
имеются рациональные z �= 0 и {wt}1<t�m/k1 , такие что wi+1 �= zi+1/(i+ 1)! и

i∑
s=0

(zfk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +
∑

i<t�m/k1
wt(fk1(u1, . . . , un)ak1)t ∈ A

при всех u1, . . . , un ∈ Z(a,R).
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Заметим, что для каждого такого i группа A содержит элементы( i∑
s=0

(z2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +
∑

i<t�m/k1
wt(2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)t

)
×

×
( i∑
s=0

(zfk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +
∑

i<t�m/k1
wt(fk1(u1, . . . , un)ak1)t

)−2k1(i+1)

=

=
( i∑
s=0

(z2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +
∑

i<t�m/k1
wt(2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)t

)
×

×
( i∑
s=0

(−1)s(zfk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +

+
((

(−1)i+1 + 1
)
zi+1/(i+ 1)! − wi+1

)
(fk1(u1, . . . , un)ak1)i+1 +

+
∑

i+1<t�m/k1
w′
t(fk1(u1, . . . , un)ak1)t

)2k1(i+1)

=

=
( i∑
s=0

(z2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +
∑

i<t�m/k1
wt(2k1fk1(u1, . . . , un)ak1)t

)
×

×
( i∑
s=0

(−1)s(z2k1(i+1)fk1(u1, . . . , un)ak1)s/s! +

+
((

(−1)i+12k1(i+1)2 + 2k1(i+1)
)
zi+1/(i+ 1)! − wi+12k1(i+1)

)
×

× (fk1(u1, . . . , un)ak1)i+1 +

+
∑

i+1<t�m/k1
w′′

t(fk1(u1, . . . , un)ak1)t
)

=

=
i+1∑
s=0

(
z
(
2k1 − 2k1(i+1)

)
fk1(u1, . . . , un)ak1

)s
/s! +

+
∑

i+1<t�m/k1
w′′′

t(fk1(u1, . . . , un)ak1)t

для любых u1, . . . , un ∈ Z(a,R), где w′
t, w

′′
t и w′′′

t—некоторые рациональные
числа, не зависящие от выбранных u1, . . . , un, i + 1 < t � m/k1. Применив
данное рассуждение к случаю i = q, мы немедленно придём к противоречию
с выбором этого числа. Значит, можно найти 0 �= z ∈ Q, для которого

exp(zfk1(u1, . . . , un)ak1) ∈ A, u1, . . . , un ∈ Z(a,R).

Хорошо известно, что любую ассоциативную алгебру R можно наделить
структурой алгебры Ли со скобкой: (r, r′) = rr′ − r′r, r, r′ ∈ R. Определённую
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таким образом алгебру Ли R(−) принято называть присоединённой алгеброй
Ли к ассоциативной алгебре R.

Как обычно, для каждой алгебры Ли L над кольцом F через Li мы бу-
дем обозначать i-й член её нижнего центрального ряда, который определяется
индуктивно: L1 = L, Li+1 = [Li, L] при всех i � 1.

Лемма 4.14. Пусть R—первичная алгебра с единицей 1 над полем рацио-
нальных чисел Q, центр Z(R) которой не является целой алгеброй над этим
полем, a—нильпотентный элемент алгебры R индекса m + 1 > 1 и E(a,R)—
подгруппа группы обратимых элементов U(R) алгебры R, порождённая всеми
элементами вида

e(u) = exp(ua) =
m∑
k=0

ukak/k!,

где u пробегает подалгебру Z(a,R) = {r ∈ R | ra = ar} перестановочных с a
элементов R. Предположим, что в m-м члене

(
Z(a,R)(−)

)m
нижнего централь-

ного ряда присоединённой к алгебре Z(a,R) алгебры Ли Z(a,R)(−) содержатся
элементы, не являющиеся двусторонними делителями нуля в алгебре R. То-
гда во всякой слабо разрешимой подгруппе B группы U(R), которая не входит
в центр Z(R) алгебры R и нормализуется подгруппой E(a,R), имеется элемент
b ∈ B \ Z(R), такой что bua = uab при всех u ∈ Z(a,R).

Доказательство. Для любых b ∈ U(R) и u1, . . . , um ∈ Z(a,R) включение[
b, 1 +

m∑
i=1

uia
i

]
= c ∈ Z(R)

может выполняться, если и только если c = 1. Действительно, иначе ненулевой
элемент c− 1, как и всякий отличный от нуля элемент центра Z(R) первичной
алгебры R, не является делителем нуля, а потому

amb

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
am = ambam = amc

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
bam = cambam = 0,

amb

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
am−1 = ambam−1 = amc

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
bam−1 = cambam−1 = 0

и т. д. для всех k = m,m− 1, . . . , 1, 0,

amb

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
ak = ambak = amc

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
bak = cambak = 0.

В частности, при k = 0 мы получаем, что

amb

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
= amb = amc

(
1 +

m∑
i=1

uia
i

)
b = camb = 0.
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Последнее невозможно, поскольку по условию am �= 0. Следовательно, комму-

татор
[
b, 1 +

m∑
i=1

uia
i
]
либо равен единице 1, либо не принадлежит центру Z(R)

алгебры R.
Используя индукцию, несложно показать, что для произвольных z1, . . . , zk ∈

∈ Z(a,R), k = 1, . . . ,m, коммутатор

e(z1, . . . , zk) =
[
[. . . [e(z1), e(z2)] . . .], e(zk)

]
представи́м в виде

e(z1, . . . , zk) = 1 + (. . . (z1, z2) · · · zk)ak +
m∑

i=k+1

fik(z1, . . . , zk)ai,

где через fik = fik(x1, . . . , xk), i = k + 1, . . . ,m, обозначен подходящий одно-
родный некоммутативный многочлен степени i от переменных x1, . . . , xk с ко-
эффициентами из основного поля (в действительности с рациональными коэф-
фициентами), не зависящий от элементов z1, . . . , zk, а через (. . . (z1, z2) · · · zk)—
правонормированный коммутатор из

(
Z(a,R)(−)

)k
, определяемый индуктивно:

(z1, z2) = z1z2 − z2z1 и

(. . . (z1, z2) · · · zj) =
(
(. . . (z1, z2) · · · zj−1), zj

)
=

= (. . . (z1, z2) · · · zj−1)zj − zj(. . . (z1, z2) · · · zj−1)

для каждого j = 2, . . . , k. Поэтому при всех k = 1, . . . ,m, n � 1,
y1, . . . , ykn ∈ Z(R) и z1, . . . , zkn ∈ Z(a,R) мы можем записать

e(y1z1, . . . , ykzk) . . . e
(
yk(n−1)+1zk(n−1)+1, . . . , yknzkn

)
=

= 1 +
( n∑
i=1

k∏
l=1

yk(i−1)+l

(
. . .
(
zk(i−1)+1, zk(i−1)+2

) · · · zki))ak +

+
m∑

i=k+1

gikn(y1z1, . . . , yknzkn)ai,

подобрав соответствующие рациональные однородные некоммутативные много-
члены {gikn = gikn(x1, . . . , xnk)}, deg gikn = i, не зависящие от выбранных эле-
ментов {zj , yj}. По условию в подалгебре Z(a,R) имеется элемент d, который не
является двусторонним делителем нуля в алгебре R и при каждом k = 1, . . . ,m
может быть записан в форме

d =
n(k)∑
i=1

(
. . .
(
u(k)k(i−1)+1, u(k)k(i−1)+2

) · · ·u(k)ki)
для некоторых n(k) � 1 и u(k)1, . . . , u(k)kn(k) ∈ Z(a,R). Значит, если восполь-
зоваться найденным ранее выражением и леммой 4.13, мы сразу получаем, что
для любых k = 1, . . . ,m, y ∈ Z(R) группа E(a,R) содержит элемент ek(y) =
= exp(ydak).
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Предположим, что для некоторого j, 1 � j � m − 1, в группу B входит
элемент b /∈ Z(R), для которого bdak = dakb, k = j + 1, . . . ,m. В частности, для
j = m−1 существование такого элемента вытекает из леммы 3.14. Покажем, что
в этом случае можно подобрать элемент b′ ∈ B\Z(R), коммутирующий со всеми
элементами dai, i = j, . . . ,m. Обозначим через B′ подгруппу группы B, поро-
ждённую всеми элементами вида bej(y) = ej(y)bej(−y), где y ∈ Z(R). Группа B′

слабо разрешима и является наименьшей из всех содержащих элемент b под-
групп группы B, нормализуемых подгруппой {ej(y) | y ∈ Z(R)} группы E(a,R).
Помимо этого, порождающие и, значит, все элементы группы B′ перестановочны
с dak, k = j + 1, . . . ,m. Поэтому при любых h ∈ B′, l � 2 и p � 1

h(daj)lh−1 = hdl−1h−1dalj = daljhdl−1h−1,

(daj)lhdph−1 = dl−1hdph−1dalj ,

hdph−1(daj)l = daljhdph−1dl−1,

(daj)lh(daj)ph−1 = dl−1hdph−1da(l+p)j ,

h(daj)ph−1(daj)l = da(l+p)jhdph−1dl−1.

(3)

Положим h(y) = ej(y)hej(−y) для всех h ∈ B′ и y ∈ Z(R). Тогда, как и в лем-
ме 3.14, можно для любых k � 1 и y1, . . . , y2k ∈ Z(R) записать k-й последова-
тельный коммутатор gk

(
h(y1), . . . , h(y2k)

)
в виде

g1
(
h(y1), h(y2)

)
= ej(y1)hej(y2 − y1)hej(y1 − y2)h−1ej(y2 − y1)h−1ej(−y2),

gk
(
h(y1), . . . , h(y2k)

)
=

= ej(y1)(hej(y2 − y1)hej(y1 − y2)h−1ej(y2 − y1)h−1ej(y3 − y2) × . . .×
× hej(y2k−1+1 − y2k−1+2)hej(y2k−1+2 − y2k−1+1) ×
× h−1ej(y2k−1+1 − y2k−1+2)h

−1ej(−y2k−1+1)

при k � 2. Положим m̂(1) = 1 и m̂(k) = 44k−2
, k � 2. Для каждого l,

2 � l � 4m̂(k), k � 1, обозначим через Sl множество всех строк длины l, кото-
рые состоят из ±1 и ±2 и получаются из строки (1, 1,−1,−1, . . . , 1, 1,−1,−1),
сформированной из m̂(k) экземпляров набора символов (1, 1,−1,−1), в резуль-
тате применения к ней конечного числа следующих операций: замен соседней
пары (1, 1) на 2 или соседней пары (−1,−1) на −2, вычёркиваний либо соседней
пары (1,−1), либо соседней пары (−1, 1). Тогда, используя соотношения (3) для
группы B′, мы получаем, что

dajgk
(
h(y1), . . . , h(y2k)

)
daj =

= dajej(y1)hej(y2 − y1)hej(y1 − y2)h−1ej(y2 − y1) · · ·h−1ej(−y2k−1+1)da
j =

= d2a2j +
4m̂(k)∑
l=2

∑
(s1,...,sl)∈Sl

fkl(s1, . . . , sl)dajhs1dajhs2daj · · ·hsl−1dajhsldaj +
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+
∑

2�l′�min{4m̂(k),m/j−2}

∑
(s1,...,sl′ )∈Sl′

∑
1�t1,...,tl′+1�m

f ′kl′(s1, . . . , sl′ , t1, . . . , tl′+1) ×

× dt1hs1dt2hs2dt3 · · ·hsl′−1dtl′hsl′dtl′+1+1a(t1+...+tl′+1+1)j ,

где fkl(s1, . . . , sl)— соответствующие (возможно, тривиальные) суммы с ра-
циональными коэффициентами произведений l − 1 разности yp − yq, а
f ′kl′(s1, . . . , sl′ , t1, . . . , tl′+1)— суммы с рациональными коэффициентами произ-
ведений степеней y1, y2k−1+1 и степеней разностей yp − yq с 1 � p �= q � 2k из
числа встречающихся в записи коммутатора gk

(
h(y1), . . . , h(y2k)

)
.

Аналогично лемме 3.14 для любых h ∈ B′, v1, v2, v3 ∈ Z(R) и 1 � p �= q �=
�= k � 3 определим элементы

h1(p, q)=[h(vp), h(vq)]=ej(vp)hej(vq − vp)hej(vp − vq)h−1ej(vq − vp)h−1ej(−vq),
h2(p, p) = [h1(p, q), h1(p, k)],

h2(q, q) = [h1(q, p), h1(q, k)], h2(k, k) = [h1(k, q), h1(k, p)],
h2l+1(p, q) = [h2l(p, p), h2l(q, q)], h2l+2(p, p) = [h2l+1(p, q), h2l+1(p, k)],
h2l+2(q, q) = [h2l+1(q, p), h2l+1(q, k)], h2l+2(k, k) = [h2l+1(k, q), h2l+1(k, p)]

при всех l � 1. Нетрудно показать, что каждый элемент hn(s, t) представи́м
в виде

hn(s, t) = gn
(
h(vp1), . . . , h(vp2n )

)
=

= ej(vs)hej(w1)hej(w2)h−1ej(w3)h−1ej(w4) × . . .×
× hej(wl)hej(wl+1)h−1ej(wl+2)h−1ej(wl+3) × . . .×
× hej(w4m̂(n)−3)hej(w4m̂(n)−2)h

−1ej(w4m̂(n)−1)h
−1ej(−vt)

для некоторых 1 � pi � 3 и wl ∈ {vp − vq | 1 � p �= q � 3}. Поэтому найдутся
m1,m2,m3 � 0, такие что m1 +m2 +m3 = 4m̂(n) − 1 и

dajhn(s, t)daj =

= d2a2j + c(v1 − v2)m1(v1 − v3)m2(v2 − v3)m3 ×
× daj(hdajhdajh−1dajh−1daj)m̂(n) +

+
4m̂(n)−1∑
l=2

∑
(s1,...,sl)∈Sl

( ∑
0�qi�mi, i=1,2,3
q1+q2+q3=l−1

x(n,l,s1,...,sl)(q1, q2, q3) ×

× (v1 − v2)q1(v1 − v3)q2(v2 − v3)q3
)
dajhs1daj · · · dajhsldaj +

+
∑

2�l′�min{4m̂(n),m/j−2}

∑
(s1,...,sl′ )∈Sl′

∑
1�t1,...,tl′+1�m
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( ∑
0�p1�t1−1
0�p2�tl′+1

∑
0�q′i�mmi, i=1,2,3

p1+p2+q
′
1+q

′
2+q

′
3=t1+...+tl′+1−1

x′(n,l′,s1,...,sl′ ,t1,...,tl′+1)
(p1, p2, q

′
1, q

′
2, q

′
3)×

× vp1s v
p2
t (v1 − v2)q

′
1(v1 − v3)q

′
2(v2 − v3)q

′
3

)
×

× dt1hs1dt2hs2dt3 . . . hsl′−1dtl′hsl′dtl′+1+1a(t1+...+tl′+1+1)j

для подходящих c ∈ {±1} и полиномов
x(n,l,s1,...,sl)(q1, q2, q3), x

′
(n,l′,s1,...,sl′ ,t1,...,tl′+1)

(p1, p2, q
′
1, q

′
2, q

′
3) ∈ Q.

Если в последнем выражении элемент h заменить элементом h′ = [h, ej(1)],
то, воспользовавшись соотношениями (3) для группы B′ и равенствами

daj [h, ej(1)]εdaj = d2a2jej(−ε1) + εdajhdajh−1daj +

+
∑

1�l1,l2,l3�m
cε(l1, l2, l3)dl1hdl2h−1dl3+1a(l1+l2+l3+1)j ,

daj [h, ej(1)]2εdaj =

= d2a2jej(−ε2) + ε(2dajhdajh−1daj − dajhdajh−1dajhdajh−1daj) +

+
∑

1�l1,l2,l3�m
c2ε(l1, l2, l3)dl1hdl2h−1dl3+1a(l1+l2+l3+1)j +

+
∑

1�l1,l2,l3,l4,l5�m
c2ε(l1, l2, l3, l4, l5)dl1hdl2h−1dl3hdl4h−1dl5+1a(l1+l2+l3+l4+l5+1)j

с ε ∈ {±1}, которые выполняются для некоторых рациональных cε(l1, l2, l3),
c2ε(l1, l2, l3) и c2ε(l1, l2, l3, l4, l5), можно записать

dajh′n(s, t)da
j =

= d2a2j + c(v1 − v2)m1(v1 − v3)m2(v2 − v3)m3daj(hdajh−1daj)4
m̂(n)

+

+
4m̂(n)−1∑
l=2

∑
(s1,...,sl)∈Sl( ∑

0�qi�mi, i=1,2,3
q1+q2+q3=l−1

x(n,l,s1,...,sl)(q1, q2, q3)(v1 − v2)q1(v1 − v3)q2(v2 − v3)q3
)

×

×
( |s1|+...+|sl|∑

p=l

h(s1,...,sl)(p)da
j(hdajh−1daj)p

)
+

∑
3�q�m/j

fq(v1, v2, v3)dqaqj +

+
∑

0�k�(m/j−4)/2

∑
1�t0,...,t2(k+1)�m

f(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))(v1, v2, v3) ×

× dt0hdt1h−1 · · · dt2ihdt2i+1h−1 · · · dt2khdt2k+1h−1dt2(k+1)+1a(t0+...+t2(k+1)+1)j
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для соответствующих чисел h(s1,...,sl)(p) ∈ Q и полиномов

fq(x1, x2, x3), f(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))(x1, x2, x3) ∈ Q[x1, x2, x3].

Возьмём любой элемент w ∈ Z(R) и положим в последнем равенстве v1 = 0,
v2 = −w и v3 = −w2. Тогда оно примет вид

dajh′n(s, t)da
j = d2a2j +

4m̂(n)∑
l=2

fnl(w)daj(hdajh−1daj)l +

+
∑

3�q�m/j
f ′q(w)dqaqj +

∑
0�k�(m/j−4)/2

∑
1�t0,...,t2(k+1)�m

f ′(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))
(w) ×

× dt0hdt1h−1 · · · dt2khdt2k+1h−1dt2(k+1)+1a(t0+...+t2(k+1)+1)j ,

где {fnl, f ′q, f ′(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))
}—полиномы с рациональными коэффициентами,

причём fn4m̂(n) имеет степень m1 + 2(m2 + m3) и его старший коэффициент
равен 1 или −1.

Так как группа B′ является слабо разрешимой, для любых v1, v2, v3 ∈ Z(R)
и h ∈ B′ можно подобрать такой элемент k(v1, v2, v3, h) � 1, что hn(s, t) = 1
при всех n � k(v1, v2, v3, h) и 1 � s, t � 3. Поэтому для произвольных h ∈ B′,
w ∈ Z(R) и n � k(0,−w,−w2, h′)

0 = dajh′n(s, t)da
j − d2a2j =

4m̂(n)∑
l=2

fnl(w)daj(hdajh−1daj)l +

+
∑

3�q�m/j
f ′q(w)dqaqj +

∑
0�k�(m/j−4)/2

∑
1�t0,...,t2(k+1)�m

f ′(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))
(w) ×

× dt0hdt1h−1 · · · dt2khdt2k+1h−1dt2(k+1)+1a(t0+...+t2(k+1)+1)j . (4)

Более того, вновь используя соотношения (3), мы получаем, что при δ, δ′ = 0, 1

0 = (hdajh−1)δ(dajh′n(s, t)da
j − d2a2j)(hdajh−1)δ

′
=

=
4m̂(n)∑
l=2

fnl(w)(hdajh−1)δdaj(hdajh−1daj)l(hdajh−1)δ
′
+

+
∑

3�q�m/(j+δ+δ′)
f ′q(w)hdδh−1dq−1hdδ

′
h−1da(q+δ+δ′)j +

+
∑

0�k�(m/j−4−δ−δ′)/2

∑
1�t0,...,t2(k+1)�m

f ′(n,k,s,t,t0,...,t2(k+1))
(w) ×

× hdδh−1dt0hdt1h−1 · · · dt2khdt2k+1h−1dt2(k+1)hdδ
′
h−1da(t0+...+t2(k+1)+δ+δ

′+1)j .
(5)

Алгебру R можно вложить в кольцо частных RS−1 относительно системы
ненулевых элементов её центра S = Z(R) \ {0}. Алгебра RS−1 является пер-
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вичной как над основным полем рациональных чисел Q, так и над своим цен-
тром Z(RS−1), совпадающим с полем частных области Z(R), Q = Z(RS−1) =
= Z(R)S−1. При этом поле частных Q не является алгебраическим расшире-
нием поля Q, поскольку по условию алгебра Z(R) содержит элементы, которые
не являются целыми над Q. Для каждого такого элемента w ∈ Z(R) элемент
fn4m̂(n)(w) отличен от нуля при всех n � 1. Поэтому из соотношений (4) и (5)
вытекает, что для любых n � k(0,−w,−w2, h′) и δ, δ′ = 0, 1

Q(hdajh−1)δdaj(hdajh−1daj)4
m̂(n)

(hdajh−1)δ
′ ⊆

⊆
4m̂(n)−1∑
l=2

Q(hdajh−1)δdaj(hdajh−1daj)l(hdajh−1)δ
′
+

+
∑

3�q�m/(j+δ+δ′)
Qhdδh−1dq−1hdδ

′
h−1da(q+δ+δ′)j +

+
∑

0�k�(m/j−4−δ−δ′)/2

∑
1�t0,...,t2(k+1)�m

Qhdδh−1dt0hdt1h−1 × . . .×

× dt2khdt2k+1h−1dt2(k+1)hdδ
′
h−1da(t0+...+t2(k+1)+δ+δ

′+1)j .

Значит, подпространство R(h, j) алгебры RS−1, порождённое над полем Q еди-
ницей 1 этой алгебры и всеми элементами вида

1) daj(hdajh−1daj)l, (hdajh−1daj)l, (dajhdajh−1)l и hdajh−1(dajhdajh−1)l

для l � 1,
2) (daj)q = dqaqj для 1 � q � m/j,
3) dp0−1hdp1h−1 · · · dp2khdp2k+1h−1dp2(k+1)a(p0+...+p2(k+1))j для 0 � k � (m/j −

− 3)/2 и 1 � p0, . . . , p2(k+1) � m,

конечномерно над Q. Из соотношений (3) также следует, что пространство
R(h, j) совпадает с подалгеброй алгебры RS−1, которую над полем Q поро-
ждают элементы 1, daj и hdajh−1.

По построению элементы [h, ej(y)] = exp(yhdajh−1) exp(−ydaj), y ∈ Q,
входят в группу U

(
R(h, j)

)
обратимых элементов алгебры R(h, j). При этом

элементы [h, ej(u)], u ∈ Z(R), содержатся в слабо разрешимой подгруппе
B′ ∩ U

(
R(h, j)

)
этой группы, нормализуемой её подгруппой {ej(u) | u ∈ Z(R)}.

В силу теоремы 1.35 и следствия 2.7 подгруппа B′ ∩U
(
R(h, j)

)
, как и все слабо

разрешимые подгруппы группы обратимых элементов конечномерной алгебры
над полем, является разрешимой.

Следовательно, в группе B′ для любого элемента h ∈ B′ подгруппа B′
h,

порождённая всеми элементами ej(v)[h, ej(u)]ej(−v), u, v ∈ Z(R), является раз-
решимой.

Если каждая подгруппа B′
h, h ∈ B′, принадлежит центру Z(R) алгебры R,

то из замечаний, сделанных в начале доказательства, сразу следует, что все
эти подгруппы являются единичными и, значит, элемент daj перестановочен
с любым элементом h ∈ B′. Поэтому в данной ситуации в качестве элемента b′
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можно использовать произвольный элемент из B′ \Z(R), в частности исходный
элемент b.

В противном случае существует элемент h ∈ B′, при котором подгруппа B′
h

не входит в центр Z(R) алгебры R. Поскольку группа B′
h разрешима, это означа-

ет также, что B′
h
(k) �⊂ Z(R) и B′

h
(k+1) ⊂ Z(R) для некоторого k � 0. Группа B′

h

вместе со всеми своими коммутантами B′
h
(i) нормализуется подгруппой {ej(y) |

y ∈ Z(R)}. Поэтому k-й коммутант B′
h
(k) удовлетворяет требованиям предло-

жения 3.10, и следовательно, для любого элемента g ∈ B′
h
(k) \ Z(R) цепочка

{gl}l�0, где g0 = g и gl+1 = [gl, ej(1)] при всех l � 0, содержит такой элемент
gp /∈ Z(R), p � 0, что gpdaj = dajgp. При этом, как и всякий элемент группы B′,
элемент gp коммутирует ещё и с каждым элементом das, s = j+1, . . . ,m. Значит,
можно положить b′ = gp.

Итак, элемент b′ с необходимыми свойствами всегда существует. Повторяя
данное рассуждение последовательно для j = m−1, . . . , 1, можно получить так-
же элемент b̂ ∈ B\Z(R), коммутирующий с любым элементом dak, k = 1, . . . ,m.

Тогда для всех l � 1 и i1, . . . , i2l+1 � 1

dai1 b̂ai2 b̂−1ai3 · · · b̂ai2s b̂−1ai2s+1 · · · b̂ai2l b̂−1ai2l+1 =

= dai1+...+i2l+1 = ai1+...+i2l+1d =

= ai1 b̂ai2 b̂−1ai3 · · · b̂ai2s b̂−1ai2s+1 · · · b̂ai2l b̂−1ai2l+1d.

Поскольку d не является двусторонним делителем нуля и am+1 = 0, отсюда
следует, что

aj1 b̂aj2 b̂−1aj3 · · · b̂aj2l b̂−1aj2l+1 = 0,
l � 1, j1, . . . , j2l+1 � 1, j1 + . . .+ j2l+1 > m. (6)

Рассмотрим теперь цепочку элементов {bi}i�0, в которой b0 = b̂ и bi+1 =
= [bi, e(1)] для всех i � 0. При помощи индукции несложно показать, что при
каждом j � 2 элементы bj и b

−1
j представимы в виде

b±1
j = 1 +

∑
1�k�2j−1

∑
1�l1,...,l2k−1�m, 0�s,s′�m

j�s+s′+l1+...+l2k−1�(2j+1)m

q±(j, s, s′, l1, . . . , l2k−1) ×

× asb̂al1 b̂−1al2 · · · b̂al2t−1 b̂−1al2t · · · b̂al2k−1 b̂−1as
′

для подходящих {q±(j, s, s′, l1, . . . , l2k−1)} ⊂ Q. Тогда из соотношения (6) вы-
текает, что bj = 1 при любом j > m. Поэтому можно выбрать номер p � 0,
для которого bp �= bp+1 = 1. Применяя выводы из начала доказательства, мы
получаем также, что bp ∈

(
B ∩ Z(a,R)

) \ Z(R).
Положим b̃ = bp. По выбору элемента b̃ для всех u ∈ Z(a,R) имеем

[b̃, e(u)] = e(b̃ub̃−1)e(−u) ∈ E(a,R).
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Поскольку подалгебра aZ(a,R) алгебры R нильпотентна и(
aZ(a,R)

)m+1 = am+1Z(a,R)m+1 = {0},
нильпотентными являются все подгруппы группы 1 + aZ(a,R) и среди них
E(a,R),

[. . . [E(a,R),E(a,R)] . . .E(a,R)]︸ ︷︷ ︸
m

=

= [. . . [1 + aZ(a,R), 1 + aZ(a,R)] . . . 1 + aZ(a,R)]︸ ︷︷ ︸
m

= {1}.

Ненулевые элементы центра Z(R) первичной алгебры R не могут быть делителя-
ми нуля. Поэтому пересечение aZ(a,R)∩Z(R) равно нулю и, следовательно, все
неединичные элементы группы 1 + aZ(a,R) не принадлежат центру алгебры R.

Отметим также, что для любых r ∈ R и u ∈ Z(a,R) равенство re(u) = e(u)r
выполняется, если и только если rua = uar. Чтобы убедиться в этом, доста-
точно рассмотреть эквивалентную указанным условиям систему соотношений
r(e(u) − 1)k = (e(u) − 1)kr, k = 1, . . . ,m.

Суммируя сказанное, мы получаем, что существуют следующие две возмож-
ности: либо b̃ua = uab̃ при всех u ∈ Z(a,R), либо мы можем определить целое
1 � k � m+ 1 и элементы u1, . . . , uk ∈ Z(a,R), такие что

b̃′ = [. . . [b̃, e(u1)] . . . e(uk)] �= 1, b̃′ua = uab̃′, u ∈ Z(a,R).

Таким образом, в любом случае группа B имеет элемент с требуемыми свой-
ствами.

Естественно, что в этом утверждении алгебру Z(a,R) можно заменить лю-
бой её подалгеброй, содержащей центр Z(R) алгебры R и такой, что в m-м
члене нижнего центрального ряда присоединённой к ней алгебры Ли имеется
по крайней мере один элемент, который не является двусторонним делителем
нуля в R. В частности, при m = 1 в качестве подобной подалгебры можно
использовать центр Z(R) алгебры R.

Как известно, в первичном кольце тогда и только тогда имеются ненулевые
нильпотентные элементы, когда оно содержит нетривиальные делители нуля.
Полезным обобщением этого свойства в контексте леммы 4.14 является следу-
ющее замечание.

Замечание 4.15. Пусть R—первичное кольцо с единицей, в котором 2 �= 0,
n � 1 и

(
R(−)

)n
— n-й член нижнего центрального ряда присоединённого к коль-

цу R кольца Ли R(−). Тогда подмножество
(
R(−)

)n
кольца R не содержит нену-

левых делителей нуля (односторонних или двусторонних) в том и только в том
случае, если в R нет нетривиальных нильпотентных элементов.

Доказательство. Допустим, что в кольцо R входит ненулевой нильпотент-
ный элемент a, am−1 �= am = 0 для некоторогоm � 1. Рассмотрим произвольную
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цепочку элементов {bi}i�0, в которой b0 = am−1 и

bi+1 =
(
(bi, ri+1), bi

)
= (biri+1 − ri+1bi, bi) = 2biri+1bi − ri+1b

2
i − b2i ri+1

для ri+1 ∈ R при всех i � 0. Используя индукцию, несложно показать, что

b2i = 0 и bi+1 = 2biri+1bi ∈ (
R(−)

)2i+2−1
для каждого i � 0. Кольцо R не

содержит ненулевых строго нильпотентных элементов. Поэтому существует по
крайней мере одна цепочка {bi}i�0 такого вида, которая состоит из ненулевых
элементов. Таким образом, если в кольце R имеются нетривиальные нильпо-
тентные элементы, то они содержатся в его подмножестве

(
R(−)

)n
при любом

n � 1.
С другой стороны, если при некотором целом n � 1 множество

(
R(−)

)n
содержит ненулевой правый делитель нуля c, c2 �= 0, dc = 0 для подходящего
0 �= d ∈ R, то

(c, rd) = crd− rdc = crd ∈ (R(−)
)n+1

, (crd)2 = 0

при всех r ∈ R. Так как кольцо R первично, мы можем подобрать такой элемент
h ∈ R, что chr �= 0. Аналогичное построение можно провести также для левых
делителей нуля из

(
R(−)

)n
. Значит, множество

(
R(−)

)n
, имеющее нетривиаль-

ные делители нуля, содержит и ненулевые нильпотентные элементы.

Замечание 4.16 ([53, лемма 2.6]). Пусть R—ассоциативная алгебра с еди-
ницей над полем нулевой характеристики, G—конечномерная простая ком-
плексная алгебра Ли с системой корней Σ и π—неприводимое представление
алгебры G на конечномерном комплексном векторном пространстве V размер-
ности n. Тогда алгебра матриц Mn(R) и подкольцо, порождённое элементами
элементарной группы Шевалле Eπ(Σ, R), совпадают, а потому в группе GLn(R)
центр C

(
GLn(R)

)
равен централизатору её подгруппы Eπ(Σ, R).

Другими словами, кольцо эндоморфизмов EndR
(
M(R)

)
модуля M(R) (см.

выше) совпадает с подкольцом, порождённым автоморфизмами из Eπ(Σ, R).
Напомним также, что центр полной линейной группы GLn(R) над любым

кольцом с единицей R определяется равенством

C
(
GLn(R)

)
=
{
cE
∣∣ c ∈ U

(
Z(R)

)}
= GLn(R) ∩ Z(Mn(R)

)
,

где, как и прежде, через Z(R) и Z
(
Mn(R)

)
= {zE | z ∈ Z(R)} обозначены

центры кольца R и кольца матриц над ним Mn(R), через U
(
Z(R)

)
— группа

обратимых элементов кольца Z(R).
Замечание 4.17 ([53, замечание 2.5]). Пусть Σ+ —подсистема положи-

тельных корней системы корней Σ. Тогда элементы системы Σ+ = {βk}k�1

можно перенумеровать таким образом, что для любых i, j � 1 выполняется
включение

{mβi + nβj ∈ Σ | m,n > 0} ⊆ {βp | 1 � p � max{i, j} − 1}.
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Используя введённые ранее обозначения, мы можем переформулировать вы-
воды пунктов 2—4 доказательства теоремы 2.2 из работы [53] следующим об-
разом.

Предложение 4.18. Пусть R—ассоциативная алгебра с единицей над по-
лем нулевой характеристики, G—конечномерная простая комплексная алгебра
Ли с системой корней Σ и подсистемой положительных корней Σ+, π—непри-
водимое представление алгебры G на конечномерном комплексном векторном
пространстве V размерности n, µ+ и µ−— старшие веса представления π,
отвечающие подсистемам Σ+ и −Σ+, A— такая нормализуемая элементарной
группой Шевалле Eπ(Σ, R) подгруппа в группе GLn(R), что A ∩ Mn

(
Z(R)

)
=

= A ∩ C(GLn(R)
) �= A, где Z(R) и C

(
GLn(R)

)
—центры алгебры R и группы

GLn(R). Если в группе A имеется элемент g /∈ C
(
GLn(R)

)
, удовлетворящий

для любых u ∈ Z(R) и τ ∈ Σ+ условию [g, xτ (u)] = E, то она содержит также
элемент E + yE11

µ−µ+ для некоторого y ∈ R \ Z(R).

Замечание 4.19. Пусть R—алгебра с единицей 1 над полем F, y—нильпо-
тентный элемент алгебры R и g—многочлен из F[x] с ненулевым постоянным
коэффициентом. Тогда в алгебре R подкольцо Y , которое порождают элементы
1 + fyg(fy), f ∈ F, совпадает с подкольцом

Y ′ = Z · 1 +
∑
i�1

Fyi.

Доказательство. Для нулевого y это утверждение выполняется очевидным
образом. Поэтому можно считать, что yk �= yk+1 = 0 для некоторого k � 1.
Ясно, что подкольцо Y содержит единицу 1 алгебры R и входит в подкольцо Y ′

указанного вида. По условию g(x) = g0 + g1x+ . . .+ gpx
p для некоторых gj ∈ F,

p � 0, где g0, gp �= 0. Следовательно, при всех m � 1 и f1, . . . , fm ∈ F

m∏
i=1

fiyg(fiy) =
m∏
i=1

(min{p,k−1}∑
j=0

gjf
j+1
i yj+1

)
=

= gm0

( m∏
i=1

fi

)
ym +

k∑
q=m+1

hqm(f1, . . . , fm)yq,

где через hqm = hqm(x1, . . . , xm) обозначен подходящий однородный коммута-
тивный многочлен с коэффициентами из поля F от переменных x1, . . . , xm, не
зависящий от выбранных элементов f1, . . . , fm. Применяя последнее выражение
последовательно для всех m = k, . . . , 1, мы сразу получаем, что кольцо Y со-
держит все элементы вида fym, m = k, . . . , 1, f ∈ F. Значит, подкольца Y и Y ′

алгебры R совпадают.
В частности, если поле F имеет нулевую характеристику, то подкольцо

Y = Y ′ совпадает с подкольцом алгебры R, которое порождают элементы
(1 + fy)l, f ∈ F, где l—произвольное фиксированное ненулевое целое чис-
ло, а также с подкольцом, порождённым элементами exp(fy), f ∈ F.
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Используя стандартные соображения, связанные с определителем Вандер-
монда, несложно вывести следующее утверждение.
Замечание 4.20. Пусть R—алгебра с единицей 1 над бесконечным полем F.

Тогда для любых n � 0 и r0, . . . , rn ∈ R подпространство алгебры R, которое

порождают элементы
n∑
i=0

f iri, f ∈ F, совпадает с её подпространством
n∑
i=0

Fri.

Определение 4.21. Пусть m � 1 и R—ассоциативное кольцо. Будем гово-
рить, что кольцо R удовлетворяет m-условию, если m-й член

(
R(−)

)m
нижнего

центрального ряда присоединённого к нему кольца Ли R(−) или равен нулю,
или содержит по крайней мере один элемент, не являющийся двусторонним
делителем нуля в R.

Теорема 4.22. Пусть G—конечномерная простая комплексная алгебра Ли
с системой корней Σ ранга l � 1, π—неприводимое представление алгебры G
на конечномерном комплексном векторном пространстве V размерности n > 3,
m—максимальный среди индексов нильпотентности образов элементов корне-
вых подпространств алгебры G в представлении π, R—ассоциативная алгебра
с единицей 1 над полем F характеристики нуль, для которой каждая первичная
фактор-алгебра, не содержащая ненулевых локально нильпотентных идеалов,
имеет центр, не являющийся целой алгеброй над полем рациональных чисел,
и в случае m � 3 удовлетворяет (m − 1)-условию. Тогда во всякой нормали-
зуемой элементарной группой Шевалле Eπ(Σ, R) подгруппе A группы GLn(R)
выполняется равенство

T(A) = C
(
A,E + Mn

(
L(R)

))
= A ∩ C

(
GLn(R), E + Mn

(
L(R)

))
.

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3.16, данное равенство
достаточно установить только для произвольной слабо разрешимой подгруппы B
группы GLn(R), нормализуемой её подгруппой Eπ(Σ, R).

Пусть P —первичный идеал алгебры R, фактор-алгебра R/P по которому не
имеет нетривиальных локально нильпотентных идеалов, BP —образ подгруп-
пы B в группе GLn(R/P ) при естественном эпиморфизме матричных алгебр

ΦP : Mn(R) → Mn(R/P ),

продолжающем каноническую редукцию R → R/P алгебры R по модулю иде-
ала P . Тогда группа BP является слабо разрешимой и нормализуется обра-
зом ΦP

(
Eπ(Σ, R)

)
= Eπ(Σ, R/P ) подгруппы Eπ(Σ, R) в группе GLn(R/P ) =

= ΦP
(
GLn(R)

)
. Предположим, что группа BP не входит в центр Z

(
Mn(R/P )

)
алгебры Mn(R/P ) (и, значит, также в центр группы GLn(R/P )).

В первую очередь отметим, что при данном условии первичная алгебра R/P
не удовлетворяет никакому собственному полиномиальному тождеству. Дей-
ствительно, в противном случае, если R/P является PI-алгеброй, то, как уже
отмечалось в разделе 2, алгебра R/P , и потому кольцо матриц Mn(R/P ) над
ней, вложимы в алгебры матриц над некоторым полем. По предложению 2.9 и за-
мечаниям 4.16, 1.9 в первичной PI-алгебре Mn(R/P ) каждая слабо разрешимая
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подгруппа группы её обратимых элементов GLn(R/P ), нормализуемая группой
Eπ(Σ, R/P ), и в том числе группа BP , содержатся в центре Z

(
Mn(R/P )

)
этой

алгебры, что противоречит нашему предположению.
В частности, если m � 3, то из (m− 1)-условия для алгебры R/P сразу же

вытекает, что её подмножество
(
R/P (−)

)m−1
содержит элементы, не являющи-

еся двусторонними делителями нуля в R.
Так как центр Z(R/P ) алгебры R/P является первичной коммутативной ал-

геброй, все слабо разрешимые подгруппы группы GLn
(
Z(R/P )

)
, нормализуемые

подгруппой Eπ
(
Σ, Z(R/P )

)
, и среди них подгруппа BP ∩GLn

(
Z(R/P )

)
, содер-

жатся в её центре C
(
GLn

(
Z(R/P )

))
= C

(
GLn(R/P )

)
(см. предложение 2.9 и

замечания 4.16, 1.9). Поэтому мы получаем также, что

BP �= BP ∩ GLn
(
Z(R/P )

)
= BP ∩ Mn

(
Z(R/P )

)
= BP ∩ C(GLn(R/P )

)
.

Пункт 1. В системе Σ выделим подсистему положительных корней Σ+ =
= {βk}k�1 и упорядочим последнюю таким образом, что

{pβi + qβj ∈ Σ | p, q > 0} ⊆ {βk | 1 � k � max{i, j} − 1}
при всех 1 � i, j � Card(Σ+) (см. замечание 4.17). Обозначим также через µ+

и µ− старшие веса представления π, которые отвечают подсистемам Σ+ и −Σ+,
и через {εi}li=1 —подсистему простых корней в системе Σ+.

Из приведённого ранее описания действия операторов {π(Xα)} на простран-
стве V сразу следует, что для всякого конечного подмножества Ξ в системе Σ+

подалгебра M(Ξ) алгебры Mn(R/P ), порождённая всеми элементами gπ(Xβ),
где β пробегает Ξ, g—подалгебру Z(Ξ), состоящую из матриц d ∈ Mn(R/P ),
которые перестановочны с каждым π(Xξ) для ξ ∈ Ξ, нильпотентна. Поэтому
в группе GLn(R/P ) ей соответствует нильпотентная подгруппа E +M(Ξ). От-
метим, что в нильпотентную группу E+M(Ξ) входят все элементы xβ(r), r ∈ R,
β ∈ Ξ.

Для любых корня α ∈ Σ и элемента b ∈ BP обозначим через BP (b, α) под-
группу группы BP , которую порождают все элементы bxα(r) = xα(r)bxα(−r),
r ∈ R/P . Тогда, используя лемму 4.14 с a = π(Xα) и сделанные ранее замеча-
ния (в случае m � 3), мы можем для всякого b ∈ BP \Z(Mn(R/P )

)
определить

элемент b(α) ∈ BP (b, α), такой что b(α) /∈ Z
(
Mn(R/P )

)
и [b(α), xα(r)] = E

при каждом r ∈ R/P . В частности, можно выбрать элемент b1 = b(β1) ∈
∈ BP \ Z(Mn(R/P )

)
, для которого [b1, xβ1(r)] = E при всех r ∈ R/P .

Пользуясь индукцией, покажем, что для каждого 1 � k � Card(Σ+) в груп-
пе BP имеется элемент bk, который удовлетворяет условиям bk /∈ Z

(
Mn(R/P )

)
и [bk, xβi

(r)] = E для всех i = 1, . . . , k и r ∈ R/P , где корни {βj} составляют
выбранную нами ранее упорядоченную систему положительных корней Σ+.

Основание индукции для k = 1 выполнено. Допустим, что для некоторого
1 � k < Card(Σ+) элемент bk ∈ BP с требуемыми свойствами уже найден.
Построим с его помощью элемент bk+1.
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По изложенному выше в подгруппе BP (bk, βk+1) группы BP имеется эле-
мент b′ = bk(βk+1), такой что b′ /∈ Z

(
Mn(R/P )

)
и [b′, xβk+1(r)] = E при всех

r ∈ R/P . При этом, как и любой элемент группы BP (bk, βk+1), b′ является про-
изведением подходящего конечного набора элементов вида xβk+1(h)b

p
kxβk+1(−h),

где h ∈ R/P и 0 �= p ∈ Z. Пользуясь упорядочением Σ+ и коммутаторной фор-
мулой Шевалле, мы можем для любых h ∈ R/P , u ∈ Z(R/P ) и i = 1, . . . , k
записать

xβi
(u)xβk+1(h)xβi

(−u) = xβk+1(h)
k∏
j=1

xβj

(
ri,k+1,j(h, u)

)
,

подобрав соответствующие ri,k+1,j(h, u) ∈ R/P . Поэтому в силу условий, нало-
женных на выбор bk, мы получаем, что

[xβk+1(h)b
p
kxβk+1(−h), xβi

(u)] = E

при всех h ∈ R/P , u ∈ Z(R/P ), i = 1, . . . , k и p ∈ Z. Значит,

[b′, xβj
(u)] = E, u ∈ Z(R/P ), j = 1, . . . , k + 1,

или, что равносильно, b′π(Xβj
) = π(Xβj

)b′ при любом j = 1, . . . , k + 1.
Следовательно, если положить Ξk+1 = {β1, . . . , βk+1} и определить для этого

набора нильпотентную подалгебру M(Ξk+1) алгебры Mn(R/P ), то

[b′, xβj
(r)] = exp(b′rπ(Xβj

)b′−1) exp
(−rπ(Xβj

)
) ∈ E +M(Ξk+1) ∩BP

для произвольных r ∈ R/P и j = 1, . . . , k+1. Из доказательства леммы 4.14 вы-
текает также, что коммутатор [t, xα(r)], t ∈ GLn(R/P ), r ∈ R/P , входит в центр
Z
(
Mn(R/P )

)
алгебры Mn(R/P ), если и только если он совпадает с единичной

матрицей E.
Положим теперь d0 = b′ и определим элементы {dq}q�0 индуктивно:
dq+1 = dq, если [dq, xξ(r)] = E для любых r ∈ R/P и ξ ∈ Ξk+1,
dq+1 = [dq, xξq+1(rq+1)] �= E, если подобные rq+1 ∈ R/P и ξq+1 ∈ Ξk+1

существуют.
По построению dq ∈ BP \ Z(Mn(R/P )

)
при всех q � 0. Кроме того, по-

скольку группа E + M(Ξk+1) нильпотентна, найдётся номер p � 0, такой что
dp = dp+1 = di, i � p. Поэтому мы можем взять bk+1 = dp.

Таким образом, группа BP содержит элемент bk с указанными свойствами
при любом k = 1, . . . ,Card(Σ+).

Пункт 2. По доказанному в группу BP входит элемент bCard(Σ+), который не
принадлежит центру Z

(
Mn(R/P )

)
алгебры Mn(R/P ) и коммутирует с каждым

элементом xβ(r), r ∈ R/P , β ∈ Σ+. К тому же в силу сказанного ранее

BP ∩ Mn

(
Z(R/P )

)
= BP ∩ C(GLn(R/P )

) �= BP .

Поэтому согласно предложению 4.18 для некоторого y ∈ R/P \ Z(R/P ) в груп-
пе BP содержится элемент d = E + yE11

µ−µ+ .
Элемент d можно рассматривать также как элемент пересечения BP ∩Mn(Y ),

где через Y обозначена подалгебра алгебры R/P , порождённая элементом y
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и центром Z(R/P ) этой алгебры. Алгебра матриц Mn(Y ) над коммутативной
алгеброй Y является PI-алгеброй. Поэтому в силу предложения 2.9 и замеча-
ний 4.16, 1.9 группа BP ∩ Mn(Y ) вместе со всеми нормализуемыми группой
Eπ(Σ, Y ) слабо разрешимыми подгруппами группы GLn(Y ) входит в её центр
C
(
GLn(Y ), E + Mn

(
Rad(Y )

))
,

C
(
GLn(Y ), E + Mn

(
Rad(Y )

))
=

=
{
g ∈ GLn(Y )

∣∣ [g, g′] ∈ E + Mn

(
Rad(Y )

)
, g′ ∈ GLn(Y )

}
=

=
{
g ∈ GLn(Y )

∣∣ (g, t) = gt− tg ∈ Mn

(
Rad(Y )

)
, t ∈ Mn(Y )

}
,

по локально нильпотентной подгруппе E + Mn

(
Rad(Y )

)
, соответствующей пер-

вичному радикалу Rad
(
Mn(Y )

)
= Mn

(
Rad(Y )

)
алгебры Mn(Y ). Отсюда следу-

ет, что элемент y содержится в первичном радикале Rad(Y ) алгебры Y .
Так как в коммутативной алгебре первичный радикал совпадает с множе-

ством всех её нильпотентных элементов, ненулевой элемент y является нильпо-
тентным, yk = 0 для подходящего k � 2.

Пользуясь описанием действия автоморфизма hα(v), v ∈ U(R/P ), α ∈ Σ, на
группе M(R/P ), несложно получить равенство

hα(v)dhα(v)−1 = hα(v)dhα(v−1) = E +
(
v〈µ

−,α〉yv−〈µ+,α〉)E11
µ−µ+ ,

где, как и прежде, в угловых скобках указано соответствующее число Картана.
Если элементы v и y перестановочны между собой, то оно примет вид

hα(v)dhα(v)−1 = E +
(
yv〈µ

−−µ+,α〉)E11
µ−µ+ .

Напомним, что в системе положительных корней Σ+ каждый элемент мож-
но, причём единственным образом, записать как линейную комбинацию с поло-
жительными целыми коэффициентами её простых корней {εi}li=1 (см., напри-
мер, [15]). Поэтому с учётом сказанного ранее о структуре весов представле-
ния π мы можем подобрать такие целые m1, . . . ,ml � 0, не все из которых

являются нулевыми, что µ+ = µ− +
l∑
i=1

miεi.

Поскольку матрица Картана K = (kij)li,j=1, составленная из рациональных
чисел kij = 〈εj , εi〉, невырожденна, найдётся i, 1 � i � l, для которого p =

=
l∑

j=1

mjkij �= 0. Следовательно, при любом w ∈ U(R/P ), wy = yw, в группу

BP входит элемент

hεi(w)dhεi(w)−1 = E + yw−pE11
µ−µ+ .

Более того, для всех w1, . . . , wq ∈ U(R/P ), wjy = ywj , ей принадлежит элемент

q∏
j=1

hεi(wj)dhεi(wj)
−1 = E + y

( q∑
j=1

w−p
j

)
E11
µ−µ+ .
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Значит, для произвольного множества элементов W , W ⊆ U(R/P ), такого что
wy = yw и ww′ = w′w при любых w,w′ ∈W , группа BP содержит все элементы
вида E + yvE11

µ−µ+ , где v пробегает подкольцо, порождённое элементами w−p,
w ∈ W . В частности, это справедливо для W = {1 + fy | f ∈ F}. Поэтому
согласно замечанию 4.19 в группу BP входит также элемент E + ysE11

µ−µ+ при
всех s � 1.

Заметим, что степень ys, s > 1, ненулевого нильпотентного элемента y может
лежать в центре Z(R/P ) первичной алгебры R/P , если и только если ys = 0.

Итак, мы можем считать, что E + zE11
µ−µ+ ∈ BP для некоторого z ∈

∈ R/P \ Z(R/P ), z �= z2 = 0.
Из теоремы Пуанкаре—Биркгофа—Витта (см. [15, с. 178, теорема 3]) и непри-

водимости представления π следует, что для каждого его веса ν

Ej1νµ+ ⊂
∑

t(σ)�0, σ∈Σ+∑
σ∈Σ+

t(σ)σ=µ+−ν

Q
∏
σ∈Σ+

π(Xσ)t(σ)E11
µ+µ+ ,

E1j
µ+ν ⊂

∑
t(σ)�0, σ∈Σ+∑

σ∈Σ+
t(σ)σ=µ+−ν

QE11
µ+µ+

∏
σ∈Σ+

π(X−σ)t(σ),

Ej1νµ− ⊂
∑

t′(σ)�0, σ∈Σ+∑
σ∈Σ+

t′(σ)σ=ν−µ−

Q
∏
σ∈Σ+

π(X−σ)t
′(σ)E11

µ−µ− ,

E1j
µ−ν ⊂

∑
t′(σ)�0, σ∈Σ+∑

σ∈Σ+
t′(σ)σ=ν−µ−

QE11
µ−µ−

∏
σ∈Σ+

π(Xσ)t
′(σ)

при всех j = 1, . . . ,mult(ν) (см. [53, доказательство леммы 2.6]), где умножение
в правой части записывается в любом фиксированном порядке, выбранном для
системы Σ+.

В частности, можно подобрать набор корней b = {γi}si=1 из системы Σ+,
такой что

s∑
i=1

γi = µ+ − µ−, π(X−γ1) · · ·π(X−γs
) = qbE

11
µ+µ−

для некоторого ненулевого целого qb. Обозначим через S совокупность всех на-
боров корней, удовлетворяющих этим условиям. Каждому набору a ∈ S поставим
в соответствие конечную строчку чисел

sh(a) = (s1(a), . . . , sj(a), . . .),

в которой при всех j � 1 координата sj(a) равна числу корней высоты j в этом
наборе (напомним, что высотой корня называется сумма модулей коэффициентов
совпадающей с ним целочисленной линейной комбинации простых корней).
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Множество строк S = {sh(a) | a ∈ S} можно снабдить следующим отноше-
нием порядка: sh(a) < sh(a′), если существует i � 1, при котором si(a) < si(a′),
sj(a) = sj(a′) для всех j > i.

Выберем теперь набор корней c = {ζi}ki=1 ∈ S, для которого соответствующая
строка sh(c) является максимальным элементом множества S в смысле указан-
ного лексикографического упорядочения. Тогда для каждой перестановки τ из
симметрической группы Sk степени k должно выполняться равенство

0 �= qcE
11
µ+µ− = π(X−ζ1) · · ·π(X−ζk

) = π(X−ζτ(1)) · · ·π(X−ζτ(k)).

Действительно, в противном случае по определению базиса Шевалле существует
номер i, 1 � i < k, такой что ζi + ζi+1 ∈ Σ+ и

qcE
11
µ+µ− − π(X−ζ1) · · ·π(X−ζi−1)π(X−ζi+1)π(X−ζi

)π(X−ζi+2) · · ·π(X−ζk
) =

= π(X−ζ1) · · ·π(X−ζi−1)
(
π(X−ζi

)π(X−ζi+1) − π(X−ζi+1)π(X−ζi
)
)×

× π(X−ζi+2) · · ·π(X−ζk
) =

= q′π(X−ζ1) · · ·π(X−ζi−1)π(X−ζi−ζi+1)π(X−ζi+2) · · ·π(X−ζk
) = q′′E11

µ+µ− �= 0

для некоторых ненулевых целых q′ и q′′, а потому набор c′ = {ζ ′j}k−1
j=1 , в котором

ζ ′j = ζj , j = 1, . . . , i− 1, ζ ′i = ζi + ζi+1 и ζ ′j′ = ζj′+1, j′ = i+ 1, . . . , k − 1, входит
в множество S и sh(c) < sh(c′). Противоречие.

Используя индукцию, можно показать, что при всех i = 2, . . . , k и r1, . . . , rk ∈
∈ R/P выполняется равенство

[. . . [x−ζ1(r1), x−ζ2(r2)] · · ·x−ζi
(ri)] =

= E +
(
. . .
(
r1π(X−ζ1), r2π(X−ζ2)

) · · · riπ(X−ζi
)
)

+

+
∑

p1,...,pi�1
p1+...+pi�i+1

f(p1,...,pi)

(
r1π(X−ζ1), . . . , riπ(X−ζi

)
)
,

где f(p1,...,pi)(x1, . . . , xi)—подходящие некоммутативные полиоднородные много-
члены полистепени (p1, . . . , pi) с рациональными коэффициентами, не зависящие
от элементов {rjπ(X−ζj

)}kj=1. Здесь, как и прежде, (x1, x2) = x1x2 −x2x1 и для
каждого j � 1

(. . . (x1, x2) · · ·xj+1) =
(
(. . . (x1, x2) · · ·xj), xj+1

)
.

Поэтому из определения старшего веса и установленного выше соотношения
для выбранного набора корней c = {ζj}kj=1 сразу следует, что при i = k

[. . . [x−ζ1(r1), x−ζ2(r2)] . . . x−ζk
(rk)] = E + qc(. . . (r1, r2) . . . rk)E11

µ+µ− .

Отсюда вытекает, что группа E +
(
(R/P )(−)

)k
E11
µ+µ− —подгруппа группы

Eπ(Σ, R/P ).
Значит, вместе с элементом E + zE11

µ−µ+ , z �= z2 = 0, группа BP содержит

для любых t, t′ ∈ ((R/P )(−)
)k
элементы вида
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[E + zE11
µ−µ+ , E + (t, z)E11

µ+µ− ] =

= (E + ztz(E11
µ−µ− + E11

µ+µ+) + (t, z)E11
µ+µ−)(E − (t, z)E11

µ+µ−) =

= E + ztz(E11
µ−µ− + E11

µ+µ+) − ztztzE11
µ+µ− ,[

[E + zE11
µ−µ+ , E + (t, z)E11

µ+µ− ], E + t′E11
µ+µ−

]
= E +

(
(ztz, t′) − ztzt′ztz

)
E11
µ+µ− .

Тогда, повторяя приведённые в начале этого пункта рассуждения из доказатель-
ства нильпотентности элемента y, мы получаем, что каждый элемент (ztz, t′)−
− ztzt′ztz, t, t′ ∈ (

(R/P )(−)
)k
, тоже является нильпотентным для некоторого

индекса q(t, t′) � 1,
(
(ztz, t′) − ztzt′ztz

)q(t,t′) = 0.
При помощи индукции несложно показать, что для всякого j � 1(

(ztz, t′) − ztzt′ztz
)j
z = (ztz, t′)jz = (ztzt′)jz.

При j = q(t, t′) это сразу даёт нам равенство (ztzt′)q(t,t
′)z = 0. В частности,

если взять произвольный r ∈ R/P и положить t(r) = r для k = 1 и

t(r) = (. . . (r, zr) . . . zr)︸ ︷︷ ︸
k−1

для k > 1, тогда zt(r)z = (zr)kz,
(
zt(r)zt(r)

)q
z = (zr)2qkz = 0 при соответству-

ющем q = q(r) = q
(
t(r), t(r)

)
� 1. Полагая в последнем равенстве r = r′r′′ для

r′, r′′ ∈ R/P , мы получаем также, что

(zr′r′′)2qkz = r′′(zr′r′′)2qkzr′ = (r′′zr′)2qk+1 = 0.

Таким образом, для любых r′, r′′ ∈ R/P элемент r′zr′′ нильпотентен.
Пункт 3. Обозначим через G подалгебру алгебры R/P , которую над основ-

ным полем порождают элемент z и элементы подалгебры zR/Pz. Подалгебра G
является алгеброй с нулевым умножением и совпадает с суммой подпростран-
ства zR/Pz и одномерного подпространства, порождённого z. Поэтому алге-
брой с нулевым умножением является входящая в алгебру Mn(R/P ) подалгебра
Mn(G) матриц с коэффициентами из алгебры G, а множество E + Mn(G) обра-
зует абелеву подгруппу группы GLn(R/P ), в которой (E+g)(E+g′) = E+g+g′

для любых g, g′ ∈ Mn(G).
В группу BP вместе с каждой матрицей E + g, g ∈ Mn(G) (в частности,

вместе с матрицей E + zE11
µ−µ+), при всех r ∈ R/P и α ∈ Σ входят элементы

xα(rz)(E + g)xα(−rz) = E + gxα(−rz), xα(zr)(E + g)xα(−zr) = E + xα(zr)g.

С учётом свойств умножения в группе BP ∩E + Mn(G) отсюда можно вывести,
что последняя вместе со всяким элементом E + g содержит также элементы
E+gv и E+v′g, где v и v′ пробегают подкольца алгебры Mn(R/P ), порождённые
всеми xα(rz), α ∈ Σ, r ∈ R/P , и всеми xα(zr), α ∈ Σ, r ∈ R/P , соответственно.
В силу замечания 4.19 это означает, что

E + g
(
rzπ(Xα)

)
, E +

(
zrπ(Xα)

)
g ∈ BP ∩ E + Mn(G)



94 A. Ю. Голубков

для произвольных r ∈ R/P , α ∈ Σ и E + g ∈ BP ∩ E + Mn(G). Применяя
сказанное, например, к E+g = E+zE11

µ−µ+ , мы сразу получаем, что при любых
α ∈ Σ и r, r′ ∈ R/P

E + zrzr′zπ(Xα)π(X−α)E11
µ−µ+ =

= E + zrzr′z
(
π(Xα)π(X−α) − π(X−α)π(Xα)

)
E11
µ−µ+ =

= E + zrzr′zπ(Hα)E11
µ−µ+ = E + 〈µ−, α〉zrzr′zE11

µ−µ+ ∈ BP ∩ E + Mn(G),

где, как обычно, Hα = [Xα,X−α]—элемент картановской подалгебры ал-
гебры Ли G, принадлежащий простой трёхмерной алгебре Ли с базисом
{X−α,Hα,Xα}. Так как по условию представление π является неприводимым,
найдётся по крайней мере один корень α ∈ Σ, для которого число Картана
〈µ−, α〉 = µ−(Hα) отлично от нуля. Поэтому в группе BP ∩ E + Mn(G) содер-
жатся все элементы E+zrzr′zE11

µ−µ+ для r, r′ ∈ R/P , а также их произведения,
т. е.

E + (zR/P )2zE11
µ−µ+ ⊂ BP ∩ E + Mn(G).

С учётом сказанного ранее в пункте 2 для любых весов µ и ν представле-
ния π, i = 1, . . . ,mult(µ) и j = 1, . . . ,mult(ν) можно записать

E1j
µ+ν =

∑
s=(s1,...,sCard(Σ+)), sq�0

Card(Σ+)∑
q=1

sqσq=µ+−ν

fsE
11
µ+µ+

Card(Σ+)∏
q=1

π(X−σq
)sq ,

Ei1µµ− =
∑

s′=(s′1,...,s
′
Card(Σ+)

), s′q�0

Card(Σ+)∑
q=1

s′qσq=µ−µ−

f ′s′
Card(Σ+)∏
q=1

π(X−σq
)s

′
qE11

µ−µ− ,

подобрав соответствующие рациональные числа {fs}, {f ′s′}, где {σq}—упорядо-
ченные произвольным фиксированным образом корни подсистемы Σ+.

Положим p = (m − 1)Card(Σ) = 2(m − 1)Card(Σ+). Тогда по сказанному
выше для любых весов µ и ν, среди которых либо µ �= µ−, либо ν �= µ+, и
элементов r1, . . . , rp ∈ R/P в группу BP ∩ E + Mn(G) входит элемент∏
s′=(s′1,...,s

′
Card(Σ+)

), s′q�0

Card(Σ+)∑
q=1

s′qσq=µ−µ−

∏
s=(s1,...,sCard(Σ+)), sq�0

Card(Σ+)∑
q=1

sqσq=µ+−ν

(
E + zr1z · · · zrpzf ′s′fs ×

×
(Card(Σ+)∏

q=1

π(X−σq
)s

′
q

)
E11
µ−µ+

(Card(Σ+)∏
q=1

π(X−σq
)sq

))
=
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= E + zr1z · · · zrpz
( ∑
s′=(s′1,...,s

′
Card(Σ+)

), s′q�0

Card(Σ+)∑
q=1

s′qσq=µ−µ−

∑
s=(s1,...,sCard(Σ+)), sq�0

Card(Σ+)∑
q=1

sqσq=µ+−ν

f ′s′fs ×

×
(Card(Σ+)∏

q=1

π(X−σq
)s

′
q

)
E11
µ−µ+

(Card(Σ+)∏
q=1

π(X−σq
)sq

))
=E + zr1z · · · zrpzEijµν .

Кроме того, группа BP∩E+Mn(G) содержит все возможные произведения таких
элементов, т. е. каждый элемент вида tijµν(h) = E + hEijµν для h ∈ (zR/P )pz =
= z(R/Pz)p.

Из описания действия элементов группы Eπ(Σ, R/P ) следует, что для любых
весов µ и ν представления π, i = 1, . . . ,mult(µ), j = 1, . . . ,mult(ν), α ∈ Σ,
r ∈ R/P и u ∈ U(R/P ) справедливо равенство

hα(u)rEijµνhα(u)−1 = u〈µ,α〉rEijµνu
−〈ν,α〉.

Поэтому, используя установленную в пункте 2 нильпотентность элемента rzr′

для всех r, r′ ∈ R/P и найденные ранее включения, мы получаем, что

hα(1 + rzr′)tijµν(h)hα(1 + rzr′)−1 = tijµν
(
(1 + rzr′)〈µ,α〉h(1 + rzr′)−〈ν,α〉) =

= E + (1 + rzr′)〈µ,α〉h(1 + rzr′)−〈ν,α〉Eijµν ∈ BP , h ∈ (zR/P )pz, r, r′ ∈ R/P.

Предположим теперь, что веса µ и ν или (и) индексы i и j различны. Тогда
для любых x, x′ ∈ R/P выполняется равенство

tijµν(x)t
ij
µν(x

′) = tijµν(x+ x′)

и, значит, множество

W ij
µν = {w ∈ R/P | tijµν(w) ∈ BP }

является подгруппой аддитивной группы алгебры R/P . По доказанному оно
содержит также подпространство Wµν алгебры R/P , порождённое всеми эле-
ментами

(1 + rzr′)〈µ,α〉h(1 + rzr′)−〈ν,α〉, h ∈ (zR/P )pz, r, r′ ∈ R/P, α ∈ Σ.

Для произвольного элемента f из основного поля F мы можем записать

(1 + frzr′)〈µ,α〉h(1 + frzr′)−〈ν,α〉 =

= h+ f(〈µ, α〉rzr′h− 〈ν, α〉hrzr′) +
2k∑
q=2

fq
( q∑
q′=0

cα(q, q′)(rzr′)q
′
h(rzr′)q−q

′
)
,

где k+1—индекс нильпотентности элемента rzr′, k � 0, и {cα(q, q′)}—некото-
рые (возможно, нулевые) целые числа, не зависящие от выбранных элементов f ,
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r, r′ и h. Поэтому в силу замечания 4.20 пространство Wµν совпадает с сум-
мой подпространства (zR/P )pz и подпространства, которое порождают элемен-

ты 〈µ, α〉rzr′h − 〈ν, α〉hrzr′ и
q∑

q′=0

cα(q, q′)(rzr′)q
′
h(rzr′)q−q

′
для q = 2, . . . , 2k,

h ∈ (zR/P )pz, r, r′ ∈ R/P и α ∈ Σ.
Если веса µ и ν являются к тому же ненулевыми, то мы можем выбрать

корни η, ζ ∈ Σ и элементы f, f ′ ∈ F, для которых 〈µ, η〉 �= 0, 〈ν, ζ〉 �= 0 и

f〈µ, η〉 + f ′〈µ, ζ〉 = fµν �= 0, f〈ν, η〉 + f ′〈ν, ζ〉 = f ′µν �= 0.

Следовательно, в этом случае при любых h ∈ (zR/P )pz и r, r′ ∈ R/P

f(〈µ, η〉rzr′h− 〈ν, η〉hrzr′) + f ′(〈µ, ζ〉rzr′h− 〈ν, ζ〉hrzr′) =
= fµνrzr

′h− f ′µνhrzr
′ ∈Wµν ,

tijµν(fµνrzr
′h− f ′µνhrzr

′) ∈ BP .

Пункт 4. По условию пространство V представления π имеет размерность
n > 3. Поэтому π обладает по меньшей мере тремя различными ненулевыми
весами µ1, µ2 и µ3. Для l = 1 это сразу следует из описания представле-
ний расщепляемой трёхмерной простой алгебры Ли (см. [15, с. 97—98]), а для
l > 1—из точности π и того факта, что аддитивная группа, порождённая веса-
ми π, является целочисленной решёткой ранга l в пространстве, сопряжённом
к подалгебре Картана рассматриваемой алгебры Ли G, и содержит в качестве
подгруппы решётку этого пространства, которую порождает система корней Σ
(см. [36, лемма 27]).

Согласно пункту 3 для любых 1 � q �= q′ � 3 в поле F можно подобрать
такие ненулевые элементы fqq′ = fµqµq′ и f

′
qq′ = f ′µqµq′ , что элементы

tii
′

µqµq′ (fqq′rzr
′h− f ′qq′hrzr

′), i = 1, . . . ,mult(µq), i′ = 1, . . . ,mult(µq′),

входят в группу BP при всех h ∈ (zR/P )pz и r, r′ ∈ R/P . Заметим также, что
для произвольных x, x′ ∈ R/P и 1 � q �= q′ �= q′′ � 3

[tii
′

µqµq′ (x), t
i′i′′
µq′µq′′ (x

′)] = tii
′′

µqµq′′ (xx
′)

при любых i = 1, . . . ,mult(mq), i′ = 1, . . . ,mult(µq′) и i′′ = 1, . . . ,mult(µq′′).
Возьмём любые две конечные системы элементов Z и Z ′, Z ⊂ R/P , Z ′ ⊂

⊂ (zR/P )pz, и положим

Zqq′ = {fqq′rzr′h− f ′qq′hrzr
′ | r, r′ ∈ Z, h ∈ Z ′}

для 1 � q �= q′ � 3. Поскольку группа BP слабо разрешима, найдётся номер
k = k(Z,Z ′) � 1, при котором

E = gk
(
t
i1i

′
1

µq1µq′1
(z1), . . . , t

i2k i
′
2k

µq
2k
µq′

2k
(z2k)

)
для всех возможных zj ∈ Zqjq′j , 1 � qj �= q′j � 3, ij = 1, . . . ,mult(µqj

), i′j =
= 1, . . . ,mult(µq′j ), j = 1, . . . , 2j . Следовательно, положив q′j = qj+1, ij = i′j = 1
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для j = 1, . . . 2k и определив индексы {qj} так, чтобы каждая их тройка
{qj , qj+1, qj+2} составляла полный набор {1, 2, 3} при j = 1, . . . , 2k − 1 (доста-
точно выбрать такие q1, q2, q3 и положить q3p+i = qi для i = 1, 2, 3, p � 1), мы
сразу получаем, что

E = gk
(
t11µq1µq2

(z1), . . . , t11µq
2k
µq

2k+1
(z2k)

)
= t11µq1µq

2k+1
(z1 · · · z2k)

для любых zj = fqjqj+1rjzr
′
jhj − f ′qjqj+1

hjrjzr
′
j , где rj , r

′
j ∈ Z и hj ∈ Z ′, т. е.

0 = z1 · · · z2k =
= (fq1q2r1zr

′
1h1 − f ′q1q2h1r1zr

′
1) · · · (fq2kq2k+1

r2kzr′2kh2k − f ′q2kq2k+1
h2kr2kzr′2k).

Так как z2 = zh = hz = hh′ = 0 при всех h, h′ ∈ (zR/P )pz, отсюда вытекает,
что

0 =
( 2k∏
j=1

fqjqj+1

)
z(r1zr′1h1)(r2zr′2h2) · · · (r2kzr′2kh2k) =

= z(r1zr′1h1)(r2zr′2h2) · · · (r2kzr′2kh2k), rj , r
′
j ∈ Z, hj ∈ Z ′, j = 1, . . . , 2k.

Выполнение последнего соотношения для произвольных конечных наборов эле-
ментов Z и Z ′, Z ⊂ R/P , Z ′ ⊂ (zR/P )pz, при соответствующем k � 1 означает,
что в идеале R/PzR/P алгебры R/P , который порождает элемент z, левый
идеал

J = (zR/P )pz +R/PzR/P (zR/P )pz,

порождённый элементами подалгебры (zR/P )pz, является локально нильпо-
тентным. Тогда локально нильпотентным является также двусторонний идеал
I = J+JR/PzR/P алгебры R/PzR/P , порождённый элементами её левого иде-
ала J (см. [1, гл. 1]). Более того, алгебра R/PzR/P является нильпотентным
расширением своего локально нильпотентного идеала I и потому тоже локаль-
но нильпотентна. В силу условий, наложенных на выбор первичного идеала P ,
в алгебре R/P нет ненулевых локально нильпотентных идеалов. Следовательно,
R/PzR/P = {0} и z = 0. Противоречие.

Таким образом, для всякого первичного идеала P алгебры R, фактор-алгебра
по которому не содержит нетривиальных локально нильпотентных идеалов, об-
раз BP подгруппы B в алгебре Mn(R/P ) принадлежит её центру Z

(
Mn(R/P )

)
,

т. е.

B = C
(
B,GLn(R) ∩ E + Mn(P )

)
=

= {b ∈ B | [b,B] ⊆ E + Mn(P )} = B ∩ C(GLn(R),GLn(R) ∩ E + Mn(P )
)
.

Поэтому, как и в финале доказательства теоремы 3.16, мы приходим к равен-
ствам
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B =
⋂

P∈Spec(R)
L(R/P )={0}

C
(
B,GLn(R) ∩ E + Mn(P )

)
=

= C

(
B,

⋂
P∈Spec(R)

L(R/P )={0}

(
GLn(R) ∩ E + Mn(P )

))
= C

(
B,E + Mn

(
L(R)

))
=

= C
(
B,E + L

(
Mn(R)

))
= B ∩ C

(
GLn(R), E + Mn

(
L(R)

))
=

= B ∩ C
(
GLn(R), E + L

(
Mn(R)

))
(см. также замечание 1.9).

Из приведённого доказательства следует, что данное описание слабо разре-
шимого радикала остаётся верным и в случаях n = 2, 3, которые соответствуют
системе корней единичного ранга, если, помимо всех перечисленных в теоре-
ме 4.22 условий, каждая первичная фактор-алгебра алгебры R, не имеющая
нетривиальных локально нильпотентных идеалов, не содержит также ненуле-
вых левых и правых ниль-идеалов (в частности, в этом случае локально ниль-
потентный радикал L(R) алгебры R совпадает с её радикалом Кёте K(R)) (см.
пункт 2 доказательства теоремы 4.22).

Аналогично следствиям 3.17 и 3.18 из теоремы 4.22 можно вывести следую-
щие утверждения.

Следствие 4.23. В условиях теоремы 4.22 слабо разрешимый радикал T(A)
группы A совпадает с центром C

(
A,PH(A)

)
по её локально нильпотентному

радикалу PH(A).

Следствие 4.24. Если в условиях теоремы 4.22 локально нильпотентный
радикал L(R) алгебры R равен её радикалу RN∗(R) (к примеру, если алгебра R
является счётно порождённой), то в группе A слабо разрешимый радикал T(A)
равен радикалу RN∗(A).

5. Радикалы унитарных групп
над кольцами с инволюцией

Следуя [11, 12], введём следующие определения.
Определение 5.1. В алгебре R над кольцом F с единицей 1 и инволюцией ∗

подмножество U(R, ∗) = {a ∈ R | a−1 = a∗} образует подгруппу в группе
U(R) её обратимых элементов, которую принято называть унитарной группой
алгебры R относительно инволюции ∗.
Определение 5.2. Набор элементов E = {eii, ei+1i+1, eii+1, ei+1i | i = 1, 3}

алгебры R над кольцом F с инволюцией ∗ называют e-системой, если
1) элементы {ejj | j = 1, . . . , 4} составляют в алгебре R ортогональную си-
стему плотных идемпотентов;
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2) e∗ii = ei+1i+1, e∗ii+1 = −eii+1, e∗i+1i = −ei+1i при каждом i = 1, 3;
3) eijepq = δjpeiq для всех возможных i, j, p и q.

Алгебру R с набором элементов E мы будем называть алгеброй с e-систе-
мой.

Достаточный запас примеров e-систем приводится в [8].
Определение 5.3. В алгебре R над кольцом F с единицей 1, 1/2, инво-

люцией ∗ и e-системой E = {eij} подгруппу E(E,R, ∗), которую порождают
элементы

ei(r) = 1 + eiir(1 − eii) − (1 − e∗ii)r
∗e∗ii − 1/2 eiir(1 − eii − e∗ii)r

∗e∗ii
для всех i = 1, . . . , 4 и r ∈ R, называют элементарной подгруппой унитарной
группы U(R, ∗) относительно системы E.

Сразу же отметим, что при всех j = 1, . . . , 4 и r ∈ R

ej(r)−1 = ej(r)∗ = ej(−r), tj(r) = tj(−r∗) = ej(re∗jj) = 1 + ejj(r − r∗)e∗jj .

В частности, для i = 1, 3 и любого элемента u из центра Z(R) алгебры R

ti(ueii+1) = t′i(u) = 1 + (u+u∗)eii+1, ti+1(uei+1i) = t′i+1(u) = 1 + (u+u∗)ei+1i.

Кроме того, для произвольных r, r′ ∈ R справедливы равенства

tj(r)tj(r′) = tj(r + r′),
[ej(r), tj(r′)] = 1,
ej(r)ej(r′) = ej(r + r′ + 1/2 ejjr′(1 − ejj − e∗jj)r

∗e∗jj) =

= ej(r + r′)tj(1/2 r′(1 − ejj − e∗jj)r
∗),

[ej(r), ej(r′)] = tj(r′(1 − ejj − e∗jj)r
∗).

Несложно показать, что элемент ej(r) входит в центр Z(R) алгебры R в том
и только в том случае, если он равен единице. Помимо этого, при каждом
i = 1, 3 алгебра R совпадает с подкольцом, которое порождают все её элементы
ei(r) и ei+1(r) для r ∈ R (см. [8, 10]).

Для удобства положим i∗ = i + 1, (i + 1)∗ = i, i = 1, 3. Возьмём любые
индексы p и q, 1 � p �= q, q∗ � 4, элемент r ∈ R и определим элементы

tpq(r) = ep(re∗qq) = eq(−r∗e∗pp) = tqp(−r∗) = 1 + eppre
∗
qq − eqqr

∗e∗pp.

Понятно, что tpq(r)tpq(r′) = tpq(r + r′), r, r′ ∈ R.
При всех r, r′ ∈ R выполняются также следующие коммутаторные соотноше-

ния

[tpq(r), tp(r′)] = [tpq(r), tq(r′)] = 1,

[tpq(r), tq∗(r′)] = tpq∗
(
re∗qq(r

′ − r′∗)
)
tp(1/2 re∗qq(r

′ − r′∗)eqqr∗),

[tpq(r), tp∗(r′)] = tp∗q
(
(r′∗ − r′)eppr

)
tq(1/2 r∗e∗pp(r

′ − r′∗)eppr),

[tpq(r), tpq∗(r′)] = tp(r′eqqr∗),

[tpq(r), tp∗q(r′)] = tq(r′
∗
eppr),
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из которых немедленно вытекают равенства

[tpq(r/2), tq∗(r′)][tpq(−r/2), tq∗(r′)]−1 = tpq∗
(
re∗qq(r

′ − r′∗)
)
,

[tpq(r), tq∗(r′/2)][tpq(−r), tq∗(−r′/2)]−1 = tp(1/2 re∗qq(r
′ − r′∗)eqqr∗),

[tpq(r/2), tp∗(r′)][tpq(−r/2), tp∗(r′)]−1 = tp∗q
(
(r′∗ − r′)eppr

)
,

[tpq(r), tp∗(r′/2)][tpq(−r), tp∗(−r′/2)]−1 = tq(1/2 r∗e∗pp(r
′ − r′∗)eppr).

Лемма 5.4. Пусть R—алгебра над кольцом F с 1, 1/2, инволюцией ∗ и
e-системой E = {eij}, A—подгруппа унитарной группы U(R, ∗), нормализуе-
мая связанной с системой E элементарной подгруппой E(E,R, ∗). Если в груп-
пу A входит элемент tpq(r) для некоторых r ∈ R и p, q, 1 � p �= q, q∗ � 4,
то A содержит также элементы tj(z) и tmn(z) для всех j = 1, . . . , 4,
1 � m �= n �= n∗ � 4, z ∈ (IJ)4, где I = RaR—идеал алгебры R, порождён-
ный элементом a = tpq(r)− 1, J —идеал центра Z(R) алгебры R, порождённый
всеми элементами v − v3, v = v∗ ∈ Z(R).

Доказательство. Элемент a = tpq(r) − 1 = eppre
∗
qq − eqqr

∗e∗pp кососиммет-
ричен (т. е. a∗ = −a) и потому порождённый им идеал I = RaR алгебры R
является её ∗-идеалом. Так как идеал I содержит элементы eppre

∗
qq и eqqr

∗epp,
∗-идеалы алгебры R, которые порождают эти элементы, совпадают между со-
бой и совпадают с идеалом I. Поскольку центр Z(R) алгебры R является её
∗-подалгеброй и идеал J алгебры Z(R) является её ∗-идеалом, произведение IJ
является ∗-идеалом алгебры R. Отметим также, что в случае, когда алгебра R
(и, значит, её подалгебра Z(R)) содержит 1/3, идеалы I и IJ совпадают.

Для любых x, y, z ∈ R положим

h(x, y) = [tp∗q∗(x), tpq(y)], g(x, y, z) =
[
[h(x, y), tpq(z)], 1 + eq∗q

]
.

Тогда из равенств

e∗qqh(x, y)
∗ = e∗qqtp∗q∗(x)tpq(−y)tp∗q∗(−x) =

= e∗qq + e∗qqx
∗eppye∗qq + e∗qqx

∗eppye∗qqx
∗epp,

e∗pph(x, y)
∗ = e∗pptp∗q∗(x)tpq(−y)tp∗q∗(−x) =

= e∗pp + e∗ppxeqqy
∗e∗pp − e∗ppxeqqy

∗e∗ppxeqq

сразу вытекает, что

h(x, y)tpq(z)h(x, y)∗ =
= tpq(z) + eppze

∗
qqx

∗eppye∗qq(1 + e∗qqx
∗epp) − eqqz

∗e∗ppxeqqy
∗e∗pp(1 − e∗ppxeqq) +

+ (1 − e∗qqx
∗epp)eppye∗qqx

∗eppze∗qq − (1 + e∗ppxeqq)eqqy
∗e∗ppxeqqz

∗e∗pp +

+ (1 − e∗qqx
∗epp)eppye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppye∗qq(1 + e∗qqx

∗epp) −
− (1 + e∗ppxeqq)eqqy

∗e∗ppxeqqz
∗e∗ppxeqqy

∗e∗pp(1 − e∗ppxeqq).



Радикал RN и слабо разрешимый радикал линейных групп над ассоциативными кольцами 101

Поэтому мы можем записать

[h(x, y), tpq(z)]e∗qq = h(x, y)tpq(z)h(x, y)∗(e∗qq − eppze
∗
qq) =

= e∗qq +
(
eppze

∗
qqx

∗eppye∗qq(1 + e∗qqx
∗epp) + (1 − e∗qqx

∗epp)eppye∗qqx
∗eppze∗qq +

+ (1 − e∗qqx
∗epp)eppye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppye∗qq(1 + e∗qqx

∗epp)
)
(e∗qq − eppze

∗
qq) =

= e∗qq + epp
(
h(1, 1, 1) + h(2, 1, 2) + h(2, 2, 1) + h(3, 2, 2)

)
e∗qq +

+ e∗qq
(
h′(2, 1, 1) + h′(3, 2, 1) + h′(4, 3, 2)

)
e∗qq,

где элементы h(i, j, k) и h′(i′, j′, k′) определяются следующим образом:

h(1, 1, 1) = ze∗qqx
∗eppy + ye∗qqx

∗eppz,

h(2, 1, 2) = −ze∗qqx∗eppye∗qqx∗eppz,
h(2, 2, 1) = ye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppy,

h(3, 2, 2) = −ye∗qqx∗eppze∗qqx∗eppye∗qqx∗eppz,
h′(2, 1, 1) = −x∗eppye∗qqx∗eppz,
h′(3, 2, 1) = −x∗eppye∗qqx∗eppze∗qqx∗eppy,
h′(4, 2, 2) = x∗eppye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppz.

В такой записи h(i, j, k) и h′(i′, j′, k′) индексы i и i′ соответствуют числу вхо-
ждений элемента x∗, индексы j и j′—числу вхождений элемента y, а индексы
k и k′—числу вхождений элемента z соответственно.

Следовательно, элемент g(x, y, z) можно представить в виде

g(x, y, z) = (1 + ([h(x, y), tpq(z)]e∗qq)eq∗q([h(x, y), tpq(z)]e
∗
qq)

∗)(1 − eq∗q) =

= tpq∗
(
f1(x, y, z)

)
tp
(
f2(x, y, z)

)
tq∗
(
f3(x, y, z)

)
,

взяв в качестве f1(x, y, z), f2(x, y, z) и f3(x, y, z) элементы

f1(x, y, z) =
∑

(i,j,k)∈P
epph(i, j, k)eq∗q +

+
∑

(i,j,k)∈P, (i′,j′,k′)∈P ′
epph(i, j, k)eq∗qh′(i′, j′, k′)∗eqq,

f2(x, y, z) = 1/2
( ∑

(i,j,k), (p,q,s)∈P
epph(i, j, k)eq∗qh(p, q, s)∗e∗pp

)
,

f3(x, y, z) = 1/2
( ∑

(i′,j′,k′)∈P ′
(e∗qqh

′(i′, j′, k′)eq∗q + eq∗qh
′(i′, j′, k′)∗eqq) +

+
∑

(i′,j′,k′), (p′,q′,s′)∈P ′
e∗qqh

′(i′, j′, k′)eq∗qh′(p′, q′, s′)∗eqq

)

для P = {(1, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (3, 2, 2)} и P ′ = {(2, 1, 1), (3, 2, 1), (4, 2, 2)}.
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С учётом найденных ранее коммутационных соотношений имеем

g(x, y, z)g(x′, y′, z′) = tpq∗
(
f1(x, y, z) + f1(x′, y′, z′)

)×
× tp

(
f2(x, y, z) + f2(x′, y′, z′)

)
tq∗
(
f3(x, y, z) + f3(x′, y′, z′)

)
при любых x, x′, y, y′, z, z′ ∈ R. Поэтому

g1(x, y, z) = g(x, y, z)g(x, y,−z)∗ =

= tpq∗
(
f11(x, y, z)

)
tp
(
f12(x, y, z)

)
tq∗
(
f13(x, y, z)

)
,

f1j(x, y, z) = fj(x, y, z) − fj(x, y,−z), j = 1, 2, 3,
g2(x, y, z) = g1(x, y, z)g(x,−y, z)∗ =

= tpq∗
(
f21(x, y, z)

)
tp
(
f22(x, y, z)

)
tq∗
(
f23(x, y, z)

)
,

f2j(x, y, z) = f1j(x, y, z) − f1j(x,−y, z), j = 1, 2, 3,
g3(x, y, z) = g2(x, y, z)g(−x, y, z)∗ =

= tpq∗
(
f31(x, y, z)

)
tp
(
f32(x, y, z)

)
tq∗
(
f33(x, y, z)

)
,

f3j(x, y, z) = f2j(x, y, z) − f2j(−x, y, z), j = 1, 2, 3.

Ясно, что при каждом j = 1, 2, 3 элемент f1j(x, y, z) является умноженной на 2
суммой слагаемых из представления fj(x, y, z), в которых элемент z (с учё-
том z∗) встречается нечётное число раз, f2j(x, y, z)—умноженной на 4 суммой
слагаемых из записи fj(x, y, z), содержащих уже нечётные количества и z (вме-
сте с z∗), и y (вместе с y∗), и, наконец, f3j(x, y, z)—умноженной на 8 суммой тех
слагаемых из fj(x, y, z), запись которых содержит нечётные количества z (вме-
сте с z∗), y (вместе с y∗) и x (вместе с x∗). Нетрудно заметить, что в последнем
случае

f31(x, y, z) = 8(epph(1, 1, 1)eq∗q + epph(3, 2, 2)eq∗qh′(2, 1, 1)∗eqq +
+ epph(2, 1, 2)eq∗qh′(3, 2, 1)∗eqq + epph(1, 1, 1)eq∗qh′(4, 2, 2)∗eqq),

f32(x, y, z) = f33(x, y, z) = 0,

а потому g3(x, y, z) = tpq∗
(
f31(x, y, z)

)
.

Значит, для произвольного v = v∗ ∈ Z(R)

g4(x, y, z, v) = tpq∗
(
f31(x, y, vz/8)

)
tpq∗

(−v3f31(x, y, z/8)
)

=

= tpq∗
(
(v − v3)epph(1, 1, 1)eq∗q

)
=

= tpq∗
(
(v − v3)epp(ze∗qqx

∗eppy + ye∗qqx
∗eppz)eq∗q

)
.

Кроме того, в силу равенств, приведённых перед началом доказательства,
имеем

g5(x, y, z, v) = [g4(x∗/2, y, z, v), 1 + eqq∗ ][g4(−x∗/2, y, z, v), 1 + eqq∗ ]∗ =

= tpq
(
(v − v3)(ze∗qqxeppy + ye∗qqxeppz)

)
,

g6(x, y, z, v) = g5(x, y, ye∗qqz, v)g5(1/2 ze
∗
qqx, y, y, v)

∗ = tpq
(
(v − v3)ye∗qqxeppye

∗
qqz
)
,
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g7(x, x′, y, z, z′, v, v′) =

= g5(x′, (v − v3)ye∗qqxeppye
∗
qqz, z

′, v′)g5
(
(v − v3)xeppye∗qqze

∗
qqx

′, y, z′, v′)∗ ×
× g5

(
(v − v3)ze∗qqx

′, y, z′e∗qqxeppy, v
′)g5(1/2 (v − v3)ze∗qqx

′eppz′e∗qqx, y, y, v
′)∗ =

= tpq
(
(v − v3)(v′ − v′3)(ye∗qqxeppye

∗
qqze

∗
qqx

′eppz′ + z′e∗qqx
′eppye∗qqxeppye

∗
qqz)

)×
× tpq

(
(v3 − v)(v′ − v′3)(ye∗qqxeppye

∗
qqze

∗
qqx

′eppz′ + z′e∗qqxeppye
∗
qqze

∗
qqx

′eppy)
)×

× tpq
(
(v − v3)(v′ − v′3)(z′e∗qqxeppye

∗
qqze

∗
qqx

′eppy + ye∗qqze
∗
qqx

′eppz′e∗qqxeppy)
)×

× tpq
(
(v3 − v)(v′ − v′3)ye∗qqze

∗
qqx

′eppz′e∗qqxeppy
)

=

= tpq
(
(v − v3)(v′ − v′3)z′e∗qqx

′eppye∗qqxeppye
∗
qqz
)

для любых x, x′, y, y′, z, z′ ∈ R и v, v′ ∈ Z(R), v = v∗, v′ = v′∗. Пользуясь
плотностью идемпотентов {ejj} в алгебре R, можно также выразить каждый
элемент

g8(u, u′, u′′, y, w) = tpq(wueppye∗qqu
′eppye∗qqu

′′),

где u, u′, u′′ ∈ R и w ∈ J2, через произведения элементов {g7(x, x′, y, z, z′, v, v′)}.
Отметим, что при всех 1 � m �= n, n∗ � 4, x, y ∈ R и v = v∗ ∈ Z(R)

[1 + vem∗m, tmn(y)][1 + vem∗m, tmn(−y)]∗ = tm∗n(2vem∗my),
[tmn(y), 1 + ven∗n][tmn(−y), 1 + ven∗n]∗ = tmn∗(2vyen∗n), (7)

[1 + vem∗m, tmn∗(y)][1 + vem∗m, tmn∗(−y)]∗ = tm∗n∗(2vem∗my),
[tmn(y), tmn∗(−x∗)] = tm(ye∗nnx), [tm∗n(−x∗), tmn(y)] = tn(xemmy). (8)

Из первой группы этих равенств вытекает, в частности, что

[1 + 1/2 emm∗ , [1 + v/2em∗m, tmn(z)] [1 + v/2em∗m, tmn(−z)]∗] ×
× [1 + 1/2 emm∗ , [1 + v/2em∗m, tmn(−z)] [1 + v/2em∗m, tmn(z)]∗]∗ =
= [1 + 1/2 emm∗ , tm∗n(vem∗mz)] [1 + 1/2 emm∗ , tm∗n(−vem∗mz)]∗ =
= tmn(vz) (9)

для любых z ∈ R, v = v∗ ∈ Z(R) и 1 � m �= n, n∗ � 4.
Следовательно, если элемент tpq(y) содержится в группе A, то по постро-

ению все определённые с его помощью элементы h(x, y), g(x, y, z), gi(x, y, z),
i = 1, 2, 3, gj(x, y, z, v), j = 4, 5, 6 и g7(x, x′, y, z, z′, v, v′) тоже входят в группу A
для любых x, x′, z, z′ ∈ R и v, v′ ∈ Z(R), v = v∗, v′ = v′∗. Поскольку группа A
вместе с произвольными элементами tpq(y) и tpq(y′) содержит их произведение
tpq(y + y′), мы получаем также, что

g8(u, u′, u′′, y, w) = tpq(wueppye∗qqu
′eppye∗qqu

′′) ∈ A,

tpq(y) ∈ A, u, u′, u′′ ∈ R, w ∈ J2,

и, значит, tpq(b) ∈ A для всех b ∈ (Ipq(y)J)2, где Ipq(y) = Reppye
∗
qqR—идеал

алгебры R, который порождает элемент eppye∗qq, tpq(y) ∈ A.
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Более того, используя плотность идемпотентов {ejj} и соотношения (7)
и (8), мы получаем, что в группу A вместе с каждым элементом tpq(y) вхо-
дят все элементы tpq(b), tp∗q(b), tpq∗(b), tp∗q∗(b), tp(b), tq(b), tp∗(b) и tq∗(b) для
b ∈ (Ipq(y)J)2.

Равенство (9) гарантирует, что tmn(vb) ∈ A для всякого v = v∗ ∈ Z(R),
если tmn(b) ∈ A и 1 � m �= n, n∗ � 4. Поэтому, применяя описанное выше
построение для любого элемента tp∗q∗(x), входящего в группу A, мы получим,
что A содержит вместе с ним элементы вида

g9(x, y, z, v) = g5(x∗, y, z, v) = tpq
(
(v − v3)(ze∗qqx

∗eppy + ye∗qqx
∗eppz)

)
при всех y, z ∈ R и v = v∗ ∈ Z(R), а также элементы tpq(b), tp∗q(b), tpq∗(b),
tp∗q∗(b), tp(b), tq(b), tp∗(b) и tq∗(b) для каждого b ∈ (Ip∗q∗(x)J)2, где, напомним,
Ip∗q∗(x) = Re∗ppxeqqR (последнее можно сразу получить, заменив в предшеству-
ющем выводе p на p∗, q на q∗ и y на x).

Для любых x, u, u′, u′′, y, y′, z, z′ ∈ R, w ∈ J2 и v = v∗ ∈ Z(R) справедливы
равенства

g10(x, u, u′, u′′, w, v) = g9(wxeqqu∗e∗ppx, u
′, u′′, v)g9(x,wu′e∗qqx

∗eppu, u′′, v)∗ =

= tpq
(
w(v − v3)(u′e∗qqx

∗eppue∗qqx
∗eppu′′ + u′′e∗qqx

∗eppue∗qqx
∗eppu′)

)×
× tpq

(
w(v3 − v)(u′e∗qqx

∗eppue∗qqx
∗eppu′′ + u′′e∗qqx

∗eppu′e∗qqx
∗eppu)

)
=

= tpq
(
w(v − v3)u′′e∗qqx

∗epp(ue∗qqx
∗eppu′ − u′e∗qqx

∗eppu)
)
,

g11(x, u, u′, u′′, w, v) = g9(wxeqqu∗e∗ppx, u
′, u′′, v)g9(x,wue∗qqx

∗eppu′′, u′, v)∗ =

= tpq(w(v − v3)(u′′e∗qqx
∗eppu− ue∗qqx

∗eppu′′)e∗qqx
∗eppu′),

g12(x, y, y′, z, z′, w, v) =
= g9(wxeqqz∗e∗ppxeqqy

∗e∗ppx, y
′, z′, v)g10(x, z′, ye∗qqx

∗eppz, y′, w, v) ×
× g11(x, y′, ye∗qqx

∗eppz, z′, w, v)g10(x, ye∗qqx
∗eppz, y′, z′, w, v) =

= tpq
(
w(v − v3) ×

× (y′e∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppz′ + z′e∗qqx

∗eppye∗qqx
∗eppze∗qqx

∗eppy′)
)×

× tpq
(
w(v − v3)y′e∗qqx

∗epp(z′e∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppz − ye∗qqx
∗eppze∗qqx

∗eppz′)
)×

× tpq(w(v − v3)(z′e∗qqx
∗eppy′ − y′e∗qqx

∗eppz′)e∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppz) ×
× tpq

(
w(v − v3)z′e∗qqx

∗epp(ye∗qqx
∗eppze∗qqx

∗eppy′ − y′e∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppz)
)

=

= tpq(2w(v − v3)z′e∗qqx
∗eppye∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppy′).

Значит, в группе A вместе с каждым элементом tp∗q∗(x) содержатся элементы

tpq(w(v − v3)ue∗qqx
∗eppu′e∗qqx

∗eppze∗qqx
∗eppz′),

u, u′, z, z′ ∈ R, w ∈ J2, v = v∗ ∈ Z(R),

а также любые их произведения, т. е. все элементы tpq(b), b ∈ (Iq∗p∗(x∗)J)3.
Следовательно, если элемент tpq(y) входит в группу A, тогда с учётом ра-

венств (7) и (8) она содержит элемент tp∗q∗(ep∗pyeq∗q) и все элементы tpq(d),
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tp∗q(b), tpq∗(b), tp∗q∗(b), tp(b), tq(b), tp∗(b) и tq∗(b) для b ∈ (Iq∗p∗(eq∗qy∗ep∗p)J)3 =
= (Iqp(y∗)J)3. Кроме того, по доказанному выше в этом случае группе A
принадлежат элементы tpq(b′), tp∗q(b′), tpq∗(b′), tp∗q∗(b′), tp(b′), tq(b′), tp∗(b′)
и tq∗(b′) для любого b′ ∈ (Ipq(y)J)2. Поэтому вместе со всяким элементом tpq(y)
в группу A входят элементы tmn(d) = tnm(−d∗), tj(d) = tj(−d∗) для произволь-
ных d ∈ (R(tpq(y) − 1)RJ)4 ⊆ (Ipq(y)J)2 + (Iqp(y∗)J)3, 1 � m �= n, n∗ � 4 и
j = 1, . . . , 4. В частности, это справедливо для элемента tpq(y) = tpq(r).

Описание первичного радикала унитарной группы и критерий существования
в ней разрешимого радикала были установлены в [8] в следующей форме.

Предложение 5.5. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1, 1/2,
инволюцией ∗ и e-системой E = {eij}. Тогда во всякой подгруппе A унитарной
группы U(R, ∗) алгебры R относительно инволюции ∗, содержащей связанную
с системой E элементарную подгруппу E(E,R, ∗), выполняется равенство

rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
= A ∩ C(U(R, ∗), 1 + Rad(R)

)
.

Для любых идемпотентов eii и ejj из e-системы E с i �= j, j∗ в алгебре R
можно подобрать такие элементы {rkij , rkji}, что

eii =
∑
k

rkijejjr
k
ji.

Обозначим через nij минимальную мощность такого набора для данных i и j,
через N(E)—минимальное из чисел nij по всем i и j, 1 � i �= j, j∗ � 4.

Следствие 5.6. Пусть в условиях предложения 5.5 элемент
(
1+N(E)

)
! обра-

тим в алгебре R. Тогда группа A обладает разрешимым радикалом в том и
только в том случае, если первичный радикал Rad(R) алгебры R нильпотентен.

Определение 5.7. Будем говорить, что в алгебре (кольце) R с инволюцией ∗
плотный идемпотент v имеет гиперболический ранг строго больше единицы,
если R содержит набор элементов E(v) = {eij | i, j = 1, . . . , 4} со следующими
свойствами:

1) e11 = v, e∗11 = e22, e∗33 = e44, e∗12 = −e12 и e∗13 = e42;
2) eijemn = δjmein для любых i, j,m, n = 1, . . . , 4.

Нетрудно заметить, что при этих условиях, помимо идемпотента e11 = v,
плотными в ∗-алгебре R являются также идемпотенты e22, e33 и e44. Кроме
того, комбинируя свойства 1) и 2), мы сразу получаем равенства

e∗21 = (e21e11)∗ = e∗11e
∗
21 = e22e

∗
21 = e21e12e

∗
21 =

= −e21e∗12e∗21 = −e21(e21e12)∗ = −e21e∗22 = −e21e11 = −e21,
e∗31 = (e31e11)∗ = e∗11e

∗
31 = e22e

∗
31 = e24e42e

∗
31 =

= e24e
∗
13e

∗
31 = e24(e31e13)∗ = e24e

∗
33 = e24e44 = e24,

e∗34 = (e31e12e24)∗ = e∗24e
∗
12e

∗
31 = −e31e12e24 = −e34,

e∗43 = (e42e21e13)∗ = e∗13e
∗
21e

∗
42 = −e42e21e13 = −e43,
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e∗23 = (e21e13)∗ = e∗13e
∗
21 = −e42e21 = −e41,

e∗32 = (e31e12)∗ = e∗12e
∗
31 = −e12e24 = −e14.

Поэтому вместе с идемпотентом e11 = v гиперболический ранг строго больше
единицы имеют к тому же идемпотенты e22, e33 и e44.

Из приведённых равенств также вытекает, что элементы eii, ei+1i+1, eii+1 и
ei+1i с i = 1, 3 набора E(v) составляют e-систему в ∗-алгебре R, которую мы
будем обозначать через E(v)′. Заметим, что для такой e-системы E(v)′ параметр
N(E(v)′) равен единице.

Напомним, что элемент r алгебры R с инволюцией ∗, для которого вы-
полняется соотношение r∗ = r (r∗ = −r) называется симметрическим (косо-
симметрическим).

Простейшими примерами симметрических элементов являются 0, i · 1 для
i ∈ Z (если алгебра R содержит единицу 1), r + r∗, rr∗, кососимметрических—
r − r∗ для всех r ∈ R.

Если основное кольцо F , над которым определена ∗-алгебра R, содержит 1/2,
то каждый элемент r ∈ R можно представить в виде суммы симметрического и
кососимметрического элементов: r = 1/2 (r + r∗) + 1/2 (r − r∗).

В ∗-алгебре R множества симметрических S и кососимметрических C эле-
ментов образуют йорданову и лиевскую подалгебры относительно операций
a ◦ b = ab+ ba и (a, b) = ab− ba, a, b ∈ R.

Кроме того, множество Z(R)s = Z(R)∩S симметрических элементов центра
Z(R) ∗-алгебры R является подалгеброй, причём в случае ∗-первичной алге-
бры R подалгебра Z(R)s тоже является первичной (см. замечание 1.13).

С учётом замечания 1.13 из доказательства предложения 3.10 (см. [53, лемма
2.7]) можно вывести также следующий его унитарный аналог.

Предложение 5.8. Пусть m � 1, R— ∗-первичное кольцо с единицей 1, в ко-
тором элемент (2m)! обратим, a—кососимметрический нильпотентный элемент
кольца R индекса m + 1 (т. е. am �= am+1 = 0), B—подгруппа в унитар-
ной группе U(R, ∗) кольца R, которая нормализуется подгруппой, порождённой
элементами

exp(ua) =
m∑
k=0

(ukak)/k!,

где u пробегает подкольцо Z(R)s центральных симметрических элементов коль-
ца R. Для любых b ∈ B и i � 1 определим

∆i(b) = {u ∈ Z(R)s | [. . . [exp(ua), b] . . . b]︸ ︷︷ ︸
i

= 1}.

Предположим, что для всякого b ∈ B существует i(b) � 1, при котором для всех
v ∈ Z(R)s множество ∆i(b)([b, exp(va)]) содержит по меньшей мере 2i(b)m + 1
элемент. Тогда произвольная цепочка {bj}j�0, в которой b0 = b ∈ B и bj+1 =
= [bj , exp(uj+1a)] для uj+1 ∈ Z(R)s, j � 0, содержит bq = 1 при некотором
q � 0.
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Пользуясь замечанием 1.13, несложно показать, что при данных условиях
для каждого элемента b ∈ B \ Z(R) в любую цепочку {bj}j�0 указанного вида
с b0 = b входит элемент bp ∈ B\Z(R), перестановочный с элементом a, bpa = abp
(см. [53]).

По аналогии со следствием 3.11 мы получаем следующее утверждение.

Следствие 5.9. Пусть m � 1, R— ∗-первичное кольцо с единицей 1, содер-
жащее бесконечное подкольцо центральных симметрических элементов Z(R)s
и обратимый элемент (2m)!, a—кососимметрический нильпотентный элемент
кольца R индекса m+1 и B—подгруппа в унитарной группе U(R, ∗) кольца R,
которая нормализуется её подгруппой, порождённой всеми элементами

exp(ua) =
m∑
k=0

(ukak)/k!, u ∈ Z(R)s.

Тогда для любого достижимого элемента b группы B произвольная цепочка
элементов {bj}j�0, в которой b0 = b и bj+1 = [bj , exp(uj+1a)] для uj+1 ∈ Z(R),
j � 0, содержит bq = 1 при некотором q � 0.

Используя предложение 5.8, замечание 1.13 и доказательство леммы 3.14,
можно без труда записать унитарную версию последней в следующем виде.

Лемма 5.10. Пусть R— ∗-первичная алгебра с единицей 1 и 1/2 над коль-
цом F , подалгебра центральных симметрических элементов Z(R)s которой не
является целой алгеброй над F , a—кососимметрический нильпотентный эле-
мент алгебры R индекса 2, B— слабо разрешимая подгруппа в унитарной группе
U(R, ∗) алгебры R, которая не входит в центр Z(R) алгебры R и нормализует-
ся подгруппой 1 + Z(R)sa. Тогда подгруппа B содержит такой элемент b, что
b /∈ Z(R) и ba = ab.

Теорема 5.11. Пусть R—алгебра над кольцом F с единицей 1, 1/2, инволю-
цией ∗ и идемпотентом v гиперболического ранга строго больше единицы, такая
что подалгебры центральных симметрических элементов всех её ∗-первичных
фактор-алгебр, не содержащих нетривиальных локально нильпотентных идеа-
лов, не являются целыми F -алгебрами. Тогда в каждой подгруппе A унитарной
группы U(R, ∗), нормализуемой соответствующей e-системе E(v)′ элементарной
подгруппой E(E(v)′, R, ∗), справедливы равенства

T(A) = C
(
A, 1 + L(R)

)
= A ∩ C(U(R, ∗), 1 + L(R)

)
.

Доказательство. Как и в доказательствах теорем 3.16 и 4.22, данное ра-
венство нам достаточно установить лишь для произвольной слабо разреши-
мой подгруппы B группы U(R, ∗), нормализуемой её элементарной подгруппой
E(E,R, ∗). В силу замечаний 1.12 и 1.37 для этого требуется только показать,
что для любого ∗-первичного идеала P алгебры R, фактор-алгебра R/P по
которому не содержит ненулевых локально нильпотентных идеалов, образ BP
группы B в алгебре R/P входит в её центр Z(R/P ). Точно так же, как и ранее,
мы будем вести доказательство от противного.
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Для удобства в дальнейшем инволюцию, индуцированную на фактор-алгебре
R/P исходной инволюцией алгебры R, образы 1, 1/2 и элементы образа E(v)P
системы E(v) в алгебре R/P мы будем обозначать по-прежнему ∗, 1, 1/2 и
{eij}.

Ясно, что образ EP набора E = E(v)′ в ∗-алгебре R/P является e-системой
и отвечающая системе EP элементарная подгруппа E(EP , R/P, ∗) унитарной
группы U(R/P, ∗) совпадает с образом в алгебре R/P (точнее, в унитарной
группе U(R/P, ∗)) подгруппы E(E,R, ∗).

Образ BP группы B в ∗-первичной алгебре R/P , как и образ содержа-
щей её группы U(R, ∗), лежит в группе U(R/P, ∗) и нормализуется подгруп-
пой E(EP , R/P, ∗). Предположим, что слабо разрешимая группа BP не входит
в центр Z(R/P ) алгебры R/P и, значит, также в центр C

(
U(R/P, ∗)) группы

U(R/P, ∗). Тогда по лемме 5.10 для всякого b ∈ BP \Z(R/P ) и j = 1, . . . , 4 под-
группа Dj(b), порождённая всеми элементами вида t′j(u)bt

′
j(−u) с u ∈ Z(R/P ),

где, напомним,

t′i(u) = 1 + (u+ u∗)eii+1, t′i+1(u) = 1 + (u+ u∗)ei+1i ∈ E(EP , R/P, ∗), i = 1, 3,

содержит по крайней мере один элемент d ∈ BP \ Z(R/P ), такой что eii+1d =
= deii+1 при j = i и ei+1id = dei+1i при j = i + 1, i = 1, 3. Поэтому, восполь-
зовавшись доказательством основной леммы из [8] (см. также [10]), мы сразу
получаем, что в группе BP имеется элемент

tpq(z) = 1 + eppze
∗
qq − eqqze

∗
pp �= 1

для некоторых z ∈ R/P и 1 � p �= q, q∗ � 4. Следовательно, по лемме 5.4
группа BP содержит также все элементы tpq(b), tp∗q(b), tpq∗(b), tp∗q∗(b), tp(b),
tq(b), tp∗(b) и tq∗(b) для b ∈ (IJ)4, где I = R/P (tpq(z) − 1)R/P — ∗-идеал ал-
гебры R/P , порождённый элементом tpq(z) − 1, J —идеал центра Z(R/P ) этой
алгебры, порождённый элементами v − v3, v ∈ Z(R/P )s. Отметим, что в силу
условий, наложенных на ∗-первичную алгебру R/P , и замечания 1.13 идеалы J
и IJ отличны от нуля.

Для всякого конечного набора элементов S алгебры R/P определим

H0(S) = {tmn(s)tm(s′), tmn(s)tn(s′), tj(s) |
1 � m �= n, n∗ � 4, j = 1, . . . , 4, s, s′ ∈ S},

Hk(S) = {gk(h1, . . . , h2k) | h1, . . . , h2k ∈ H0(S)} =
= {g1(h, h′) | h, h′ ∈ Hk−1(S)}, k � 1.

Тогда при всех 1 � m �= n, n∗ � 4, s, s′, v, v′ ∈ S элементы

[tmn∗(s)tm(s′), tn(v)] = tmn
(
senn(v − v∗)

)
tm(1/2 senn(v − v∗)e∗nns

∗),

[tm∗n(s)tn(s′), tm(v)] = tmn
(
(v∗ − v)e∗mms

)
tn(1/2 s∗emm(v − v∗)e∗mms),

[tmn(s)tm(s′), tmn∗(v)tm(v′)] = tm(venns∗) = tm(−se∗nnv∗)
входят в множество H1(S). Аналогичным образом для каждого k � 1 из вклю-
чения
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tmn∗(s)tm(s′), tn(s′′), tm∗n(w)tn(w′), tm(w′′),
tmn(g)tm(g′), tmn∗(h)tm(h′) ∈ Hk(S),

где 1 � m �= n, n∗ � 4, следует, что множество Hk+1(S) содержит элементы

tmn
(
senn(s′′ − s′′∗)

)
tm(1/2 senn(s′′ − s′′∗)e∗nns

∗),

tmn
(
(w′′∗ − w′′)e∗mmw

)
tn(1/2w∗emm(w′′ − w′′∗)e∗mmw),

tm(henng∗) = tm(−ge∗nnh∗).
Поэтому, полагая для любых k � 0 и 1 � m �= n, n∗ � 4

Smn,m(k) = {v ∈ R/P | ∃v′ ∈ R/P, tmn(v)tm(v′) ∈ Hk(S)},
Smn,n(k) = {w ∈ R/P | ∃w′ ∈ R/P, tmn(w)tn(w′) ∈ Hk(S)},
Sm(k) = {s ∈ R/P | tm(s) ∈ Hk(S)},

мы получаем, что Smn,n(0) = Smn,n(0) = S, Sm(0) = {s,−s∗ | s ∈ S},
{±senn(s′′ − s′′∗) | s ∈ Smn∗,m(k), s′′ ∈ Sn(k)} ⊆ Smn,m(k + 1),

{±(w′′ − w′′∗)e∗mmw | w ∈ Sm∗n,n(k), w′′ ∈ Sm(k)} ⊆ Smn,n(k + 1),
{±henng∗,±ge∗nnh∗ | h ∈ Smn∗,m(k), g ∈ Smn,m(k)} ⊆ Sm(k + 1).

Если набор S составляют элементы из ∗-идеала (IJ)4, то конечное множе-
ство H0(S) содержится в группе BP и, поскольку последняя слабо разрешима,
найдётся номер k = k(S) � 1, при котором Hk(S) = {1} и

emmvenn = emm(w − w∗)emm = 0

при всех v ∈ Smn,m(k)∪ Smn,n(k), w ∈ Sm(k) и 1 � m �= n, n∗ � 4. В частности,
можно взять любые элемент x ∈ (IJ)4 и индекс i, 1 � i � 4, и определить
соответствующий номер k(X) = ki(x) � 1 для набора

X = Xi(x) = {±epi(x− x∗)ei∗q | p, q = 1, . . . , 4}.
При этом, используя индукцию, нетрудно показать, что

{±2emi(x− x∗)ei∗i(x− x∗)ei∗n∗} ⊆ Xmn,m(1) ∩Xmn,n(1),
{±emi(x− x∗)ei∗i(x− x∗)ei∗m∗} ⊆ Xm(1),

{±2lkemi(eii(x− x∗)ei∗i)2
k

ein∗} ⊆ Xmn,m(k) ∩Xmn,n(k),

{±2l
′
kemi(eii(x− x∗)ei∗i)2

k

eim∗} ⊆ Xm(k),

где l1 = 1, l′1 = 0, lk+1 = lk+l′k+1, l′k+1 = 2lk при всех k � 1 и 1 � m �= n, n∗ � 4.
Поэтому (eii(x− x∗)ei∗i)2

k(X)
= 0.

Допустим теперь, что eii(x−x∗)e∗ii �= 0 для некоторых x ∈ (IJ)4 и 1 � i � 4.
Тогда по доказанному ранее можно выбрать такое целое l � 1, что

(eii(x− x∗)ei∗i)l �= (eii(x− x∗)ei∗i)l+1 = 0.
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Положим y = eiiye
∗
ii = (eii(x − x∗)ei∗i)leii∗ , выберем произвольное конечное

множество элементов Z алгебры R/P и определим набор

Y = {±epiyreiq, ±epi∗ryei∗q | r ∈ Z, p, q = 1, . . . , 4}.
Поскольку yei∗iy = 0 и y∗ ∈ {±y}, мы можем с помощью индукции по k пока-
зать, что для любых 1 � m �= n, n∗ � 4 и k � 1

{±emi∗ryr′yei∗n∗ , ±emiyryr′ein∗ | r, r′ ∈ Z} ⊆ Ymn,m(1) ∩ Ymn,n(1),
{±emi∗ryr′yei∗m∗ , ±emiyryr′eim∗ | r, r′ ∈ Z} ⊆ Ym(1),
{±emi∗r1yr2y · · · r2kyei∗n∗ , ±emiyr1yr2 · · · yr2kein∗ | r1, . . . , r2k ∈ Z} ⊆

⊆ Ymn,m(k) ∩ Ymn,n(k),
{±emi∗r1yr2y · · · r2kyei∗m∗ , ±emiyr1yr2 · · · yr2kyeim∗ | r1, . . . , r2k ∈ Z} ⊆ Ym(k).

С учётом сказанного ранее находится также целое k(Y ) � 1, для которого

Ymn,m
(
k(Y )

)
= Ymn,n

(
k(Y )

)
= Ym

(
k(Y )

)
= {0}, 1 � m �= n, n∗ � 4,

yr1yr2 · · · yr2k(Y )y = 0, r1, . . . , r2k(Y ) ∈ Z.

Последнее означает, что ∗-идеал R/PyR/P алгебры R/P , порождённый элемен-
том y, локально нильпотентен. Следовательно, по выбору ∗-первичного идеала P
он равен нулю. Противоречие (y �= 0). Поэтому eii(x − x∗)e∗ii = 0, eiixe∗ii =
= eiix

∗e∗ii при всех x ∈ (IJ)4 и i = 1, . . . , 4. Тогда для каждого x ∈ (IJ)4

ei∗i(xax∗e∗iib)ei∗ixax
∗e∗ii = ei∗i(xax∗e∗iib)

∗ei∗ixax∗e∗ii =
= ei∗ib

∗eii(xa∗x∗ei∗ixax∗)e∗ii = ei∗ib
∗eii(xa∗x∗ei∗ixax∗)∗e∗ii =

= −ei∗ib∗eiixa∗x∗ei∗ixax∗e∗ii = 0, a, b ∈ R/P, i = 1, . . . , 4,

т. е. идеал R/P (ei∗ixax∗e∗ii)R/P алгебры R/P , который порождает элемент
ei∗ixax

∗e∗ii, является нильпотентным (индекса два) при любых x ∈ (IJ)4,
a ∈ R/P и i = 1, . . . , 4.

Каждый нильпотентный идеал ∗-алгебры порождает в ней нильпотентный
∗-идеал. Поэтому ∗-полупервичные алгебры являются полупервичными. Отсюда
вытекает, что в ∗-первичной алгебре R/P

eiixax
∗e∗ii = 0, x ∈ (IJ)4, a ∈ R/P, i = 1, . . . , 4.

В частности, при всех x ∈ (IJ)4, a, b ∈ R/P и i = 1, . . . , 4

eiixaeii(xb)e∗ii = eiixaeii(xb)∗e∗ii = eiix(aeiib∗)x∗e∗ii = 0.

Тогда, используя плотность идемпотентов {eii} в алгебре R/P , мы сразу полу-
чаем, что идеал R/PeiixR/P этой полупервичной алгебры нильпотентен, а по-
тому равен нулю. Итак, eii(IJ)4 = {0} и, следовательно, I = IJ = (IJ)4 = {0},
tpq(z) = 1. Противоречие.

Таким образом, группа BP содержится в центре Z(R/P ) алгебры R/P .

Как и прежде, если в условиях теоремы 5.11 локально нильпотентный ра-
дикал L(R) алгебры R равен её радикалу RN∗(R) (последнее имеет место,



Радикал RN и слабо разрешимый радикал линейных групп над ассоциативными кольцами 111

например, для счётно порождённой алгебры R), тогда слабо разрешимый ра-
дикал T(A) группы A совпадает также с радикалом RN∗(A) (см. замечание 1.37
и предложение 1.8). Воспользовавшись полупервичностью ∗-первичных алгебр,
замечанием 1.13 и доказательством замечания 2.9 из [53], несложно вывести
следующее утверждение.

Замечание 5.12. Пусть R— ∗-первичная алгебра с единицей над кольцом F ,
такая что подалгебра её центральных симметрических элементов Z(R)s содер-
жит не менее n элементов для некоторого n � 1. Тогда для всякого 0 �= b ∈ R
можно выбрать r ∈ R, при котором b(rb)n �= 0.

Теорема 5.13. Пусть R—алгебра над кольцом F с 1, 1/2, инволюцией ∗
и e-системой E = {eij}, такая что подалгебра центральных симметрических
элементов каждой её ∗-первичной фактор-алгебры является бесконечной. Тогда
во всякой подгруппе A унитарной группы U(R, ∗), нормализуемой связанной
с системой E элементарной подгруппой E(E,R, ∗), выполняется равенство

RN(A) = rad(A) = C
(
A, 1 + Rad(R)

)
=

= A ∩ RN
(
U(R, ∗)) = A ∩ C(U(R, ∗), 1 + Rad(R)

)
.

Доказательство. С учётом замечания 1.37 и предложений 1.11, 5.5 нам точ-
но так же, как и в доказательстве теоремы 3.21, необходимо лишь показать,
что образ BP каждой RN-радикальной подгруппы B группы U(R, ∗), нормали-
зуемой элементарной группой E(E,R, ∗), в фактор-алгебре R/P алгебры R по
любому её ∗-первичному идеалу P входит в центр Z(R/P ) алгебры R/P . По-
следнее имеет место в том и только в том случае, когда центр Z(R/P ) содержит
ниль-радикал σ̄(BP ) группы BP (см. доказательство теоремы 3.21).

Предположим противное. Тогда ниль-радикал σ̄(BP ) является нецентраль-
ной подгруппой группы U(R/P, ∗), нормализуемой её элементарной подгруппой
E(EP , R/P, ∗), отвечающей образу EP исходной e-системы E в ∗-первичной
алгебре R/P . Для образов 1 и 1/2 в алгебре R/P , а также элементов её e-си-
стемы EP мы будем использовать те же обозначения 1, 1/2 и {eij}, что и
в исходной алгебре R.

Согласно следствию 5.9 при этих условиях для всякого j = 1, . . . , 4 в группе
σ̄(BP ) можно выделить элемент d /∈ Z(R/P ), для которого ejj∗d = dejj∗ . По-
этому, как и в доказательстве предыдущей теоремы, мы получаем, что группа
σ̄(BP ) содержит элемент

tpq(z) = 1 + eppze
∗
qq − eqqz

∗e∗pp

для некоторых 0 �= z ∈ R/P и 1 � p �= q, q∗ � 4.
Поскольку tpq(z), как и любой элемент σ̄(BP ), достижим в группе BP (см.

предложение 1.17), можно выбрать n � 1, для которого

[g, tpq(z)]n = [. . . [g, tpq(z)] . . . tpq(z)]︸ ︷︷ ︸
n

= 1, g ∈ E(EP , R/P, ∗).
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Положим gk(x)ε = ([tq∗p∗(x), tpq(z)]k)ε для всех k � 1, ε ∈ {±1} и x ∈ R/P .
Тогда при помощи индукции по k несложно вывести соотношения

e∗qqg1(x)
εepp = e∗qqtq∗p∗(x)tpq(εz)tq∗p∗(−x)epp =

= ε(e∗qq + e∗qqxepp)(eppze
∗
qq − eqqz

∗e∗pp)(epp − e∗qqxepp) = −εe∗qqxeppze∗qqxepp,
e∗ppg1(x)

εepp = e∗pptq∗p∗(x)tpq(εz)tq∗p∗(−x)epp =

= ε(e∗pp − e∗ppx
∗eqq)(eppze∗qq − eqqz

∗e∗pp)(epp − e∗qqxepp) = 0,

e∗qqgk+1(x)εepp = εe∗qqgk(x)(eppze
∗
qq − eqqz

∗e∗pp)gk(x)
∗epp =

= εe∗qqgk(x)eppze
∗
qqgk(x)

∗epp =

= −ε(e∗qqxeppze∗qqxeppze∗qq)2
k−1e∗qqxeppze

∗
qqxepp,

e∗ppgk+1(x)εepp = εe∗ppgk(x)(eppze
∗
qq − eqqz

∗e∗pp)gk(x)
∗epp = 0,

которые выполняются для всех k � 1. Так как e∗qqgn(x)
εepp = 0, отсюда следует,

что
eppze

∗
qq(xeppze

∗
qq)

2n

= 0, x ∈ R/P.

Согласно замечанию 5.12 последнее возможно только для eppze
∗
qq = 0. Про-

тиворечие. Поэтому ниль-радикал σ̄(BP ) группы BP входит в центр Z(R/P )
алгебры R/P .
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