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Аннотация

В работе рассматривается жорданова плоскость над полем произвольной харак-
теристики. Описаны первичный спектр, группа автоморфизмов и дифференцирования
жордановой плоскости, рассматриваются некоторые свойства нормирований тела част-
ных жордановой плоскости. В частности, доказывается, что все нормирования тела
частных жордановой плоскости являются абелевыми.

Abstract

E. N. Shirikov, Jordanian plane, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 13 (2007), no. 2, pp. 217—230.

In the article, we consider the Jordanian plane over a field of arbitrary character-
istic. We describe the prime spectrum, the group of automorphisms, and derivations of
the Jordanian plane. We study some properties of valuations of the Jordanian plane. In
particular, we prove that all valuations of the division ring of fractions of the Jordanian
plane are Abelian.

1. Введение

Определение 1.1. Жордановой плоскостью Λ2(K) над полем K называется
K-алгебра, порождённая элементами X и Y с определяющим соотношением
Y X = XY + Y 2.

Интерес к изучению жордановой плоскости объясняется следующими клас-
сификационными результатами [15]. Рассмотрим ассоциативные 2-порождённые

градуированные алгебры A =
∞⊕

n=0
An, где A0 = K—поле, A1 = 〈X,Y 〉—линей-

ная оболочка порождающих X и Y . Пусть также A не имеет делителей нуля
и dimA2 = 3. Легко видеть, что алгебра коммутативных многочленов от двух
переменных K[X,Y ] удовлетворяет этим условиям, так что рассматриваемые
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алгебры являются естественным обобщением алгебры K[X,Y ]. В [15] показа-
но, что при некоторых дополнительных условиях существуют только два класса
таких алгебр: либо A = Λ1(λ,K)—алгебра квантовых многочленов от двух
переменных (квантовая плоскость) с определяющим соотношением Y X = λXY
для некоторого λ ∈ K

∗, либо A = Λ2(K)—жорданова плоскость. Таким образом,
имеют место следующие классификационные теоремы.

Теорема 1.2 ([15]). Пусть алгебра A центральна и поле K не имеет квад-
ратичных расширений. Тогда либо A = Λ1(λ,K) для некоторого λ ∈ K

∗, либо
A = Λ2(K).

Теорема 1.3 ([15]). Пусть dimAn = n+ 1 и поле K не имеет квадратичных
расширений. Тогда либо A = Λ1(λ,K) для некоторого λ ∈ K

∗, либо A = Λ2(K).

Известно [15], что алгебры Λ1(λ,K) и Λ2(K) не изоморфны. Отметим так-
же, что квантовая плоскость и жорданова плоскость являются кольцами косых
многочленов Оре [12, 13].

Подобные «деформированные» алгебры широко изучаются в настоящее вре-
мя. Например, в [2] рассматриваются 2-порождённые градуированные алгебры
над полем нулевой характеристики, определяемые квадратичным однородным
соотношением. Авторы находят необходимые и достаточные условия на коэффи-
циенты этого соотношения, при которых алгебра имеет базис Пуанкаре—Бирк-
гофа—Витта. В [14] рассматриваются 2-порождённые градуированные алгебры,
определяемые двумя специальными однородными соотношениями третьей сте-
пени. В статье указываются необходимые и достаточные условия на коэффици-
енты этих соотношений, при которых такая алгебра является нётеровой. В этом
случае описываются все примитивные идеалы такой алгебры. В [10] рассматри-
ваются кольцевые свойства жордановой деформации кольца (2 × 2)-матриц над
алгебраически замкнутым полем характеристики 0.

При изучении квантовых «деформированных» алгебр традиционно рассмат-
риваются первичные идеалы, автоморфизмы, дифференцирования, нормирова-
ния, представления, действия алгебр Хопфа. Отметим, что квантовая плоскость
является частным случаем алгебры квантовых многочленов от нескольких пе-
ременных, а для этих алгебр ответы на перечисленные выше вопросы хорошо
известны [1,6—9]; некоторые интересные свойства квантовой плоскости рассмат-
риваются в [11]. Поэтому особый интерес представляет собой решение аналогич-
ных задач для жордановой плоскости. В [5, 15] изучаются кольцевые свойства
жордановой плоскости над произвольным полем, а именно описаны первичный
спектр и группа автоморфизмов. В [15] также рассматривается алгебра диф-
ференцирований жордановой плоскости. Отметим, что структура квантовой и
жордановой плоскостей существенно зависит от того, являются ли эти алгебры
центральными или нет. Традиционно при изучении алгебр квантовых многочле-
нов рассматривается только центральный случай. Для жордановой плоскости
мы рассматриваем оба случая. Отметим, что, насколько нам известно, жордано-
ва плоскость так подробно ранее не изучалась, хотя и встречается в различных
работах в качестве примеров (см. [16]).
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В данной работе мы перечисляем основные результаты, полученные в [5,15],
и рассматриваем нормирования жордановой плоскости над полем произволь-
ной характеристики. Алгебра Λ2(K) является кольцом косых многочленов Оре
[12,13] над нётеровым кольцом K[Y ]. Следовательно, жорданова плоскость явля-
ется нётеровой областью целостности, в частности, алгебра Λ2(K) удовлетворяет
условию Оре. Тогда жорданова плоскость Λ2(K) обладает телом частных F(K).
Используя теоремы о строении первичного спектра жордановой плоскости, мы
изучаем нормирования тела F(K). Приведём основной результат настоящей ра-
боты.

Теорема 1.4. Любое нормирование тела частных жордановой плоскости над
полем произвольной характеристики является абелевым.

Отметим, что нормирования алгебр квантовых многочленов, в частности
квантовой плоскости, достаточно хорошо изучены. Так, в [6] В. А. Артамо-
нов доказал, что все нормирования центральной алгебры квантовых многочле-
нов являются абелевыми. Позднее А. Ю. Сабитовым был доказан более общий
результат (к сожалению, эта работа не опубликована).

Теорема 1.5 (А. Ю. Сабитов). Любое нормирование тела частных произ-
вольной алгебры квантовых многочленов является абелевым.

Таким образом, учитывая наши классификационные результаты, можно
сформулировать следующую теорему.

Теорема 1.6. Пусть A =
∞⊕

n=0
An — градуированная алгебра, где A0 = K—

поле без квадратичных расширений, A1 = 〈X,Y 〉—линейная оболочка поро-
ждающих X и Y , A не имеет делителей нуля и dimA2 = 3. Пусть также
выполняется одно из двух условий: алгебра A центральна или dimAn = n + 1.
Тогда алгебра A имеет тело частных и все нормирования тела частных алге-
бры A абелевы.

Автор выражает искреннюю благодарность В. А. Артамонову за постановку
задачи и руководство работой. Автор также признателен А. В. Михалёву и
В. Т. Маркову за постоянное внимание к работе и ряд ценных замечаний.

2. Кольцевые свойства жордановой плоскости

Кольцевые свойства жордановой плоскости над полем нулевой характеристи-
ки рассматриваются в [15], над полем положительной характеристики— в [5].
Перечислим основные результаты этих работ.

Известно [15], что одночлены X•Y • образуют базис алгебры Λ2(K). Поэтому
любой элемент w ∈ Λ2(K) можно единственным образом записать в канониче-
ском виде w =

∑
αijX

iY j . В наших рассуждениях мы предполагаем, что все
элементы алгебры Λ2(K) записаны именно в такой форме. Тогда мы можем кор-
ректно определить degX w— степень по X элемента w: мы будем говорить, что
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degX w = n, если w =
n∑

i=0

Xiϕi(Y ), где ϕn �= 0. Умножение в алгебре Λ2(K)

устроено следующим образом.

Утверждение 2.1 ([15]).

Y mXn =
n∑

l=0

(
n

l

)
(m+ n− l − 1)!

(m− 1)!
X lY m+n−l,

где m,n ∈ N. В частности, если

w =
∑

i�0, j�0

αijX
iY j ∈ Λ2(K),

то
Y w =

∑
k�0

w
(k)
X Y k+1,

где

w
(k)
X =

∑
i�k, j�0

αij
i!

(i− k)!
Xi−kY j —

формальная производная w по X,

wX = Xw + w′
Y Y

2,

где
w′

Y =
∑

i�0, j�1

jαijX
iY j−1 —

формальная производная w по Y .

Из утверждения 2.1 следует, что degX w1w2 = degX w1 + degX w2, где
w1, w2 ∈ Λ2(K) \ {0}. В частности, Λ2(K) не имеет делителей нуля. Очевид-

но также, что Λ2(K)— градуированная алгебра: A =
∞⊕

n=0
An, где A0 = K, An —

линейная оболочка мономов степени n.
Центр жордановой плоскости описывается следующей теоремой.

Теорема 2.2 ([15]). Если char K = 0, то Z
(
Λ2(K)

)
= K; если char K = p > 0,

то Z
(
Λ2(K)

)
—это подалгебра, порождённая элементами Xp и Y p.

Следующие теоремы описывают первичный спектр и группу автоморфизмов
жордановой плоскости. Напомним определение первичного идеала [4,12]. Пусть
R—ассоциативное кольцо.
Определение 2.3. Кольцо R называется первичным, если выполняется одно

из двух равносильных условий:
1) если aRb = 0 для некоторых элементов a, b ∈ R, то либо a = 0, либо b = 0;
2) если A, B—двусторонние идеалы кольца R и AB = (0), то либо A = (0),

либо B = (0).

Определение 2.4. Двусторонний идеал I кольца R называется первичным,
если выполняется одно из следующих равносильных условий:
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1) R/I —первичное кольцо;
2) если aRb ⊂ I для некоторых элементов a, b ∈ R, то либо a ∈ I, либо b ∈ I;
3) если A, B—двусторонние идеалы кольца R и AB ⊂ I, то либо A ⊂ I,

либо B ⊂ I.
Множество всех первичных идеалов кольца R называется первичным спектром
кольца и обозначается Spec(R).

В коммутативном случае первичное кольцо— это в точности кольцо без
делителей нуля, а понятие первичного идеала совпадает с понятием просто-
го идеала. В общем случае это неверно: кольцо без делителей нуля является
первичным, однако существуют примеры первичных колец, в которых есть де-
лители нуля. Аналогом простых идеалов в некоммутативном случае являются
вполне первичные идеалы.
Определение 2.5. Двусторонний идеал I кольца R называется вполне пер-

вичным, если R/I —кольцо без делителей нуля.

Теорема 2.6 ([15]). Пусть char K = 0, I — собственный первичный идеал
алгебры Λ2(K). Тогда либо I = (Y ), либо I =

(
Y, ψ(X)

)
для некоторого непри-

водимого многочлена ψ ∈ K[X].

Теорема 2.6 позволяет описать группу автоморфизмов жордановой плоско-
сти для случая char K = 0: так как (Y )— единственный ненулевой минималь-
ный первичный идеал, то любой автоморфизм должен оставлять его на месте,
т. е. если ϕ ∈ Aut Λ2(K), то ϕ

(
(Y )

)
= (Y ). Это соображение позволяет легко

доказать следующую теорему.

Теорема 2.7 ([15]). Пусть char K = 0, ϕ ∈ Aut Λ2(K). Тогда

ϕ(X) = γX + g(Y ), ϕ(Y ) = γY

для некоторых γ ∈ K
∗ и g ∈ K[Y ]. Группа Aut Λ2(K) изоморфна группе K

∗×K[Y ]
с операцией ◦, где(

γ1, g1(Y )
) ◦ (

γ2, g2(Y )
)

=
(
γ1γ2, γ2g1(Y ) + g2(γ1Y )

)
.

Заметим также, что все первичные идеалы Λ2(K) при char K = 0 являются
вполне первичными, т. е. соответствующие фактор-алгебры не имеют делителей
нуля.

Над полем ненулевой характеристики спектр жордановой плоскости устроен
гораздо сложнее. В этом случае Z

(
Λ2(K)

)
= K[Xp, Y p] ∼= K[U, V ] и алгебра

Λ2(K) является конечно порождённым свободным модулем над своим центром.
В [5] показано, что описание первичного спектра алгебры Λ2(K) в некотором
смысле эквивалентно описанию всех простых идеалов алгебры коммутативных
многочленов от двух переменных K[U, V ], а именно имеет место следующая
теорема.

Теорема 2.8 ([5]). Пусть char K = p > 0, I — собственный первичный идеал
алгебры Λ2(K). Тогда выполнено одно из следующих условий:

1) I = (Y );
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2) I =
(
Y, ψ(X)

)
для некоторого неприводимого многочлена ψ ∈ K[X];

3) I =
(
f̃(Xp, Y p)

)
для некоторого неприводимого многочлена f̃ ∈ K[U, V ],

f̃ �= V ;
4) I =

(
f̃(Y p), g̃(Xp, Y p)

)
для некоторых таких неприводимых многочленов

f̃ ∈ K[V ] и g̃ ∈ K[U, V ], что f̃ �= V , g̃ = Us +
s−1∑
i=0

U iψ̃i(V ), где s ∈ N, и
(
f̃(V ), g̃(U, V )

)
—простой идеал в кольце K[U, V ].

Традиционно для алгебр с «большим» центром рассматриваются вопросы
о связи первичных идеалов всей алгебры и простых идеалов её центра. Нетрудно
проверить, что если I —первичный идеал некоторой ассоциативной алгебры A,
то Ĩ = I∩Z(A)—простой идеал её центра. В [5] для жордановой плоскости над
полем ненулевой характеристики рассматривается обратная задача.

Теорема 2.9 ([5]). Пусть Ĩ�K[Xp, Y p]— собственный простой идеал. Тогда
существует, и притом единственный, такой первичный идеал I � Λ2(K), что
Ĩ = I ∩ Z(

Λ2(K)
)
.

Отметим также, что над полем ненулевой характеристики не все первичные
идеалы являются вполне первичными. Так, по теореме 2.8 идеал (Xp) являет-
ся первичным, но в соответствующей фактор-алгебре, очевидно, есть делители
нуля.

Теорема 2.8 также позволяет описать группу автоморфизмов жордановой
плоскости над полем ненулевой характеристики. Действительно, так как I =
= (Y )—минимальный ненулевой первичный идеал, то любой автоморфизм дол-
жен переводить его в минимальный ненулевой первичный идеал. Поэтому если
ϕ ∈ Aut Λ2(K), то либо ϕ

(
(Y )

)
= (Y ), либо ϕ

(
(Y )

)
=

(
f̃(Xp, Y p)

)
для некото-

рого многочлена f̃(U, V ) ∈ K[U, V ]. Однако во втором случае несложно показать,
что ϕ(Y ) = γf̃(Xp, Y p) для некоторого γ ∈ K

∗, что невозможно, так как ϕ(v) ∈
∈ Z

(
Λ2(K)

)
в том и только в том случае, если v ∈ Z

(
Λ2(K)

)
. Следовательно,

ϕ
(
(Y )

)
= (Y ). Таким образом, общий вид автоморфизмов не зависит от характе-

ристики поля. Однако над полем ненулевой характеристики можно рассмотреть
G ⊆ Aut Λ2(K)—подгруппу автоморфизмов, тождественных на центре алгебры
Λ2(K).

Теорема 2.10 ([5]). Пусть char K = p > 0, ϕ ∈ Aut Λ2(K). Тогда

ϕ(X) = γX + g(Y ), ϕ(Y ) = γY

для некоторых γ ∈ K
∗ и g ∈ K[Y ]. Группа Aut Λ2(K) изоморфна группе K

∗×K[Y ]
с операцией ◦, где(

γ1, g1(Y )
) ◦ (

γ2, g2(Y )
)

=
(
γ1γ2, γ2g1(Y ) + g2(γ1Y )

)
.

Если ϕ ∈ G, то ϕ(X) = X + iY , ϕ(Y ) = Y для некоторого i ∈ Zp, G ∼= Zp.

Приведём также описание дифференцирований жордановой плоскости [15].
Напомним, что дифференцированием ассоциативной алгебры A называется ли-
нейное отображение ∂ : A→ A, для которого выполняется «правило Лейбница»,



Жорданова плоскость 223

т. е. ∂(ab) = ∂(a)b + a∂(b) для всех a, b ∈ A. Для любого элемента w ∈ A
определим внутреннее дифференцирование adw: adw(a) = wa−aw для любого
a ∈ A. Множество всех дифференцирований алгебры A является алгеброй Ли
относительно операции коммутирования. Обозначим эту алгебру как DerA.

Теорема 2.11 ([15]).

1. Пусть char K = 0, ∂ ∈ Der
(
Λ2(K)

)
. Тогда

∂(X) = αY + ψ(X) + adw(X),
∂(Y ) = ψ′(X)Y + adw(Y )

для некоторых α ∈ K, ψ ∈ K[X], w ∈ Λ2(K).
2. Пусть char K = p > 2, ∂ ∈ Der

(
Λ2(K)

)
. Тогда

∂(X) = ψ(X) + T (Xp, Y p)Y + adw(X),

∂(Y ) = ψ′(X)Y + S(Xp, Y p)Y Xp−1Y + adw(Y )

для некоторых ψ ∈ K[X], T, S ∈ Z
(
Λ2(K)

)
, w ∈ Λ2(K).

3. Пусть char K = 2, ∂ ∈ Der
(
Λ2(K)

)
. Тогда

∂(X) = ψ(X) + T (X2, Y 2)Y + adw(X),

∂(Y ) = ϕ(X) +
(
ϕ′(X) + ψ′(X)

)
Y + S(X2, Y 2)Y XY + adw(Y )

для некоторых ϕ,ψ ∈ K[X], T, S ∈ Z
(
Λ2(K)

)
, w ∈ Λ2(K).

3. Нормирования: определение и общие свойства

Напомним определение и основные свойства нормирований [3].
Определение 3.1. Пусть Γ—линейно упорядоченная группа (не обязатель-

но коммутативная), F — тело над полем K. Эпиморфизм ν : F ∗ → Γ называется
нормированием, если для любых w1, w2, w1 + w2 ∈ F ∗ выполняется условие
ν(w1 + w2) � min{ν(w1), ν(w2)} и ν(K∗) = 0. Нормирование ν называется абе-
левым, если группа Γ абелева.

Нам понадобятся следующие свойства нормирований и линейно упорядочен-
ных групп.

Утверждение 3.2 (принцип доминирования). Пусть ν —нормирование,
w1, w2, w1 + w2 ∈ F ∗, ν(w1) > ν(w2). Тогда ν(w1 + w2) = ν(w2).

Доказательство. По определению нормирования ν(−w1) = ν(w1) и
ν(w1 + w2) � ν(w2). Тогда

ν(w2) = ν
(
w1 + w2 + (−w1)

)
� min{ν(w1 + w2), ν(w1)}.

Если ν(w1 + w2) � ν(w1), то ν(w2) � ν(w1), что неверно. Следовательно,
ν(w1 + w2) < ν(w1) и ν(w2) � ν(w1 + w2), что и требовалось доказать.
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Утверждение 3.3. Пусть Γ—линейно упорядоченная группа, a ∈ Γ, n ∈ N,
na ∈ Z(Γ). Тогда a ∈ Z(Γ).

Доказательство. Предположим противное. Тогда для некоторого элемента
b ∈ Z(Γ) имеет место неравенство b + a − b < a. Сложим n таких неравенств.
Получим

na > (b+ a− b) + (b+ a− b) + . . .+ (b+ a− b) = b+ na− b = na,

противоречие.

Утверждение 3.4. Пусть A—ассоциативная K-алгебра без делителей нуля,
конечно порождённая над своим центром Z(A), F — тело частных алгебры A,
Γ—линейно упорядоченная группа, ν : F ∗ → Γ—нормирование. Тогда группа Γ
коммутативна, т. е. все нормирования тела F абелевы.

Доказательство. Пусть Q—поле частных алгебры Z(A). Рассмотрим
A[Z(A)\{0}] —кольцо частных относительно мультипликативной системы
Z(A)\{0}. Тогда A[Z(A)\{0}] является конечномерной алгеброй над полем Q. Рас-
смотрим произвольный элемент w ∈ A. Тогда существует многочлен f ∈ Q[t]\Q,
такой что f(w) = 0. Пусть n = deg f . Приведём коэффициенты этого многочлена
к общему знаменателю. Тогда anw

n = an−1w
n−1 + . . .+ a1w+ a0, где ai ∈ Z(A),

причём an �= 0 и среди коэффициентов an−1, . . . , a0 есть по меньшей мере один
ненулевой. Очевидно, ν

(
Z(A)

) ⊆ Z(Γ). Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть ν(aiw

i) = ν(ajw
j) для некоторых 0 � i < j � n−1, aiaj �= 0.

Тогда ν(ai) + iν(w) = ν(aj) + jν(w), откуда (j − i)ν(w) = ν(ai) − ν(aj) ∈ Z(Γ).
Тогда по утверждению 3.3 ν(w) ∈ Z(Γ).

Случай 2. Пусть все значения ν(ajw
j), где 0 � j � n− 1 и aj �= 0, различны.

Выберем среди этих значений наименьшее. Пусть это ν(aiw
i), ai �= 0. Тогда по

принципу доминирования ν(anw
n) = ν(aiw

i). Далее такими же рассуждениями,
как и в случае 1, получаем, что ν(w) ∈ Z(Γ).

4. Нормирования жордановой плоскости

В этой части мы получим некоторые результаты о нормированиях тела част-
ных жордановой плоскости. Основным результатом является доказательство
абелевости всех нормирований тела частных жордановой плоскости над полем
произвольной характеристики. Отметим, что при изучении нормирований мы
существенно опираемся на результаты, описывающие первичный спектр жорда-
новой плоскости. Пусть F(K)— тело частных жордановой плоскости Λ2(K), Γ—
линейно упорядоченная группа, ν : F(K)∗ → Γ—нормирование.

Утверждение 4.1. ν(X) � ν(Y ), ν(X) + ν(Y ) = ν(Y ) + ν(X).

Доказательство. Поскольку Y X = XY + Y 2, то

ν(Y ) + ν(X) = ν(X + Y ) + ν(Y ).
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Предположим, что ν(X) > ν(Y ). Тогда по принципу доминирования ν(X+Y ) =
= ν(Y ), ν(Y ) + ν(X) = ν(Y ) + ν(Y ), откуда ν(X) = ν(Y ), противоречие. Следо-
вательно, ν(X) � ν(Y ). Пусть ν(X) < ν(Y ). Тогда по принципу доминирования
ν(X + Y ) = ν(X), так что ν(Y ) + ν(X) = ν(X + Y ) + ν(Y ) = ν(X) + ν(Y ), что
и требовалось доказать.

Таким образом, если заданы элементы a и b линейно упорядоченной группы,
причём a � b и a + b = b + a, то всегда можно построить такое нормирова-
ние ν, что ν(X) = a, ν(Y ) = b. Если a и b независимы как элементы абелевой
группы, то такое нормирование ν единственно. Так ли это в общем случае, в на-
стоящий момент неизвестно, однако в некоторых случаях теоремы о строении
первичного спектра жордановой плоскости позволяют однозначно восстановить
нормирование по значениям ν(X) и ν(Y ). Следующее утверждение показывает,
как связаны нормирования и первичный спектр жордановой плоскости.

Пусть ν(X) = ν(Y ) = 0. Тогда ν(αXiY j) = 0 для любого монома αXiY j ∈
∈ Λ2(K). Следовательно, для любого элемента w =

∑
i,j�0

αijX
iY j ∈ Λ2(K) по-

лучаем, что ν(w) � min
i,j�0

{ν(αijX
iY j)} = 0. Рассмотрим так называемый идеал

нормирования— множество

Iν = {w ∈ Λ2(K) \ {0} | ν(w) > 0} ∪ {0}.
Утверждение 4.2. Iν —вполне первичный идеал жордановой плоскости.

Доказательство. Пусть w1, w2 ∈ Iν \ {0} и w1 + w2 �= 0. Тогда
ν(w1), w(ν2) > 0, так что ν(w1 +w2) � min{ν(w1), ν(w2)} > 0, т. е. w1 +w2 ∈ Iν .
Далее, пусть w ∈ Iν \ {0}, u1, u2 ∈ Λ2(K) \ {0}. Так как в алгебре Λ2(K)
нет делителей нуля, то u1wu2 �= 0. Так как ν(u1), ν(u2) � 0, то ν(u1wu2) =
= ν(u1) + ν(w) + ν(u2) � ν(w) > 0. Итак, Iν � Λ2(K). Проверим, что Iν —
вполне первичный идеал жордановой плоскости. Пусть u1, u2 /∈ Iν , т. е. ν(u1) =
= ν(u2) = 0. Тогда u1u2 �= 0 и ν(u1u2) = ν(u1) + ν(u2) = 0, т. е. u1u2 /∈ Iν , что
и требовалось доказать.

Следующие утверждения показывают, что в некоторых случаях нормирова-
ние однозначно восстанавливается по значениям ν(X) и ν(Y ). Напомним, что
алгебра Λ2(K) имеет естественную градуировку:

Λ2(K) =
∞⊕

n=0

An,

где A0 = K, A1 = 〈X,Y 〉—линейная оболочка порождающих X и Y .

Утверждение 4.3. Пусть char K = 0, ν(X) = ν(Y ) = γ ∈ Γ, w ∈ An \ {0},
где n ∈ N0. Тогда ν(w) = nγ.

Доказательство. Проведём индукцию по n. Для n = 0 утверждение оче-
видно. Предположим, что если w ∈ Am \ {0}, где 0 � m < n, то ν(w) = mγ.
Пусть теперь w =

∑
i+j=n

αi,jX
iY j ∈ An \ {0}. Если α0,n = 0, то w = Xw1, где
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w1 =
∑

i+j=n, i�1

αi,jX
i−1Y j ∈ An−1 \ {0}. Тогда по предположению индукции

ν(w1) = (n− 1)γ, так что ν(w) = ν(Xw1) = nγ. Предположим, что α0,n �= 0. По
утверждению 2.1 wX = Xw + w′

Y Y
2, где w′

Y =
∑

i+j=n, j�1

jαi,jX
iY j−1 ∈ An−1.

Так как α0,n �= 0 и char K = 0, то w′
Y �= 0. По предположению индукции

ν(w′
Y ) = (n − 1)γ, откуда ν(w′

Y Y
2) = (n + 1)γ. По определению нормирования

ν(w) � nγ. Предположим, что ν(w) > nγ. Тогда ν(Xw) = γ + ν(w) > (n + 1)γ.
Отсюда по принципу доминирования ν(wX) = (n + 1)γ, поэтому ν(w) = nγ,
противоречие. Значит, ν(w) = nγ, что и требовалось доказать.

Утверждение 4.4. Пусть char K = 0, ν(X) = ν(Y ) = γ ∈ Γ. Тогда Γ = 〈γ〉,
т. е. если γ = 0, то Γ = 0, если γ �= 0, то Γ = Z.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай γ = 0. Тогда по утвержде-
нию 4.2 множество Iν является вполне первичным идеалом жордановой плос-
кости. Так как ν(Y ) = 0, то Y /∈ Iν . Однако по теореме 2.6 любой ненулевой
первичный идеал жордановой плоскости над полем нулевой характеристики со-
держит элемент Y . Значит, Iν = 0, откуда Γ = 0.

Рассмотрим случай γ > 0. Пусть w ∈ Λ2(K) \ {0}, w = wm1 + . . . + wmk
,

где m1 < . . . < mk, wmi
∈ Ami

\ {0}. Тогда по лемме 4.3 ν(wmi
) = γmi. Так

как γ > 0, то m1γ < . . . < mkγ и по принципу доминирования ν(w) = m1γ.
Следовательно, Γ порождается элементом γ, т. е. Γ ∼= Z.

Случай γ < 0 рассматривается аналогично.

Утверждение 4.5. Пусть char K = p > 0 и в поле K можно извлекать корни
степени p, ν(X) = ν(Y ) = 0. Тогда либо Γ = 0, либо Γ = Z.

Доказательство. Предположим, что Γ �= 0. По утверждению 4.2 мно-
жество Iν является вполне первичным идеалом жордановой плоскости. Так
как ν(Y ) = 0, то Y /∈ Iν . Так как Γ �= 0, то Iν �= (0). Тогда по тео-
реме 2.8 либо Iν =

(
f̃(Xp, Y p)

)
для некоторого многочлена f̃ ∈ K[U, V ],

либо Iν =
(
f̃(Y p), g̃(Xp, Y p)

)
для некоторых многочленов f̃ ∈ K[V ] и g̃ ∈

∈ K[U, V ]. Так как в поле K можно извлекать корни степени p, то f̃(Y p) =
=

(
f(Y )

)p
для некоторого многочлена f ∈ K[t], так что в фактор-алгебре

Λ2(K)/
(
f̃(Y p), g̃(Xp, Y p)

)
есть делители нуля. Следовательно, идеалы вида Iν =

=
(
f̃(Y p), g̃(Xp, Y p)

)
не могут быть вполне первичными. Итак, Iν =

(
f̃(Xp, Y p)

)
.

Пусть ν
(
f̃(Xp, Y p)

)
= γ ∈ Γ. Нетрудно проверить, что любой элемент w ∈

∈ Λ2(K) единственным образом представляется в виде w =
(
f̃(Xp, Y p)

)n
u,

где u ∈ Λ2(K) \ Iν . Если w =
(
f̃(Xp, Y p)

)n
u, то ν(w) = nγ. Следовательно,

Γ = 〈γ〉 ∼= Z.

Теперь перейдём к доказательству основного результата этого раздела: мы
покажем, что все нормирования тела частных жордановой плоскости абелевы.
Для доказательства основной теоремы нам понадобятся некоторые вспомога-
тельные утверждения и замечания.
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Определение 4.6. Пусть Λ2(K) =
∞⊕

n=0
An — естественная градуировка на

Λ2(K). Мы будем говорить, что высота элемента w ∈ Λ2(K) \ K равна n ∈ N,

если w ∈
n⊕

i=0

Ai, но w /∈
n−1⊕
i=0

Ai (обозначение: h(w) = n).

Утверждение 4.7. ν(Y ) ∈ Z(Γ).

Доказательство. Предположим противное: ν(Y ) /∈ Z(Γ). Тогда среди эле-
ментов w ∈ Λ2(K), таких что ν(Y w) �= ν(wY ), выберем элемент u с наименьшей
высотой. По утверждению 2.1 Y u = uY + tY 2, где t =

∑
k�1

u
(k)
X Y k−1, причём

либо t ∈ K, либо h(t) < h(u), т. е. ν(Y t) = ν(tY ) в силу выбора элемента u.
Рассмотрим три случая.

Случай 1: ν(uY ) > ν(tY 2). Тогда по принципу доминирования ν(Y u) =
= ν(tY 2). Так как ν(Y t) = ν(tY ), получаем

ν(Y ) + ν(u) = ν(t) + 2ν(Y ),
ν(u) = −ν(Y ) + ν(t) + 2ν(Y ) = ν(t) + 2ν(Y ) − ν(Y ),
ν(u) + ν(Y ) = ν(t) + 2ν(Y ),

т. е. ν(u) + ν(Y ) = ν(Y ) + ν(u), противоречие.
Случай 2: ν(uY ) = ν(tY 2). Так как ν(Y t) = ν(tY ), получаем

ν(u) + ν(Y ) = ν(t) + 2ν(Y ),
ν(u) = ν(t) + 2ν(Y ) − ν(Y ) = −ν(Y ) + ν(t) + 2ν(Y ),
ν(Y ) + ν(u) = ν(t) + 2ν(Y ),

т. е. ν(u) + ν(Y ) = ν(Y ) + ν(u), противоречие.
Случай 3: ν(uY ) < ν(tY 2). Тогда по принципу доминирования ν(Y u) =

= ν(uY ), противоречие. Итак, во всех случаях мы приходим к противоречию.
Следовательно, ν(Y ) ∈ Z(Γ).

Замечание 4.8. Опишем некоторые подалгебры тела частных жордановой
плоскости. Во-первых, заметим, что алгебра Λ2(K) естественным образом вкла-
дывается в кольцо K(Y )[X, δ] ⊂ F(K) косых многочленов Оре [12,13] над полем

рациональных функций K(Y ) с дифференцированием δ
(

f(Y )
g(Y )

)
=

(
f(Y )
g(Y )

)′
Y 2, где

f, g ∈ K[t], g �= 0. Действительно, пусть f, g ∈ K[t], g �= 0. По утверждению 2.1
g(Y )X = Xg(Y ) + g′(Y )Y 2. В поле F(K) умножим это равенство на

(
g(Y )

)−1

слева:
X =

(
g(Y )

)−1
Xg(Y ) +

(
g(Y )

)−1
g′(Y )Y 2.

Полученное равенство умножим на
(
g(Y )

)−1
справа:

X
(
g(Y )

)−1 =
(
g(Y )

)−1
X −

((
g(Y )

)−1
)′
Y 2,

откуда (
g(Y )

)−1
X = X

(
g(Y )

)−1 +
((
g(Y )

)−1
)′
Y 2.
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Окончательно получаем

f(Y )
g(Y )

X = f(Y )
(
g(Y )

)−1
X = f(Y )X

(
g(Y )

)−1 + f(Y )
((
g(Y )

)−1
)′
Y 2 =

= (Xf(Y ) + f ′(Y )Y 2)
(
g(Y )

)−1 + f(Y )
((
g(Y )

)−1
)′
Y 2 = X

f(Y )
g(Y )

+
(
f(Y )
g(Y )

)′
Y 2.

Для элементов кольца K(Y )[X, δ] естественным образом определяется degX —
степень многочлена по X. Более того, в кольце K(Y )[X, δ] можно (спра-
ва, слева) делить с остатком [13], т. е. для любых w1, w2 ∈ K(Y )[X, δ], где
w2 �= 0, существуют и единственны такие элементы q1, r1, q2, r2 ∈ K(Y )[X, δ],
что w1 = w2q1 + r1 = q2w2 + r2, degX r1, r2 < degX w2. Отметим также, что тело
частных кольца K(Y )[X, δ] совпадает с телом F(K).

Во-вторых, в теле частных F(K) рассмотрим подалгебру B, порождённую
элементами 1, −Y −1 и X−1. Покажем, что B также является жордановой плос-
костью. Для −Y −1 и X−1 выполняются следующие соотношения:

Y X = XY + Y 2, X = Y −1XY + Y, XY −1 = Y −1X + 1,

Y −1 = X−1Y −1X +X−1, Y −1X−1 = X−1Y −1 +X−2,

X−1(−Y −1) = (−Y −1)X−1 +X−2.

Мономы Y −mX−n, m,n � 0, линейно независимы. Действительно, пусть

α1Y
−m1X−n1 + . . .+ αkY

−mkX−nk = 0,

где (mi, ni) �= (mj , nj) при i �= j, α1, . . . , αk ∈ K. Пусть m = max(m1, . . . ,mk),
n = max(n1, . . . , nk). Тогда

Y m(α1Y
−m1X−n1 + . . .+ αkY

−mkX−nk)Xn = 0,

откуда
α1Y

m−m1Xn−n1 + . . .+ αkY
m−mkXn−nk = 0,

где все мономы Y m−miXn−ni ∈ Λ2(K) различны. Но в алгебре Λ2(K) эти
мономы линейно независимы [15], следовательно, α1 = . . . = αk = 0. Да-
лее, отображение X 
→ −Y −1, Y 
→ X−1, очевидно, продолжается до эпи-
морфизма η : Λ2(K) → B. Пусть w =

∑
i,j�0

αi,jX
iY j ∈ ker η. Тогда η(w) =

=
∑

i,j�0

(−1)iαi,jY
−iX−j = 0, откуда αi,j = 0 для любых i, j. Значит, ker η = 0,

η—изоморфизм, B—жорданова плоскость. Очевидно, тело частных алгебры B
совпадает с телом F(K).

Утверждение 4.9. Пусть ν
(
f(Y )

) ∈ Z(Γ) для всех f ∈ K[t]. Тогда группа Γ
абелева.

Доказательство. Предположим противное. Так как тело частных коль-
ца K(Y )[X, δ] совпадает с телом F(K), то существуют такие элементы w ∈
∈ K(Y )[X, δ], что ν(w) /∈ Z(Γ). Среди всех таких элементов выберем элемент u,
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степень которого по X минимальна. Так как ν
(
f(Y )

) ∈ Z(Γ) для всех f ∈ K[t],
то degX u � 1. Существуют такие элементы s ∈ K(Y )[X, δ], что ν(us) �= ν(su).
Среди всех таких элементов выберем элемент t, степень которого по X мини-
мальна. Очевидно, degX t � degX u. В кольце K(Y )[X, δ] поделим справа t на u
с остатком: t = uq0+r0. Далее, поделим справа q0 на u с остатком: q0 = uq1+r1,
t = u2q1 +ur1 + r0. Далее делим справа q1 на u с остатком и т. д. Окончательно
получаем, что t = unrn+un−1rn−1+ . . .+ur1+r0, где rn �= 0 и degX ri < degX u,
т. е. либо ri = 0, либо ν(ri) ∈ Z(Γ), 0 � i � n. Рассмотрим два случая.

Случай 1: ν(uiri) = ν(ujrj) для некоторых n � i > j � 0, rirj �= 0. То-
гда (i − j)ν(u) = ν(rj) − ν(ri) ∈ Z(Γ) и по утверждению 3.3 ν(u) ∈ Z(Γ),
противоречие.

Случай 2: все значения ν(ujrj), где n � j � 0, rj �= 0, различны. Тогда по
принципу доминирования ν(t) = ν(uiri) для некоторого i, такого что ri �= 0. Но
тогда ν(tu) = ν(ut), противоречие.

Итак, в обоих случаях мы приходим к противоречию. Следовательно, груп-
па Γ абелева.

Утверждение 4.10. Пусть ν(Y ) �= 0. Тогда группа Γ абелева.

Доказательство. По утверждению 4.7 ν(Y ) ∈ Z(Γ). Рассмотрим произволь-
ный ненулевой многочлен f(Y ) = anY

n + . . . + amY
m ∈ K[Y ], где n � m,

anam �= 0. Если ν(Y ) > 0, то ν(anY
n) < ν(akY

k) для всех k > n, ak �= 0.
Тогда по принципу доминирования ν

(
f(Y )

)
= nν(Y ) ∈ Z(Γ). Если ν(Y ) < 0, то

ν(amY
m) < ν(akY

k) для всех k < m, ak �= 0, и по принципу доминирования
ν
(
f(Y )

)
= mν(Y ) ∈ Z(Γ). Итак, ν

(
f(Y )

) ∈ Z(Γ) для всех f ∈ K[t]. Тогда по
утверждению 4.9 группа Γ абелева, что и требовалось доказать.

Теперь мы можем доказать основной результат этой работы.

Теорема 4.11. Любое нормирование тела частных жордановой плоскости над
полем произвольной характеристики является абелевым.

Доказательство. Сначала рассмотрим жорданову плоскость над полем по-
ложительной характеристики. В этом случае алгебра Λ2(K) является конечно
порождённой над своим центром и по утверждению 3.4 все нормирования те-
ла частных жордановой плоскости абелевы. Поэтому далее мы будем считать,
что char K = 0. Пусть Γ—линейно упорядоченная группа, ν : F(K) → Γ—
нормирование. Если ν(Y ) �= 0, то по утверждению 4.10 группа Γ абелева.
Пусть теперь ν(Y ) = 0. По утверждению 4.1 либо ν(Y ) = ν(X) = 0, ли-
бо ν(X) < ν(Y ) = 0. В первом случае по утверждению 4.4 Γ = 0. Пусть
ν(X) < ν(Y ) = 0. По замечанию 4.8 подалгебра B ⊂ F(K), порождённая эле-
ментами 1, −Y −1 и X−1, является жордановой плоскостью, причём тело частных
алгебры B совпадает с F(K) и для порождающих −Y −1 и X−1 имеет место нера-
венство ν(−Y −1) = 0 < ν(X−1). Тогда по утверждению 4.10 группа Γ абелева,
что и требовалось доказать.
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