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Аннотация

В работе вводятся и изучаются понятия полиномиально периодических и полино-
миально расщепляемых абелевых групп, рассматриваемых как модули над кольцом
целочисленных многочленов. Посредством этих понятий получено описание строго
сервантно корректных полиномиально расщепляемых векторных групп.

Abstract

S. K. Rososhek, Strictly purely correct torsion-free Abelian groups, Fundamentalnaya
i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 3, pp. 165—183.

In this paper, the concepts of polynomially periodic and polynomially split abelian
groups are introduced and studied. These groups are considered as modules over the ring
of integral polynomials. By using these concepts, a description of strictly purely correct
polynomially split vector groups is obtained.

Введение

Теоретико-множественная теорема Кантора—Шрёдера—Бернштейна послу-
жила источником постановки аналогичных задач в различных областях мате-
матики. Так, например, в топологии известна задача Борсука [1, с. 20—21]: для
каких топологических пространств X и Y из того, что X и Y гомеоморфны
ретрактам один другого, следует гомеоморфизм X и Y ? Хотя имеются примеры
отрицательного решения этой задачи (X — треугольник, Y —два треугольника,
имеющие единственную общую вершину), представляет интерес изучение та-
ких классов топологических пространств, для которых задача Борсука имеет
положительное решение. Такие пространства вводятся в [7, с. 1087].
Известны подобные задачи и в алгебре. В [8] изучается теоретико-кольцевой,

а в [11] — теоретико-категорный аналоги теоремы Кантора—Шрёдера—Берн-
штейна. Для абелевых групп известным аналогом этой теоремы является пер-
вая тестовая проблема Капланского: будут ли изоморфны абелевы группы G
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и H, если каждая из них изоморфна прямому слагаемому другой? В [9, 10]
были построены примеры групп, для которых эта проблема имеет отрицатель-
ное решение. Заметим, что существует взаимосвязь между задачей Борсука и
первой тестовой проблемой Капланского. А именно, если топологические про-
странства X и Y гомеоморфны ретрактам одно другого, то их группы гомологий
(когомологий) изоморфны прямым слагаемым одна другой.
Рассмотрим обобщение первой тестовой проблемы Капланского на сервант-

ные подгруппы, а именно для каких абелевых групп G и H из их изоморфизма
сервантным подгруппам друг друга следует изоморфизм G и H? Для системати-
ческого изучения этой задачи зафиксируем одну из двух групп. Тогда приходим
к следующему определению.
Назовём абелеву группу G сервантно корректной, если для любой абелевой

группы H из того, что G и H изоморфны сервантным подгруппам друг друга,
следует изоморфизм G и H.
Важным частным случаем сервантно корректной группы является следующее

понятие.
Назовём абелеву группу G строго сервантно корректной, если G не содержит

собственных сервантных подгрупп, изоморфных группе G.
Очевидно, что любая строго сервантно корректная группа является сервант-

но корректной. С другой стороны, легко построить пример сервантно коррект-
ной, но не строго сервантно корректной группы: достаточно взять свободную
абелеву группу бесконечного ранга.
Цель данной работы— изучение сервантно корректных и строго сервантно

корректных абелевых групп. В разделах 1 и 2 при рассмотрении данной про-
блемы в классе групп без кручения вводятся полиномиально периодические и
полиномиально расщепляемые группы, посредством которых удаётся продви-
нуться в изучении сервантно корректных групп. В разделе 3 для векторных
групп доказано, что из строгой сервантной корректности группы G следует её
полиномиальная периодичность тогда и только тогда, когда G полиномиально
расщепляема. Отсюда следует, что для векторной группы G её полиномиальная
периодичность равносильна строгой сервантной корректности тогда и только
тогда, когда G полиномиально расщепляема. В дальнейшем под группой пони-
мается абелева группа без кручения, если не оговорено противное.

1. Полиномиально периодические абелевы группы
без кручения

Определение 1.1. Пусть G— группа, α—эндоморфизм группы G. Назовём
α-модулем на группе G модуль над кольцом целочисленных многочленов Z[X],
аддитивная группа которого есть G, а модульная структура задана следующим
образом: для любого f(X) ∈ Z[X] и для любого g ∈ G

f(X) · g =
(
f(α)

)
(g).
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Будем обозначать α-модуль на группе G через αG. Очевидно, что для про-
извольных эндоморфизмов α и β группы G модули αG и βG изоморфны тогда и
только тогда, когда существует автоморфизм ϕ группы G, такой что ϕ−1αϕ = β.
Отсюда следует, что если кольцо эндоморфизмов E(G) группы G коммутативно,
то для любых α, β ∈ E(G) имеем αG ∼= βG тогда и только тогда, когда α = β.
Напомним, что модуль M над областью целостности R называется перио-

дическим, если для любого m ∈ M существует элемент 0 �= r ∈ R, такой что
rm = 0, и ограниченным, если существует ненулевой идеал I кольца R, такой
что IM = 0.
Пусть α— эндоморфизм группы G, задаваемый как умножение на рациональ-

ное число m
n . Тогда назовём α-модуль αG скалярным. Заметим, что скалярный

модуль αG является периодическим и ограниченным Z[X]-модулем. С другой
стороны, если αG является периодическим и ограниченным Z[X]-модулем, то
он не обязан быть скалярным модулем.

Пример 1.2. Пусть G = A ⊕ B и π—проекция группы G на A. Непосред-
ственно проверяется, что идеал (X2 − X) кольца Z[X] является аннулятором
модуля πG.

Определение 1.3. Для произвольного модуля αG, где α ∈ E(G), определим

tor(αG) =
{
g ∈ G ∣∣ ∃f(X) ∈ Z[X], f(X) �= 0,

(
f(α)

)
(g) = 0

}
и

TorG =
⋂

α∈E(G)

tor(αG).

Легко видеть, что tor(αG) является инвариантным сервантным подмодулем
модуля αG и TorG есть сервантная подгруппа группы G.

Определение 1.4. Назовём группу G полиномиально периодической, если
TorG = G.

Пример 1.5. Пусть G—жёсткая группа, т. е. E(G) изоморфно подкольцу
поля Q рациональных чисел [6, с. 148]. Поскольку в этом случае для любого
α ∈ E(G) модуль αG является скалярным, то αG есть периодический Z[X]-мо-
дуль и тогда tor(αG) = G, следовательно, TorG = G.

Лемма 1.6. Любая группа G конечного ранга есть полиномиально периоди-
ческая группа.

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент 0 �= a ∈ G, и пусть
r(G) = n. Возможны два случая.
Случай 1. Пусть для некоторого элемента 0 �= α ∈ E(G) существует такое

натуральное число i, что αi(a) = 0. Тогда ненулевой многочлен Xi аннулирует
элемент a модуля αG и, следовательно, a ∈ tor(αG).
Случай 2. Пусть элемент 0 �= α ∈ E(G) такой, что для любого i = 1, 2, . . . , n

выполняется αi(a) �= 0. Из конечности ранга группы G (r(G) = n) следует, что
множество a, α(a), . . . , αn−1(a), αn(a) ненулевых элементов группы G линейно
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зависимо. Тогда существуют целые числа k(a)
0 , k

(a)
1 , . . . , k

(a)
n , не все равные нулю

одновременно, такие что имеет место равенство

k
(a)
0 + k

(a)
1 α(a) + . . .+ k(a)

n αn(a) = 0. (1)

Так как G— группа без кручения, то по меньшей мере два из коэффициентов
k

(a)
i в (1) отличны от нуля. Тогда существует целочисленный многочлен

f (a)(X) = k
(a)
0 + k

(a)
i1
Xi1 + . . .+ k

(a)
ir
Xir

по меньшей мере первой степени, для которого f (a)(X) · a = 0 в модуле αG.
Следовательно, a ∈ tor(αG).
Таким образом, для любого α ∈ E(G) имеем a ∈ tor(αG), тогда a ∈ TorG.

Следовательно, G = TorG.

Лемма 1.7. Если G—полиномиально периодическая группа, то G строго
сервантно корректна.

Доказательство. Пусть α— такой произвольный эндоморфизм группы G,
что α—мономорфизм и Imα— сервантная подгруппа группы G, изоморфная
группе G. Покажем, что Imα = G.
Пусть существует элемент g ∈ G \ Imα, тогда, поскольку по условию αG—

периодический модуль, существует элемент f(X) ∈ Z[X], такой что f(X) ·g = 0.
Если f(X) = n0 + n1X + . . .+ nkX

k, то возможны два случая.
Случай 1. n0 �= 0. Тогда

n0g + n1α(g) + . . .+ nkα
k(g) = 0,

причём хотя бы один из коэффициентов n1, n2, . . . , nk отличен от нуля, так как
G— группа без кручения. Отсюда

0 �= n0g = −n1α(g)− . . .− nkαk(g) ∈ Imα.

Поскольку Imα— сервантная подгруппа группы G без кручения, то из n0g ∈
∈ Imα следует, что g ∈ Imα, противоречие.
Случай 2. n0 = 0. Пусть ni—первый ненулевой коэффициент, т. е. f(X) =

= niX
i + . . .+ nkX

k. Тогда

f(X) = Xi(ni + ni+1X + . . .+ nkX
k−i),

следовательно,

0 = f(X)g = [αi(ni + ni+1α+ . . .+ nkα
k−i)](g) =

= αi
(
nig + ni+1α(g) + . . .+ nkα

k−i(g)
)
.

Так как α—мономорфизм, имеем

nig + ni+1α(g) + . . .+ nkα
k−i(g) = 0,

т. е. случай 2 сводится к случаю 1.

Обратное утверждение неверно.
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Пример 1.8. Пусть Jp—аддитивная группа целых p-адических чисел. Из-
вестно, что кольцо эндоморфизмов E(Jp) группы Jp изоморфно кольцу Q∗

p целых
p-адических чисел [6, c. 256]. Так как Jp есть Q∗

p-модуль без кручения, то для
любого ненулевого эндоморфизма α группы Jp имеем, что из α(g) = 0 следует
g = 0, т. е. α—мономорфизм.
Пусть α ∈ E(Jp)—умножение на целое p-адическое число π. Если π явля-

ется алгебраическим числом, то существует целочисленный многочлен f(X) =
= k0 + k1X + . . . + knX

n, такой что f(π) = 0. Тогда α(Jp)—периодический
Z[X]-модуль и tor

(
α(Jp)

)
= Jp.

Если π является трансцендентным числом, то любой целочисленный
многочлен от π— это некоторое ненулевое целое p-адическое число. Тогда
tor

(
α(Jp)

)
= 0.

Заметим, что существование трансцендентных целых p-адических чисел сле-
дует из существования континуума p-адических чисел, которые алгебраически
независимы над полем рациональных чисел, а также из того, что некоторая
степень p-адического числа есть целое p-адическое число.
Таким образом, существует эндоморфизм α группы Jp, для которого

tor
(
α(Jp)

)
= 0. Следовательно,

Tor Jp =
⋂

α∈E(Jp)

tor
(
α(Jp)

)
= 0,

т. е. Jp не является полиномиально периодической группой.
С другой стороны, Jp есть строго сервантно корректная группа. Действи-

тельно, пусть A— сервантная подгруппа группы Jp, такая что A �= Jp. Тогда из
алгебраической компактности группы Jp следует, что A есть прямое слагаемое
группы Jp, что противоречит неразложимости группы Jp.
Тем не менее для некоторых классов абелевых групп без кручения понятия

строгой сервантной корректности и полиномиальной периодичности оказывают-
ся равносильными. В частности, это имеет место для групп конечного ранга
и жёстких групп, как следствие утверждений, приведённых выше. Теорема 1.9
устанавливает равносильность этих понятий и для вполне разложимых групп.
Пусть G—вполне разложимая абелева группа без кручения, и пусть

G =
⊕
i∈I

Gi— (2)

фиксированное разложение группы G в прямую сумму групп Gi ранга 1 без
кручения. Обозначим через Ω(G) множество всех различных типов прямых
слагаемых Gi ранга 1 из разложения (2), через G(t)—однородную компонен-
ту группы G типа t ∈ Ω(G), которая является прямой суммой всех тех прямых
слагаемых Gi из разложения (2), которые имеют тип t, и через r(t)—мощность
множества прямых слагаемых Gi типа t из разложения (2), т. е. имеем

G(t) =
⊕
i∈I(t)

Gi,
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где Gi для i ∈ I(t) есть прямые слагаемые ранга 1 и типа t из разложения (2),
I =

⋃
t∈Ω(G)

I(t) и |I(t)| = r(t) для любого t ∈ Ω(G).

Используем эти обозначения в следующей теореме.

Теорема 1.9. Пусть G—вполне разложимая группа, тогда следующие утвер-
ждения равносильны:

а) G—полиномиально периодическая группа;
б) G— строго сервантно корректная группа;
в) Ω(G) удовлетворяет условию максимальности и для любого t ∈ Ω(G) вы-
полняется r(t) <∞.

Доказательство. Импликация а) =⇒ б) следует из леммы 1.7, импликация
б) =⇒ в) следует из [4, c. 389, 390]. Докажем импликацию в) =⇒ а).
Пусть выполнено условие в). Покажем, что тогда TorG = G, т. е. для любого

α ∈ E(G) имеет место tor(αG) = G. Предположим противное, пусть существует
такой эндоморфизм α ∈ E(G), что tor(αG) �= G. Тогда найдётся элемент g, такой
что g ∈ G и g /∈ tor(αG). Отсюда получаем

α(g) /∈ tor(αG), . . . , αk(g) /∈ tor(αG), . . . , k = 1, 2, . . . .

Покажем, что g, α(g), . . . , αk(g), . . .—линейно независимое множество эле-
ментов группы G. Действительно, пусть

n0g + n1α(g) + . . .+ nsα
s(g) = 0.

Если ni �= 0 для единственного i = 0, 1 . . . , s, то получаем противоречие с тем,
что G — группа без кручения. Если ni �= 0 для двух или более индексов
i = 0, 1, . . . , s, то получаем целочисленный многочлен f(X) степени не мень-
ше 1, такой что f(X) · g = 0 в модуле αG. Это означает, что g ∈ tor(αG),
противоречие.
Определим теперь подмножество Φ ⊆ Ω(G) следующим образом:

Φ =
{
t ∈ Ω(G) | (∃a) (

a ∈ (G \ tor(αG)
)
,

(∃is) a = ai1 + . . .+ ais + . . .+ aik , ais ∈ Gis , ais /∈ tor(αG), τ(Gis) = t
}
.

Здесь и далее представления элементов в виде сумм берутся относительно фик-
сированного разложения

G =
⊕
i∈I

Gi.

Заметим, что Φ—непустое множество. Действительно, по предположению име-
ем, что g /∈ tor(αG). Тогда если

g = gi1 + . . .+ gik , gil ∈ Gil , l = 1, . . . , k,

то существует s ∈ {1, . . . , k}, для которого gis /∈ tor(αG). Обозначим тип Gis
через t0, тогда t0 ∈ Φ.
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По условию в) множество Ω(G) удовлетворяет условию максимальности, то-
гда и подмножество Φ ⊆ Ω(G) также удовлетворяет условию максимальности.
Пусть tmax есть максимальный тип в Φ. Тогда существует элемент g′ ∈ G, такой
что

g′ = g′i1 + . . .+ g′in /∈ tor(αG),

причём, скажем,

g′i1 /∈ tor(αG), g′i1 ∈ Gi1 (3)

и τ(Gi1) = tmax.
Так как эндоморфизмы не понижают типы, то множество

g′i1 , α(g′i1), . . . , α
n(g′i1), . . .

содержится в подгруппе G(tmax) = {g ∈ G | τ(g) � tmax}. Если обозначить че-
рез G∗(tmax) подгруппу, порождённую элементами, типы которых больше или
равны tmax, то для любого h ∈ G∗(tmax) имеем h = hj1 + . . . + hjs , hjk ∈ Gjk ,
k = 1, . . . , s, причём τ(hjk) = τ(Gjk) > tmax для любого k = 1, . . . , s. Отсю-
да следует, что hjk ∈ tor(αG) для любого k = 1, . . . , s. Действительно, если
предположить противное, то некоторый hjk не принадлежит tor(αG) и тогда
τ(Gjk) ∈ Φ, что противоречит максимальности типа tmax в Φ. Следовательно,
G∗(tmax) ⊆ tor(αG).
Учтём теперь, что по условию в) число прямых слагаемых ранга 1 группы G

одного и того же типа конечно. Следовательно, ранг G(tmax)/G∗(tmax) конечен,
откуда следует, что множество смежных классов

g′i1 +G∗(tmax), α(g′i1) +G∗(tmax), . . . , αi(g′i1) +G∗(tmax)

для g′i1 из (3) является линейно зависимым. Но тогда существуют такие целые
числа k0, k1, . . . , kn, не все равные нулю одновременно, что

k0

(
g′i1 +G∗(tmax)

)
+ . . .+ kn

(
αn(g′i1) +G∗(tmax)

) ⊆ G∗(tmax).

Так как G(tmax)/G∗(tmax)— группа без кручения, то по меньшей мере два из
коэффициентов k0, k1, . . . , kn отличны от нуля и, следовательно, целочисленный
многочлен f0(X) = k0 + k1X + . . .+ knX

n имеет степень не меньше 1. Но тогда
в модуле αG имеем

f0(X)g′i1 ∈ G∗(tmax) ⊆ tor(αG). (4)

Если f0(X)g′i1 = 0, то g′i1 ∈ tor(αG), что противоречит выбору элемента g′i1 . Если
f0(X)g′i1 �= 0, то из (4) следует, что существует элемент 0 �= f1(X) ∈ Z[X], такой
что f1(X) · (f0(X)g′i1) = 0. Тогда многочлен f(X) = f1(X) · f0(X) имеет степень
не меньше 1 и f(X) · g′i1 = 0, что означает, что g′i1 ∈ tor(αG), противоречие
с выбором g′i1 .
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2. Полиномиально расщепляемые абелевы группы
без кручения

Определение 2.1. Группу G без кручения назовём полиномиально расщеп-
ляемой, если TorG есть прямое слагаемое группы G.

Следующая теорема показывает, что класс полиномиально расщепляемых
групп значительно шире класса полиномиально периодических групп.

Теорема 2.2. Любая вполне разложимая группа без кручения полиномиаль-
но расщепляема.

Доказательство. Рассмотрим фиксированное прямое разложение вполне
разложимой группы G:

G =
⊕
i∈I

Gi, (5)

где Gi (i ∈ I) — группы без кручения ранга 1.
Покажем сначала, что

TorG =
⊕
j∈J

Gj ,

где J ⊆ I и Gj (j ∈ J) — это те и только те прямые слагаемые ранга 1 из
разложения (5), которые удовлетворяют следующему условию:

множество Φj типов различных прямых слагаемых Gi ранга 1 из
разложения (5), которые больше типа Gj , удовлетворяет условию
максимальности и множество тех прямых слагаемых Gi из разло-
жения (5), тип которых равен типу Gj , конечно.

(6)

Обозначим
⊕
j∈J

Gj = H и покажем сначала, что H ⊆ TorG. Заметим, что из

условия (6) следует, что H —вполне характеристическая подгруппа группы G.
Пусть h ∈ H —произвольный элемент. Покажем, что h ∈ TorG. Достаточно
убедиться, что для любого эндоморфизма ϕ группы G и любого элемента h ∈ H
множество вида

h, ϕ(h), . . . , ϕi(h), . . . (7)

является линейно зависимым. Действительно, в этом случае существует много-
член 0 �= fϕ(X) ∈ Z[X] степени не ниже 1, такой что fϕ(X) ·h = 0 в ϕG, откуда
следует, что h ∈ tor(ϕG) для любого ϕ ∈ E(G), что означает h ∈ TorG.
Для любого эндоморфизма ϕ ∈ E(G) рассмотрим ограничение ϕ|H . Так как

H —вполне характеристическая подгруппа группы G, то ϕ|H —эндоморфизм
группы H. Так как H —вполне разложимая группа, удовлетворяющая усло-
вию в) теоремы 1.9, то согласно условию а) теоремы 1.9 получаем, что H —
полиномиально периодическая группа. Это означает, что для любого эндомор-
физма α группы H имеем

H = tor(αH). (8)
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В частности, это имеет место и для эндоморфизмов группы H, являющихся
ограничениями эндоморфизмов группы G. Но тогда из (8) следует линейная
зависимость множеств вида

h, ϕ|H(h), . . . , ϕi|H(h), . . . ,

для любых h ∈ H и ϕ ∈ E(G). Поскольку ϕ|H(h) = ϕ(h) для любых h ∈ H и
ϕ ∈ E(G), множества вида (7) являются линейно зависимыми для любых h ∈ H
и ϕ ∈ E(G).
Покажем теперь, что TorG ⊆ H. Предположим противное. Пусть существу-

ет такой элемент x ∈ TorG, что x /∈ H. Тогда представим x относительно
разложения (5) следующим образом:

x = xi1 + xi2 + . . .+ xik , xis ∈ Gis , s = 1, 2, . . . , k. (9)

Из x ∈ H следует, что для некоторого xis ∈ Gis , s = 1, 2, . . . , k, имеем is ∈ J .
По условию (6) это означает, что для Gis существует бесконечное множество
прямых слагаемых Gi ранга 1 из разложения (5), типы которых образуют бес-
конечную неубывающую последовательность:

Gj1 , . . . , Gjn , . . . , τ(Gis) � τ(Gj1) � . . . � τ(Gjn) � . . . . (10)

Можем предполагать, что элементы Gi1 , Gi2 , . . . , Gik из (9) не входят в множе-
ство (10), так как в противном случае можно исключить конечное множество Gir
и перенумеровать оставшиеся Gjn .
Рассмотрим прямое разложение группы G вида

G = Gis ⊕
( ∞⊕
n=1

Gjn

)
⊕G′

и построим эндоморфизм ϕ группы G следующим образом: для любого g ∈ G,
если g = g1 + g2 + g3, где

g1 ∈ G(1) = Gis , g2 ∈ G(2) =
∞⊕
n=1

Gjn , g3 ∈ G(3) = G′,

то ϕ(g1) = γ1(g1), где γ1 : Gis → Gj1 —фиксированное вложение, ϕ(g2) = g2,
ϕ(g3) = 0.
Зададим эндоморфизм ψ группы G следующим образом: для любого g ∈ G,

если g = g1+g2+g3, где gi ∈ G(i), i = 1, 2, 3, то ψ(g1) = g1, ψ(g3) = 0, ψ(g2) = g′2,
причём для g2 = gjn1

+ . . .+ gjnl
∈ G(2) обозначим

g′2 = gjn1+1 + . . .+ gjnl+1 ∈ G(2), gjni+1 = γni+1(gjni
), i = 1, . . . , l,

где γni+1 : Gjni
→ Gjni+1 —фиксированные вложения для i = 1, . . . , l.

Обозначим χ = ψ ◦ϕ, тогда легко видеть, что x, χ(x), . . . , χm(x), . . .—линей-
но независимое множество. Но тогда x /∈ tor(χG), что противоречит x ∈ TorG =
=

⋂
α∈E(G)

tor(αG). Таким образом, TorG ⊆ H, что завершает доказательство,

поскольку TorG =
⊕
j∈J

Gj —прямое слагаемое группы G.
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Для построения примера полиномиально нерасщепляемой группы рассмот-
рим векторные группы, т. е. G =

∏
i∈I

Gi, где Gi (i ∈ I) — группы без кручения
ранга 1. Условимся, следуя [3], называть Gi компонентами векторной группы G,
а для любого g ∈ G, если g = (. . . , gi, . . .) ∈

∏
i∈I

Gi, gi ∈ Gi, будем называть gi
координатами элемента g в группе G.

Лемма 2.3. Пусть G =
∏
i∈I

Gi, где Gi (i ∈ I) — произвольные группы без
кручения. Тогда

TorG ⊆
⊕
i∈I

Gi.

Доказательство. Достаточно показать, что если элемент

g = (. . . , gi, . . .) ∈
∏
i∈I

Gi

имеет бесконечное число ненулевых координат, то существует эндоморфизм ψ
группы G, такой что g /∈ tor(ψG).
Пусть gi1 , gi2 , . . . , gin , . . .—некоторое счётное множество ненулевых коорди-

нат элемента g. Представим группу G в виде

G =
∞∏
n=1

Gin ⊕G′,

g = g0 + g′, g0 = (gi1 , . . . , gin , . . .) ∈
∞∏
n=1

Gin , g′ ∈ G′. (11)

Обозначим через ϕ эндоморфизм группы
∞∏
n=1

Gin , который для любого x ∈
∈

∞∏
n=1

Gin задан следующим образом: если x = (xi1 , xi2 , . . . , xin , . . .), то ϕ(x) =

= (xi1 , 2xi2 , . . . , nxin , . . .).
Рассмотрим множество

g0, ϕ(g0), . . . , ϕm(g0), . . . , (12)

где g0 из (11). Имеем

ϕ(g0) = (gi1 , 2gi2 , . . . , ngin , . . .),

ϕ2(g0) = (gi1 , 4gi2 , . . . , n
2gin , . . .),

. . .

ϕm(g0) = (gi1 , 2
mgi2 , . . . , n

mgin , . . .),
. . .

Предположим, что существует такое натуральное число k, что

s0g0 + s1ϕ(g0) + . . .+ skϕ
k(g0) = 0,
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где s0, s1, . . . , sk —целые числа. Тогда

s0 + s1 + . . .+ sk = 0, . . . , s0 + ns1 + . . .+ nksk = 0, . . . .

В частности, получаем, что s0, s1, . . . , sk —решение однородной системы k + 1
линейных уравнений с k + 1 неизвестными над полем Q:

x0 + x1 + . . .+ xk = 0,

x0 + 2x1 + . . .+ 2kxk = 0,
. . .

x0 + (k + 1)x1 + . . .+ (k + 1)kxk = 0.

Поскольку определитель этой системы отличен от нуля,∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
1 2 . . . 2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 k + 1 . . . (k + 1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1! 2! . . . k! �= 0,

то s0 = s1 = . . . = sk = 0 в поле Q, следовательно, и в кольце Z. Тогда

множество (12) линейно независимо и g0 /∈ tor
(
ϕ
( ∞∏
n=1

Gin

))
.

Продолжим ϕ до эндоморфизма ψ группы G следующим образом: если

x = x0 + x′ ∈ G, x0 ∈
∞∏
n=1

Gin , x′ ∈ G′,

то пусть
ψ(x0) = ϕ(x0), ψ(x′) = 0.

Тогда
g0 /∈ tor(ψG), g′ ∈ tor(ψG)

для g0, g′ из (11), поскольку ψ(g′) = 0. Отсюда следует, что g /∈ tor(ψG), что
завершает доказательство.

Теперь можем построить полиномиально нерасщепляемую группу без круче-
ния.

Пример 2.4. Пусть Ḡ =
∞∏
n=1

Gn, где Gn— группа без кручения ранга 1 и

типа τn = (0, . . . , 0,∞, 0, . . .) с ∞ на n-м месте, n = 1, 2, . . .. По лемме 2.3 имеем

Tor Ḡ ⊆
∞⊕
n=1

Gn.

Более того, в нашем случае
∞⊕
n=1

Gn ⊆ Tor Ḡ.
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Действительно, пусть g ∈
∞⊕
n=1

Gn. Тогда для g = gn1 + . . . + gnk
, gni

∈ Gni
, i =

= 1, . . . , k, и любого эндоморфизма ϕ группы Ḡ имеем ϕ(g) ∈ Gn1⊕. . .⊕Gnk
. Из

теоремы 1.9 следует, что группа
∞⊕
n=1

Gn является полиномиально периодической,

откуда получаем, что g ∈ tor
(
ϕ̄
( ∞⊕
n=1

Gn

))
, где ϕ̄ есть ограничение ϕ на

∞⊕
n=1

Gn.

Но тогда g, ϕ(g), . . . , ϕn(g), . . .—линейно зависимое множество в
∞⊕
n=1

Gn, а сле-

довательно, и в Ḡ. Отсюда вытекает, что g ∈ tor(ϕḠ) для любого эндоморфизма
ϕ ∈ E(G), тогда g ∈ Tor Ḡ. Таким образом,

Tor Ḡ =
∞⊕
n=1

Gn.

Но тогда Tor Ḡ не является прямым слагаемым группы Ḡ согласно [3, следствие
из теоремы 1].

Найдём описание полиномиально расщепляемых векторных групп.

Лемма 2.5. Пусть G =
∏
i∈I

Gi, где Gi— группы без кручения ранга 1 для

любого i ∈ I. Подгруппа TorG имеет следующий вид:

TorG =
⊕
j∈J

Gj , J ⊆ I,

где {Gj}j∈J —множество всех тех компонент Gj , для которых существует не
более конечного числа различных компонент Gi, типы которых больше или
равны типу Gj .

Доказательство. Согласно лемме 2.3

TorG ⊆ H =
⊕
i∈I

Gi.

Покажем сначала, что
TorG ⊆ H ′ =

⊕
j∈J

Gj .

Пусть существует элемент h ∈ TorG, такой что h /∈ H ′. Тогда среди нену-
левых координат элемента h = hi1 + hi2 + . . . + hik , hi1 ∈ Gi1 ,. . . , hik ∈ Gik ,
существует хотя бы одна координата, скажем hi1 ∈ Gi1 , для которой i1 /∈ J ,
т. е. hi1 /∈ H ′. Из определения множества индексов J тогда следует, что
для компоненты Gi1 существует бесконечное множество компонент, скажем
Gl1 , . . . , Gln , . . ., типы которых больше или равны типу Gi1 . Можем считать,
что компоненты Gi1 , . . . , Gik не входят в это множество (в противном слу-
чае отбросим конечное множество компонент, входящих в это множество, и
перенумеруем компоненты).
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Рассмотрим прямое разложение группы G вида

G = Gi1 ⊕
∞∏
n=1

Gln ⊕G′.

Зададим эндоморфизм ϕ группы G следующим образом: для любого g ∈ G,

g = g1 + g2 + g3, где g1 ∈ Gi1 , g2 ∈
∞∏
n=1

Gln и g3 ∈ G′, пусть

ϕ(g1) = 〈γl1(g1), . . . , γln(g1), . . .〉,
где γln : Gi1 → Gln —вложения для n = 1, 2, . . . (учтём, что тип компоненты Gln
больше или равен типу Gi1 для n = 1, 2, . . .), ϕ(g2) = g2 и ϕ(g3) = 0.
Зададим эндоморфизм ψ группы G следующим образом: если g = g1 +

+ g2 + g3 ∈ G, как выше, то пусть ψ(g1) = 0 для g1 ∈ Gi1 , ψ(g2) =

= 〈gl1 , 2gl2 , . . . , ngln , . . .〉 для g2 = 〈gl1 , gl2 , . . . , gln , . . .〉 ∈
∞∏
n=1

Gln , ψ(g3) = 0
для g3 ∈ G′.
Обозначим χ = ψϕ. Тогда h, χ(h), . . . , χm(h), . . .—линейно независимое мно-

жество. Действительно, имеем

χ(h) = ψ
(
ϕ(h)

)
= ψ

(
ϕ(hi1)

)
= (γl1(hi1), 2γl2(hi1), . . . , nγln(hi1), . . .),

χ2(h) = ψ
(
ϕ
(
χ(h)

))
= (γl1(hi1), 4γl2(hi1), . . . , n

2γln(hi1), . . .),

. . .

χm(h) = (γl1(hi1), 2
mγl2(hi1), . . . , n

mγln(hi1), . . .),
. . .

Аналогично доказательству леммы 2.3 получаем, что ϕ(h), χ(h), χ2(h), . . . ,
χm(h), . . . (а следовательно, и χ(h), χ2(h), . . . , χm(h), . . .) есть линейно незави-
симое множество. Поскольку множество χ(h), χ2(h), . . . , χm(h), . . . содержится

в группе
∞∏
n=1

Gln , а h ∈ Gi1 ⊕ G′, то h, χ(h), . . . , χm(h), . . .—линейно независи-

мое множество. Отсюда следует, что h /∈ tor(χG), что противоречит тому, что
h ∈ TorG =

⋂
α∈E(G)

tor(αG). Таким образом, TorG ⊆ H.
Покажем теперь, что H ′ ⊆ TorG. Заметим, что H ′—вполне характери-

стическая подгруппа группы G. Пусть h ∈ H ′. Покажем, что h ∈ TorG.
Достаточно доказать, что для любого эндоморфизма ϕ группы G мно-
жество h, ϕ(h), . . . , ϕn(h), . . . является линейно зависимым. Рассмотрим для
эндоморфизма ϕ группы G его ограничение ϕ|H′ на подгруппе H ′. Так
как H ′—вполне характеристическая подгруппа группы G, то ϕ|H′ — эндо-
морфизм группы H ′. Поскольку H ′—вполне разложимая группа без круче-
ния, удовлетворяющая условию в) теоремы 1.9, то согласно условию а) тео-
ремы 1.9 получаем, что H ′ является полиномиально периодической группой.
Тогда h, ϕ|H′(h), . . . , ϕ|nH′(h), . . .—линейно зависимое множество. Поскольку
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ϕ|H′(h) = ϕ(h) для любого h ∈ H ′, то h, ϕ(h), . . . , ϕn(h), . . . есть линейно зави-
симое множество для любых h ∈ H ′ и ϕ ∈ E(G), что означает, что h ∈ TorG.

Теорема 2.6. Пусть G =
∏
i∈I

Gi, где Gi (i ∈ I) — группы без кручения ран-
га 1, H =

⊕
i∈I

Gi, H ′ =
⊕
j∈J

Gj (где J определено, как в лемме 2.5). Тогда

следующие утверждения равносильны:

а) G—полиномиально расщепляемая группа;
б) TorG— группа конечного ранга;
в) множество Φ(G) всех тех компонент Gj группы G (j ∈ J), для которых
существует не более конечного числа различных компонент Gl (l ∈ I),
типы которых больше или равны типу Gj , является конечным множеством;

г) множество Ψ(G) всех тех компонент Gi группы G (i ∈ I), для которых
любая неубывающая цепь типов различных компонент группы G, начина-
ющаяся с типа компоненты Gi, обрывается через конечное число шагов,
есть конечное множество.

Доказательство. Докажем импликацию а) =⇒ б). По лемме 2.5

TorG = H ′ =
⊕
j∈J

Gj ,

где множество {Gj}j∈J = Φ(G) есть множество всех тех компонент Gj груп-
пы G, для которых существует не более конечного числа различных компо-
нент Gl (l ∈ I), типы которых больше или равны типу компоненты Gj . Если
G—полиномиально расщепляемая группа, то TorG—прямое слагаемое груп-
пы G. Следовательно, согласно [2, с. 102] группа TorG есть прямая сумма
делимой группы без кручения и конечного числа компонент Gj (j ∈ J) ранга 1.
По определению множества J делимая часть группы TorG имеет конечный
ранг. Таким образом, если TorG—прямое слагаемое группы G, то TorG имеет
конечный ранг.
Эквивалентность б)⇐⇒ в) следует из леммы 2.5.
Импликации в) =⇒ б) и б) =⇒ а) очевидны. Поэтому справедлива имплика-

ция в) =⇒ а)
Докажем эквивалентность в)⇐⇒ г). Так как импликация г) =⇒ в) очевидна,

осталось показать справедливость импликации в) =⇒ г).
Заметим, что Φ(G) ⊆ Ψ(G). Покажем, что если Φ(G)—конечное множество,

то Ψ(G) = Φ(G), откуда следует, что Ψ(G)—конечное множество. Обозначим
через Γ(G) множество всех различных типов компонент из Ψ(G). Согласно опре-
делению Ψ(G) множество Γ(G) удовлетворяет условию максимальности и среди
компонент из Ψ(G) существует не более конечного числа компонент одного
типа. Тогда ясно, что все компоненты из Ψ(G), типы которых являются макси-
мальными типами в Γ(G), принадлежат Φ(G). Далее, пусть Gi0 —произвольная
компонента из Ψ(G) типа τi и пусть все компоненты из Ψ(G) типа, больше-
го τi0 , принадлежат Φ(G). По условию в) Φ(G)—конечное множество. Тогда
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существует не более конечного числа различных компонент Gl (l ∈ I), ти-
пы которых больше или равны типу τi0 . Следовательно, по определению Φ(G)
имеем Gi0 ∈ Φ(G). Таким образом, получаем Φ(G) = Ψ(G), что завершает
доказательство теоремы.

Следствие 2.7. Пусть G—векторная группа. Группа G полиномиально пе-
риодическая тогда и только тогда, когда ранг группы G конечен.

Пример 2.8. Пусть Ḡ— группа из примера 2.4, т. е. Ḡ =
∞∏
n=1

Gn, где Gn—

группы без кручения ранга 1 типа τn = (0, . . . , 0,∞, 0, . . .) с ∞ на n-м месте,
n = 1, 2, . . .. Поскольку ранг группы Ḡ бесконечен, то по следствию 2.7 группа Ḡ
не является полиномиально периодической. Покажем, что Ḡ является строго
сервантно корректной группой.
Пусть ϕ ∈ E(Ḡ)— такой моноэндоморфизм, что Imϕ является сервантной

подгруппой группы Ḡ. Тогда очевидно, что ϕ(Gn) ⊆ Gn, более того, ϕ(Gn) яв-
ляется сервантной подгруппой в Gn для любого n = 1, 2, . . .. Поскольку Gn
для n = 1, 2, . . . есть группа без кручения ранга 1, получаем, что Gn = ϕ(Gn)
для n = 1, 2, . . .. Это означает, что ϕ действует на каждой компоненте Gn,
n = 1, 2, . . ., как её автоморфизм. Учтём теперь, что любой автоморфизм груп-
пы Gn без кручения ранга 1 есть умножение на рациональное число ±p±kn ,
kn � 0, n = 1, 2, . . .. Рассмотрим эндоморфизм ψ группы Ḡ, действующий на
каждой группе Gn, n = 1, 2, . . ., как умножение на ±p∓kn . Тогда ϕψ = 1Ḡ,
ψϕ = 1Ḡ. Следовательно, ϕ есть автоморфизм группы Ḡ и тогда Ḡ является
строго сервантно корректной, но не полиномиально периодической группой.

3. Строго сервантно корректные векторные группы

Согласно лемме 1.7 любая полиномиально периодическая группа без круче-
ния является строго сервантно корректной группой. Пример 2.8 показывает, что
для произвольных векторных групп класс полиномиально периодических групп
строго содержится в классе строго сервантно корректных групп. Оказывается,
что для полиномиально расщепляемых векторных групп эти классы совпадают.

Теорема 3.1. Пусть G—векторная полиномиально расщепляемая группа.
Группа G строго сервантно корректна тогда и только тогда, когда G—поли-
номиально периодическая группа.

Доказательство. Достаточность очевидна по лемме 1.7.
Докажем необходимость. Ввиду следствия 2.7 достаточно доказать, что если

G—полиномиально расщепляемая группа бесконечного ранга, то G не является
строго сервантно корректной группой. Из теоремы 2.2 следует, что полиноми-
ально расщепляемая векторная группа G =

∏
i∈I

Gi бесконечного ранга содержит

прямое слагаемое вида H0 =
∞∏
k=1

Gk, где типы компонент Gk удовлетворяют
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соотношениям
τ(G1) � τ(G2) � . . . � τ(Gk) � . . . .

Покажем, что группа H0 содержит собственную сервантную подгруппу H ′
0,

изоморфную H0, откуда и будет следовать необходимость.
Пусть J = {α | α ⊆ N}, где N —натуральный ряд чисел, есть индексное

множество обратного спектра {Gα;πβα}, где Gα =
∑
k∈α

⊕
Gk для любого α ∈ J ,

πβα—проектирование Gβ на Gα для β � α, J —направленное частично упорядо-
ченное множество (α � β тогда и только тогда, когда α ⊆ β). Известно [5, c. 77],
что

lim←−
J

{Gα;πβα} ∼=
∞∏
k=1

Gk.

Рассмотрим следующий обратный спектр. Обозначим через J ′ подмножество J ,
состоящее из тех конечных множеств натуральных чисел, которые имеют вид
{k, k+1, k+2, . . . , k+r−1, k+r} для k, r = 1, 2, . . .. Ясно, что J ′—кофинальное
подмножество в J . Тогда

lim←−
J ′
{Gα;πβα} ∼= lim←−

J

{Gα;πβα}.

Для любого натурального числа k рассмотрим Gk ⊕ Gk+1. Как было показано
в [4, с. 391], имеем Gk⊕Gk+1 = G′

k⊕Gk+1, где G′
k = 〈gk + gk+1〉∗, 0 �= gk ∈ Gk,

0 �= gk+1 ∈ Gk+1. Ясно, что Gk ∼= G′
k для любого k = 1, 2, . . .. Обозначим

G′
α =

∑
k∈α

⊕
G′
k для любого α ∈ J ′, тогда {G′

α;µβα;J ′} образует обратный спектр,
где α, β ∈ J ′, µβα—проектирование G

′
β на G

′
α для β � α. Понятно, что

lim←−
J ′
{G′

α;µβα} ∼= lim←−
J ′
{Gα;πβα},

так как G′
α
∼= Gα для любого α ∈ J ′ и диаграммы вида

G′
β

φ
β−−−−→ Gβ

µβ
α

� �πβ
α

G′
α

φα−−−−→ Gα ,

где φα, φβ —изоморфизмы, β � α и α, β ∈ J ′, коммутативны.
Пусть f : J ′ → J ′—отображение, заданное правилом f : α �→ α∪{(maxα)+1}

для любого α ∈ J ′. Непосредственно проверяется, что f —инъективное отоб-
ражение, сохраняющее частичный порядок и направленность, заданные на J ′.
Обозначим J ′′ = Im f . Тогда f —изоморфизм частично упорядоченных направ-
ленных множеств J ′ и J ′′. Рассмотрим обратный спектр {Gδ; νγδ ;J ′′}, где

νγδ =

{
πγδ , если max δ = max γ,
πγf−1(δ), если max δ �= max γ.
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(Непосредственно проверяется, что νγδ = 1Gγ
, если γ = δ и νδ

′
δ′′ν

γ
δ′ = νγδ′′ для

γ � δ′ � δ′′.) Аналогично [5, с. 77] показывается, что

lim←−
J ′′
{Gδ; νγδ } ∼=

∞∏
k=1

Gk

(заметим, что J ′′ есть кофинальное подмножество в J ′, а следовательно, и в J).
Нам потребуется ещё один обратный спектр, а именно {Gδ; εγδ ;J ′′}, где для

γ � δ

εγδ =



πγf−1(δ), если max δ = max γ, γ �= δ,

1Gδ
, если γ = δ,

0 в противном случае, т. е. max γ �= max δ.

Вычислим lim←−
J ′′
{Gδ; εγδ ;J ′′}. По определению этот обратный предел есть подгруп-

па
∏
δ∈J′′

Gδ, координаты элементов которой удовлетворяют соотношениям вида

εγδ gγ = gδ. Из задания ε
γ
δ следует, что координаты элементов этого обратного

предела отличны от нуля тогда и только тогда, когда δ—минимальные элементы
в J ′′ (т. е. пары чисел вида (k, k + 1)). Следовательно,

lim←−
J ′′
{Gδ; εγδ ;J ′′} =

∞∏
k=1

Fk,

где Fk = Gk ⊕Gk+1 для любого k = 1, 2, . . ..
Зададим теперь гомоморфизм ϕ̄ обратных спектров {G′

α;µβα;J ′} и {Gδ; νγδ ;J ′′}
следующим образом: для любого α ∈ J ′ пусть ϕα есть вложение G′

α =
∑
k∈α

⊕
G′
k

в Gf(α) = Gα ⊕ G(maxα)+1, где Gα =
∑
k∈α

⊕
Gk (т. е. Imϕα = Gα). Тогда для

любых β � α коммутативны диаграммы

G′
β

ϕ
β−−−−→ Gf(β)

µβ
α

� �νf(β)
f(α)

Gα
ϕα−−−−→ Gf(α) .

Поскольку f —изоморфизм направленных множеств J ′ и J ′′, то {ϕα}α∈J′ зада-
ют гомоморфизм ϕ̄ указанных обратных спектров. По [5, теорема 12.2] суще-
ствует гомоморфизм

ϕ : lim←−
J ′
{G′

α;µβα} → lim←−
J ′′
{Gδ; νγδ }.

Поскольку ϕα—мономорфизм для любого α ∈ J ′, то ϕ—мономорфизм.
Рассмотрим для любого α ∈ J ′ точную последовательность

0 −→ G′
α

ϕα−−→ Gf(α)

ψf(α)−−−→ Gf(α),
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где ϕα было введено выше, а ψf(α)—проектирование Gf(α) = Gα ⊕ G(maxα)+1

на Gmax(f(α)) = G(maxα)+1. Непосредственно проверяется, что для любых β � α
из J ′ имеем коммутативную диаграмму

0 −−−−→ G′
β

ϕ
β−−−−→ Gf(β)

ψ
f(β)−−−−→ Gf(β)� µβ

α

� �νf(β)
f(α)

�εf(β)
f(α)

0 −−−−→ G′
α

ϕα−−−−→ Gf(α)

ψ
f(α)−−−−→ Gf(α)

с точными строками. Тогда по [5, теорема 12.3] имеем точную последователь-
ность

0 −→ G′ ϕ−→ G′′ Ψ−→ G′′′, (13)

где
G′ = lim←−

J ′
{G′

α;µβα}, G′′ = lim←−
J ′′
{Gδ; νγδ }, G′′′ = lim←−

J ′′
{Gδ; εγδ }.

Покажем сначала, что Imϕ �= G′′. Для этого достаточно проверить, что
Kerψ �= G′′, т. е. что ψ �= 0. По [5, теорема 12.2] для любого δ ∈ J ′′ коммута-
тивна диаграмма

G′′ π
δ−−−−→ Gδ

ψ

� �ψδ

G′′′ ρ
δ−−−−→ Gδ,

где πδ, ρδ —канонические отображения. Из задания ψδ следует, что для неко-
торого δ ∈ J ′′ имеем ψδπδ �= 0 (в противном случае все πδ равны 0, т. е. G′′ = 0,
противоречие). Отсюда, так как ρδψ = ψδπδ, получаем, что ψ �= 0.
Далее, Imϕ есть сервантная подгруппа группы G′′. Действительно, Imψ есть

ненулевая подгруппа группы без кручения G′′′ =
∞∏
k=1

Fk, где Fk = Gk ⊕ Gk+1,

k = 1, 2, . . .. Из точности последовательности (13) имеем Kerψ = Imϕ. Тогда

G′′/ Imϕ = G′′/Kerψ ∼= Imψ

есть группа без кручения, откуда следует, что Imϕ— сервантная подгруппа
группы G′′.
Наконец, Imϕ ∼= G′′. Действительно,

Imϕ ∼= G′ ∼=
∞∏
k=1

G′
k
∼=

∞∏
k=1

Gk ∼= G′′.

Таким образом, группа G′′ содержит собственную сервантную изоморфную под-

группу. Поскольку G′′ ∼=
∞∏
k=1

Gk = H0, то это же справедливо и для группы H0,

что и завершает доказательство теоремы.
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