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Аннотация

В работе введены новые определения детерминантных функционалов квадратных
матриц над телом кватернионов. Обратная матрица над телом кватернионов пред-
ставлена через аналог классической присоединённой. Получены правила Крамера для
правых и левых кватернионных систем линейных уравнений.

Abstract

I. I. Kyrchei, Cramer’s rule for quaternionic systems of linear equations, Fundamen-
talnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 4, pp. 67—94.

New definitions of determinant functionals over the quaternion skew field are given in
this paper. The inverse matrix over the quaternion skew field is represented by analogues
of the classical adjoint matrix. Cramer’s rules for right and left quaternionic systems of
linear equations have been obtained.

1. Введение

Для представления решения системы линейных уравнений над телом кватер-
нионов H формулами, обобщающими правило Крамера, необходимо представить
матрицу, обратную к основной матрице системы, через классическую присо-
единённую. Решающее значение для этого имеет определение детерминанта
матрицы над телом H. В целом, теорию определителей матриц с некоммута-
тивными элементами (эти определители также называют некоммутативными
детерминантами) можно условно разделить на три группы относительно ме-
тодов их определения. Обозначим через M(n,K) кольцо матриц с элементами
из кольца K. Один из способов [7,10,11] определения детерминанта матрицы из
M(n,K) следующий.

Определение 1.1. Пусть функционал d: M(n,K) → K удовлетворяет следу-
ющим аксиомам.
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Аксиома 1. d(A) = 0 тогда и только тогда, когда A вырожденная (необрати-
мая).

Аксиома 2. d(A · B) = d(A) · d(B) для всех B ∈ M(n,K).
Аксиома 3. Если матрица A′ получается из матрицы A путём прибавления

к её произвольной строке, умноженной слева, другой её строки или
к её произвольному столбцу, умноженному справа, другого её столбца,
то d(A)′ = d(A).

Тогда значение функционала d называется определителем матрицы A ∈ M(n,K).

Примерами таких функционалов являются известные определители Дье-
донне и Стади. В [7] доказано, что определители, которые удовлетворяют
аксиомам 1, 2, 3, принимают значения из некоторого коммутативного подмноже-
ства тела. Для них не имеет смысла такое свойство обычных определителей, как
разложение по минорам строки или столбца. Поэтому детерминантное представ-
ление обратной матрицы с помощью только таких определителей невозможно.
В частности, определитель не используется для представления обратной мат-
рицы в [6], где И. С. Понизовский обобщает определитель Дьедонне. Всё это
заставляет вводить детерминантные функционалы, удовлетворяющие не всем
вышеприведённым аксиомам. При этом в [11] аксиома 1 рассматривается как
необходимая для определения детерминанта.

При другом подходе определитель квадратной матрицы над телом строится
как рациональная функция от элементов матрицы. Наибольшего успеха здесь
достигли И. М. Гельфанд и В. С. Ретах своей теорией квазидетерминантов [1,2].
Квадратной (n×n)-матрице над телом ставится в соответствие (n×n)-матрица
квазидетерминантов. И. М. Гельфанд и В. С. Ретах переносят из коммутативно-
го случая не само понятие определителя, а отношение определителя и миноров.
Но поскольку квазидетерминанты также не могут быть разложены по мино-
рам строки или столбца, для представления обратной матрицы классическая
присоединённая матрица здесь также не используется.

Наконец, при третьем подходе детерминант матрицы с некоммутативными
элементами определяется как альтернированная сумма n! произведений элемен-
тов матрицы, но с определённым фиксированным порядком множителей в каж-
дом из них. Е. Г. Мур был первый, кто достиг выполнения главной аксиомы 1
при таком определении некоммутативного детерминанта. Это было сделано не
для всех квадратных матриц, а только для эрмитовых. Он определил детерми-
нант эрмитовой матрицы A = (aij)n×n (т. е. aij = āji) над телом с инволюцией
индукцией по n следующим образом (см. [11]):

MdetA =




a11, n = 1,
n∑

j=1

εijaij Mdet
(
A(i → j)

)
, n > 1.

(1)
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Здесь

εkj =

{
1, i = j,

−1, i �= j,

а через A(i → j) обозначена матрица, которая получается из матрицы A после-
довательным применением замены j-го столбца i-м и вычёркивания i-х строки и
столбца. Другое определение этого детерминанта представлено в [7] в терминах
подстановок:

MdetA =
∑

σ∈Sn

|σ|an11n12 · . . . · an1l1n11 · an21n22 · . . . · anrl1nr1 .

Здесь Sn — симметрическая группа n элементов. Циклическое представление
подстановки σ в нормальной форме имеет вид

σ = (n11 . . . n1l1)(n21 . . . n2l2) . . . (nr1 . . . nrlr ).

Однако не существовало никакого обобщения определения детерминанта Му-
ра для произвольных квадратных матриц. Ф. Д. Дайсон отмечал важность этой
задачи в работе [11]. Чен Лонгхуан предложил следующее решение этого вопро-
са в работах [8, 9]. Он определил детерминант квадратной матрицы над телом
кватернионов A = (aij) ∈ M(n,H) следующим образом:

detA =
∑

σ∈Sn

ε(σ)an1i2 · ai2i3 · . . . · aisn1 · . . . · anrk2 · . . . · aklnr
,

σ = (n1i2 . . . is) . . . (nrk2 . . . kr),
n1 > i2, i3, . . . , is, . . . , nr > k2, k3, . . . , kl, n = n1 > n2 > . . . > nr � 1.

Несмотря на то, что такой определитель не удовлетворяет аксиоме 1, Л. Чен
получил детерминантное представление обратной матрицы. Но его определитель
также нельзя разложить по минорам строки или столбца (за исключением n-й
строки). Поэтому он также не получил классическую присоединённую матрицу.
Для матрицы A = (α1, . . . , αm) над H, если ‖A‖ := det(A∗ A) �= 0, найдётся
матрица A−1 = (bjk), где

b̄jk =
1

‖A‖ωkj , j, k = 1, 2, . . . , n,

ωkj = det(α1 . . . αj−1αnαj+1 . . . αn−1δk)∗ (α1 . . . αj−1αnαj+1 . . . αn−1αj).

Здесь αi — i-й столбец A, δk — столбец высоты n с единицей в k-й строке и
нулём в других. Чен определил ‖A‖ := det(A∗ A) как двойной детерминант. Ре-

шение правой системы линейных уравнений
n∑

j=1

αjxj = β над H, если ‖A‖ �= 0,

представлено следующей формулой, которую автор называет крамеровской:

xj = ‖A‖−1D̄j для всех j = 1, n,
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где

Dj = det




α∗
1
...

α∗
j−1

α∗
n

α∗
j+1
...

α∗
n−1

β∗




(
α1 . . . αj−1 αn αj+1 . . . αn−1 αj

)
.

Здесь αi — i-й столбец матрицы A, α∗
i — i-я строка матрицы A∗, β∗ — n-размер-

ная вектор-строка, сопряжённая к β.
В этой работе мы определяем столбцовые и строчные определители квад-

ратной матрицы над телом кватернионов. (Впервые мы представили эти опреде-
ления в [3].) Исследуются их свойства для произвольной квадратной матрицы
и для эрмитовой матрицы. Получено детерминантное представление обратной
матрицы над телом кватернионов через аналог классической присоединённой.
Также получены обобщения формулы Крамера для решений правых и левых
систем линейных уравнений.

2. Определения и основные свойства
строчных и столбцовых определителей

Всюду в этой работе тело H является кватернионной алгеброй с делением
над полем действительных чисел R, порождённой четырьмя базисными элемен-
тами 1, i, j, k с известными соотношениями Гамильтона i2 = j2 = k2 = ijk = −1.
Пусть qn = wn + xni + ynj + znk ∈ H для n = (1, 2). Сложение и вычитание
кватернионов определяется как

q1 ± q2 = (w1 ± w2) + (x1 ± x2)i + (y1 ± y2)j + (z1 ± z2)k.

Умножение кватернионов определяется следующим образом:

q1q2 = (w1w2 − x1x2 − y1y2 − z1z2) + (w1x2 + x1w2 + y1z2 − z1y2)i +
+ (w1y2 − x1z2 + y1w2 + z1x2)j + (w1z2 + x1y2 − y1x2 + z1w2)k.

Сопряжённый к кватерниону q = w + xi + yj + zk определяется как q̄ =
= w − xi − yj − zk, при этом p + q = p̄ + q̄, p · q = q̄ · p̄, ¯̄q = q для всех
q, p ∈ H. Норма кватерниона определяется через n(q) = w2 +x2 +y2 +z2. Норма
является действительной функцией и удовлетворяет условиям n(p·q) = n(p)·n(q)
и n(q̄) = n(q). След кватерниона определяется как t(q) = q + q̄. След также яв-
ляется действительной функцией и удовлетворяет условию перестановочности
t(q · p) = t(p · q).
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Определение 2.1. Пусть Sn — симметрическая группа на множестве In =
= {1, 2, . . . , n}. Будем говорить, что подстановка σ ∈ Sn записана прямым про-
изведением независимых циклов, если её запись в обычной двухрядной форме
соответствует её разложению в независимые циклы, т. е.

σ =
(

n11 n12 . . . n1l1 . . . nr1 nr2 . . . nrlr

n12 n13 . . . n11 . . . nr2 nr3 . . . nr1

)
. (2)

Определение 2.2. Будем говорить, что представление подстановки σ произ-
ведением независимых циклов является упорядоченным слева, если элементы,
которые замыкают каждый из её независимых циклов, записываются первыми
слева в каждом из циклов. Это означает, что если запись подстановки σ прямым
произведением независимых циклов имеет вид (2), то её упорядоченное слева
разложение в независимые циклы записывается в виде

σ = (n11n12 . . . n1l1)(n21n22 . . . n2l2) . . . (nr1nr2 . . . nrlr ).

Определение 2.3. Будем говорить, что представление подстановки σ произ-
ведением независимых циклов является упорядоченным справа, если элементы,
которые замыкают каждый из её независимых циклов, записываются первыми
справа в каждом из циклов. Это означает, что если запись подстановки σ пря-
мым произведением независимых циклов имеет вид (2), то её упорядоченное
справа разложение в независимые циклы записывается в виде

σ = (n12 . . . n1l1n11)(n22 . . . n2l2n21) . . . (nr2 . . . nrlrnr1).

Определение 2.4. Строчным определителем по i-й строке квадратной матри-
цы A = (aij) ∈ M(n,H) (для любого i = 1, n) будем называть альтернированную
сумму n! мономов, в каждом из которых подстановка σ ∈ Sn индексов элементов
в обычной форме записана прямым произведением независимых циклов. Если
подстановка чётная, то моном берётся со знаком «плюс», а если нечётная, то со
знаком «минус». Таким образом,

rdeti A =
∑

σ∈Sn

(−1)n−rai ik1
aik1 ik1+1 . . . aik1+l1 i . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

.

Здесь Sn — симметрическая группа на множестве In и упорядоченное слева раз-
ложение подстановки σ в независимые циклы имеет вид

σ = (i ik1ik1+1 . . . ik1+l1)(ik2ik2+1 . . . ik2+l2) . . . (ikr
ikr+1 . . . ikr+lr ).

При этом первый слева цикл начинается слева индексом i, а все следующие
независимые циклы удовлетворяют условиям

ik2 < ik3 < . . . < ikr
, ikt

< ikt+s для всех t = 2, r и s = 1, lt.

Пусть Aij —подматрица матрицы A, которую мы получим, вычеркнув i-ю
строку и j-й столбец. Через a.j обозначим j-й столбец, а через ai. — i-ю строку
матрицы A. Пусть A.j(b) —матрица, которая получается из матрицы A заменой
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её j-го столбца столбцом b, а Ai.(b)—матрица, которая получается из матри-
цы A заменой её i-й строки строкой b. В следующей лемме rdeti A для всех
i = 1, n разлагается по элементам i-й строки, кроме того, вычисление строч-
ного определителя матрицы n-го порядка сводится к вычислению строчного
определителя матрицы на порядок ниже.

Лемма 2.1. Пусть Rij —правое алгебраическое дополнение элемента aij мат-

рицы A = (aij) ∈ M(n,H), т. е. rdeti A =
n∑

j=1

aij · Rij для всех i = 1, n. Тогда

Rij =

{
− rdetj Aii

.j(a.i), i �= j,

rdetk Aii, i = j,

где матрица Aii
.j(a.i) получается из A последовательным применением замены

j-го столбца i-м и вычёркивания i-х строки и столбца и k = min{In \ {i}}.
Доказательство. Докажем сначала, что Rii =rdetk Aii, где k=min{In\{i}}.

Если i = 1, тогда rdet1 A = a11 · R11 + a12 · R12 + . . . + a1n · R1n. Рассмотрим
те мономы определителя rdet1 A, которые начинаются слева множителем a11, а
именно

a11 · R11 =
∑

σ̃∈Sn

(−1)n−ra11a2 ik2
. . . aik2+l22 . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

,

σ̃ = (1)(2 ik2 . . . ik2+l2) . . . (ikr
ikr+1 . . . ikr+lr ).

Вынося общий множитель a11 слева за знак суммы, получим

a11R11 = a11

∑
σ̃1∈Sn−1

(−1)n−1−(r−1)a2 ik2
. . . aik2+l22 . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

,

σ̃1 = (2 ik2 . . . ik2+l2) . . . (ikr
ikr+1 . . . ikr+lr ).

Здесь Sn−1 — симметричная группа на множестве In \{1}. Количество множите-
лей в каждом мономе суммы и количество независимых циклов уменьшились на
единицу. Поскольку каждый моном начинается слева элементом второй строки
и среди её множителей отсутствуют элементы первой строки и первого столбца
матрицы A, имеем

R11 =
∑

σ̃1∈Sn−1

(−1)n−1−(r−1)a2 ik2
. . . aik2+l22 . . . aikr+lr ikr

= rdet2 A11. (3)

Пусть теперь i �= 1, тогда

rdeti A = ai1 · Ri1 + ai2 · Ri2 + . . . + ain · Rin. (4)

Рассмотрим те мономы определителя rdeti A, которые начинаются слева мно-
жителем aii:

aii · Rii =
∑

�
σ∈Sn

(−1)n−raiia1 ik2
. . . aik2+l21 . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

,

�
σ = (i)(1 ik2 . . . ik2+l2) . . . (ikr

ikr+1 . . . ikr+lr ).
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Снова вынося общий множитель aii слева за знак суммы, получим

aii · Rii = aii ·
∑

�
σ1∈

�
Sn−1

(−1)n−1−(r−1)a1 ik2
. . . aik2+l21 . . . aikr+lr ikr

,

�
σ1 = (1 ik2 . . . ik2+l2) . . . (ikr

ikr+1 . . . ikr+lr ).

Здесь
�
Sn−1 — симметричная группа на множестве In \ {i}. Количество множи-

телей и количество независимых циклов в каждом мономе суммы Rii снова
уменьшились на единицу. Каждый из мономов начинается слева элементом
первой строки, а среди её множителей отсутствуют элементы i-й строки и i-го
столбца матрицы A, поэтому

Rii =
∑

�
σ1∈

�
Sn−1

(−1)n−1−(r−1)a1 ik2
. . . aik2+l21 . . . aikr+lr ikr

= rdet1 Aii. (5)

Объединяя выражения (3) и (5), получим, что Rii = rdetk Aii для всех i = 1, n
при k = min{In \ {i}}.

Пусть теперь i �= j. Рассмотрим те мономы определителя rdeti A (для всех
i = 1, n) из формулы (4), которые начинаются слева множителем aij :

aij · Rij =
∑

σ̄∈Sn

(−1)n−raijajik1
. . . aik1+l1 i . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

=

= −aij ·
∑

σ̄∈Sn

(−1)n−r−1ajik1
. . . aik1+l1 i . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

,

σ̄ = (i j ik1 . . . ik1+l1) . . . (ikr
ikr+1 . . . ikr+lr ) для всех r = 1, n − 1.

Обозначим ãik1+l1 j = aik1+l1 i для всех ik1+l1 ∈ In. Тогда

aij · Rij = −aij

∑
σ̄1∈

�
Sn−1

(−1)n−r−1ajik1
. . . ãik1+l1 j . . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

,

σ̄1 = (j ik1 . . . ik1+l1) . . . (ikr
ikr+1 . . . ikr+lr ) для всех r = 1, n − 1.

Количество множителей в каждом мономе суммы уменьшилось на единицу.
Среди элементов подстановки σ̄1 любого из мономов отсутствует индекс i, и
эта подстановка в силу (4), очевидно, удовлетворяет условию определения 2.4
для строчного определителя по j-й строке матрицы Aii

.j(a.i), которую мы полу-
чим из матрицы A последовательным применением замены j-го столбца i-м и
вычёркивания i-х строки и столбца. Таким образом,∑

σ̄1∈
�
Sn−1

(−1)n−r−1ajik1
. . . ãik1+l1 j . . . aikr+lr ikr

= rdetj Aii
.j(a.i).

Поэтому если i �= j, то Rij = rdetj Aii
.j(a.i).

Определение 2.5. Столбцовым определителем по j-му столбцу квадратной
матрицы A = (aij) ∈ M(n,H) будем называть альтернированную сумму n! мо-
номов, в каждом из которых подстановка σ ∈ Sn индексов элементов в обычной
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форме записана прямым произведением независимых циклов. Если подстанов-
ка чётная, то моном берётся со знаком «плюс», а если нечётная, то со знаком
«минус». Таким образом,

cdetj A =
∑

τ∈Sn

(−1)n−rajkr jkr+lr
. . . ajkr+1ikr

. . . ajjk1+l1
. . . ajk1+1jk1

ajk1 j .

Здесь Sn — симметрическая группа на множестве Jn = {1, 2, . . . , n} и упорядо-
ченное справа разложение подстановки τ в независимые циклы имеет вид

τ = (jkr+lr . . . jkr+1jkr
) . . . (jk2+l2 . . . jk2+1jk2)(jk1+l1 . . . jk1+1jk1j).

При этом первый справа цикл начинается справа индексом j, а все следующие
независимые циклы удовлетворяют условиям

jk2 < jk3 < . . . < jkr
, jkt

< jkt+s для всех t = 2, r и s = 1, lt.

Замечание 2.1. Особенностью столбцовых определителей является то, что
при непосредственном их вычислении множители каждого из мономов записы-
ваются справа налево.

Лемма 2.2. Пусть Lij —левое алгебраическое дополнение элемента aij мат-

рицы A ∈ M(n,H), а именно cdetj A =
n∑

i=1

Lij · aij для всех j = 1, n. Тогда

Lij =

{
− cdeti A

jj
i. (aj.), i �= j,

cdetk Ajj , i = j,

где матрица Ajj
i. (aj.) получается из A последовательным применением замены

i-й строки j-й и вычёркивания j-х строки и столбца, k = min{Jn \ {j}}.
Доказательство аналогично доказательству леммы 2.1
Замечание 2.2. Очевидно, что каждому моному любого определённого выше

детерминанта квадратной матрицы отвечает моном любого другого детерминан-
та, строчного или столбцового, такой что оба они имеют одинаковый знак, со-
стоят из одних и тех же множителей (элементов матрицы) и отличаются только
порядком их размещения. Кроме того, если элементы матрицы коммутируют, то

rdet1 A = . . . = rdetn A = cdet1 A = . . . = cdetn A.

Рассмотрим основные свойства строчного и столбцового детерминанта про-
извольной квадратной матрицы над телом H, доказательства которых следуют
непосредственно из определений.

Теорема 2.1. Если одна из строк (столбцов) матрицы A ∈ M(n,H) состоит
из нулей, то rdeti A = 0, cdeti A = 0 для всех i = 1, n.

Теорема 2.2. Если i-я строка матрицы A = (aij) ∈ M(n,H) умножается
слева на любое b ∈ H, то rdeti Ai.(b · ai.) = b · rdeti A для всех i = 1, n.

Теорема 2.3. Если j-й столбец матрицы A = (aij) ∈ M(n,H) умножается
справа на любое b ∈ H, то cdetj A.j(a.j · b) = cdetj A · b для всех j = 1, n.
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Теорема 2.4. Если для A = (aij) ∈ M(n,H) найдётся k ∈ In, такое что
akj = bj + cj для всех j = 1, n, то для любого i = 1, n

rdeti A = rdeti Ak.(b) + rdeti Ak.(c),
cdeti A = cdeti Ak.(b) + cdeti Ak.(c),

где b = (b1, . . . , bn), c = (c1, . . . , cn).

Теорема 2.5. Если для A = (aij) ∈ M(n,H) найдётся k ∈ Jn, такое что
aik = bi + ci для всех i = 1, n, то для любого j = 1, n

rdetj A = rdetj A.k(b) + rdetj A.k(c),
cdetj A = cdetj A.k(b) + cdetj A.k(c),

где b = (b1, . . . , bn)T, c = (c1, . . . , cn)T.

Теорема 2.6. Пусть A∗ —матрица, сопряжённая к матрице A ∈ M(n,H).
Тогда rdeti A∗ = cdeti A для любого i = 1, n.

Замечание 2.3. Из-за невыполнения аксиомы 1 для столбцовых и строчных
определителей произвольной квадратной матрицы над телом H и из-за того,
что эти детерминанты определены подобно определителю комплексной матрицы,
будем рассматривать их как пред-определители.

3. Определитель эрмитовой матрицы

Лемма 3.1. Пусть Tn — сумма всех 2n возможных произведений, каждый
из n множителей которых является или hi ∈ H, или h̄i (i = 1, n), причём
возрастание индекса i внутри произведения сохраняется:

Tn = h1 · h2 · . . . · hn + h̄1 · h2 · . . . · hn + . . . + h̄1 · h̄2 · . . . · h̄n.

Тогда Tn = t(h1)t(h2) . . . t(hn).

Доказательство. Количество 2n слагаемых суммы определяется как число
упорядоченных комбинаций из n элементов, каждый из которых может прини-
мать два значения.

Доказательство проводим методом индукции по n.
1. Если n = 1, тогда T1 = h̄1 + h1 = t(h1).
2. Допустим, что утверждение верно для n − 1:

Tn−1 = h1 · h2 · . . . · hn−1 + h̄1 · h2 · . . . · hn−1 + . . . + h̄1 · h̄2 · . . . · h̄n−1 =
= t(h1)t(h2) . . . t(hn−1).

3. Теперь покажем, что оно является верным и для n. Имеем

Tn = h1 · h2 · . . . · hn + h̄1 · h2 · . . . · hn + . . . + h̄1 · h̄2 · . . . · h̄n.

Вынося общие справа множители h̄n или hn соответственно, получим
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Tn = Tn−1 · hn + Tn−1 · h̄n = Tn−1 · (hn + h̄n) = Tn−1 · t(hn) =
= t(h1) · t(h2) · . . . · t(hn−1) · t(hn).

Теорема 3.1. Если A = (aij) ∈ M(n,H) — эрмитова матрица, то

rdet1 A = . . . = rdetn A = cdet1 A = . . . = cdetn A ∈ R.

Доказательство. Заметим, что элементы главной диагонали эрмитовой мат-
рицы над телом кватернионов— действительные числа, а элементы, симметрич-
ные относительно главной диагонали, являются сопряжёнными. Разобьём мно-
жество мономов определителя rdeti A (i = 1, n) на два подмножества. К перво-
му подмножеству отнесём те мономы, индексы множителей которых составляют
подстановки, содержащие независимые циклы длины не более чем 2. Ко второму
подмножеству отнесём все остальные мономы. Множители, индексы которых об-
разуют циклы длины 1, — это элементы главной диагонали эрмитовой матрицы,
и они являются действительными числами. Если индексы элементов матрицы A
образуют цикл длины 2, тогда они являются сопряжёнными, aikik+1 = āik+1ik

, и
их произведение принадлежит полю R:

aikik+1 · aik+1ik
= āik+1ik

· aik+1ik
= n(aik+1ik

) ∈ R.

Итак, все мономы из первого подмножества принимают действительные значе-
ния.

Рассмотрим теперь произвольный моном d из второго подмножества. Пусть
индексы его множителей составляют подстановку, которая содержит r незави-
симых циклов. Обозначим ik1 := i. Имеем

d = (−1)n−raik1 ik1+1 . . . aik1+l1 ik1
aik2 ik2+1 . . . aik2+l2 ik2

. . . aikm ikm+1 . . . ×
× aikm+lm ikm

. . . aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr
= (−1)n−rh1h2 . . . hm . . . hr, (6)

где hs = aiks iks+1 · . . . · aiks+ls iks
(s = 1, r), m ∈ {1, . . . , r}. Если ls = 1, то

hs = aiks iks+1aiks+1iks
= n(aiks iks+1) ∈ R, и если ls = 0, то hs = aiks iks

∈ R.
Если ls = 0, 1 для любого s = 1, r, то мы получим моном первого подмножества.
Пусть найдётся s ∈ In, для которого ls � 2, тогда

h̄s = aiks iks+1 . . . aiks+ls iks
= aiks+ls iks

. . . aiks iks+1 = aiks iks+ls
. . . aiks+1iks

.

Обозначим через σs(iks
) независимый цикл, который образуют индексы моно-

ма d и которому отвечает множитель hs: σs(iks
) := (iks

iks+1 . . . iks+ls). Тогда
σ−1

s (iks
) = (iks

iks+lsiks+1 . . . iks+1)—независимый цикл, обратный к σs(iks
),

которому отвечает множитель h̄s. На множестве всех мономов определителя
rdeti A рассмотрим мономы, индексы которых образуют подстановки, в обыч-
ной форме записанные прямым произведением независимых циклов σs(iks

) или
σ−1

s (iks
) с сохранением их последовательность по s от 1 к r, а в нормальной

форме упорядоченные слева согласно определению 2.4. По лемме 3.1 вместе
с мономом d существуют ещё 2p − 1 таких мономов (p = r− ρ, а ρ—количество
циклов длины 1 и 2), и сумма C1 этих мономов вместе с d равна

C1 = (−1)n−rαt(hν1) . . . t(hνp
) ∈ R.
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Здесь α ∈ R—произведение множителей, индексы которых составляют циклы
длины 1 и 2, νk ∈ {1, . . . , r} для k = 1, p. Таким образом, для произвольного
монома второго подмножества определителя rdeti A среди других его моно-
мов можем выбрать ещё 2p − 1 моном, для которых их сумма вместе с вы-
бранным принимает действительное значение. Следовательно, значение rdeti A
также принадлежит полю R.

Докажем теперь равенство между собой всех строчных определителей мат-
рицы A. Рассмотрим произвольный rdetj A (j �= i). Снова разобьём множество
мономов определителя rdetj A на два подмножества по тому же правилу, что
и для rdeti A. Поскольку мономы первого подмножества являются произведе-
ниями действительных множителей, то каждому моному первого подмножества
строчного определителя rdeti A отвечает равный ему моном первого подмноже-
ства строчного определителя rdetj A. Среди мономов из второго подмножества
определителя rdetj A, таких что индексы их множителей составляют подста-
новки из r независимых циклов, можно найти моном d1, состоящий из тех же
множителей, что и d, но расположенных в другом порядке. Рассмотрим все
возможные случаи расположения множителей в мономе d1.

1. Если индексы его множителей составляют подстановку из таких же r неза-
висимых циклов, но отличающуюся от d порядком размещения циклов, то

d1 = (−1)n−rαhµ . . . hλ,

где {µ, . . . , λ} = {ν1, . . . , νp}. Среди мономов второго подмножества определи-
теля rdetj A по лемме 3.1 существуют ещё 2p − 1 мономов, таких что каждый
из них является произведением p множителей hs либо h̄s для s ∈ {µ, . . . , λ},
умноженных на (−1)n−rα. Для суммы C2 этих мономов и монома d1 получим

C2 = (−1)n−rαt(hµ) . . . t(hλ) = (−1)n−rαt(hν1) . . . t(hνp
) = C1.

2. Пусть теперь индексы множителей монома d1 составляют подстановку из
r независимых циклов, отличающихся от циклов индексов монома d не только
порядком их размещения, но и тем, что индекс j находится внутри некоторо-
го цикла подстановки индексов монома d. Пусть j = ikm+q, тогда d1 можно
представить в следующем виде:

d1 = (−1)n−raikm+qikm+q+1 . . . aikm+lm ikm
aikm ikm+1 . . . ×

× aikm+q−1ikm+q
aikµ ikµ+1 . . . aikµ+lµ ikµ

. . . aikλ
ikλ+1 . . . aikλ+lλ

ikλ
=

= (−1)n−rαh̃mhµ . . . hλ, (7)

где {m,µ, . . . , λ} = {ν1, . . . , νp}. Каждому множителю из (7), за исключени-
ем h̃m, отвечает равный ему множитель монома d из (6). Из перестановочности
следа вытекает, что

t(h̃m) = t(aikm+qikm+q+1 . . . aikm+lm ikm
aikm ikm+1 . . . aikm+q−1ikm+q

) =
= t(aikm ikm+1 . . . aikm+q−1ikm+q

aikm+qikm+q+1 . . . aikm+lm ikm
) = t(hm).
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Тогда аналогично предыдущему случаю по лемме 3.1 получим

C2 = (−1)n−rαt(h̃m)t(hµ) . . . t(hλ) = (−1)n−rαt(hν1) . . . t(hm) . . . t(hνp
) = C1.

3. Если в отличие от случая 1 моном d1 отличается от d не только порядком
размещения циклов, но и тем, что индекс i не начинает один из циклов под-
становки, тогда применим свойство перестановочности следа к произведению
элементов этого цикла. Как и в предыдущем случае, среди мономов второго
подмножества определителя rdetj A существуют такие, что по лемме 3.1 их
сумма равна сумме соответствующих мономов определителя rdeti A. Очевидно,
что это же заключение получим и при объединении предыдущих случаев, тогда
свойство перестановочности следа применим дважды.

Итак, в любом случае каждой сумме 2p соответствующих мономов второго
подмножества определителя rdetj A отвечает равная ей сумма 2p мономов опре-
делителя rdeti A. Здесь p —количество циклов длины более чем 2 в каждом из
мономов. Таким образом,

rdeti A = rdetj A ∈ R для всех i, j = 1, n.

Докажем теперь равенство cdeti A = rdeti A для всех i = 1, n. Снова разо-
бьём множество мономов определителя cdeti A на два подмножества по тому же
правилу, что и для rdeti A. Каждый моном из первого подмножества определи-
теля cdeti A равен соответствующему моному определителя rdeti A, поскольку
оба они содержат одинаковые действительные множители (или элементы глав-
ной диагонали, или нормы элементов матрицы). Среди мономов из второго под-
множества определителя cdeti A, таких что индексы их множителей составляют
подстановки из r независимых циклов, можно найти моном d2, состоящий из
тех же множителей, что и моном d из (6), но их последовательность упорядоче-
на справа в соответствии с определением столбцового детерминанта. Пусть ρ—
количество циклов длины 1 и 2 и p = r − ρ, тогда

d2 = (−1)n−raikr ikr+lr
. . . aikr+1ikr

. . . aik2 ik2+l2
. . . aik2+1ik2

×
× aiik1+l1

. . . aik1 i = (−1)n−rαhτp
. . . hτ1 ,

где α —произведение множителей, индексы которых образуют циклы длины
1 и 2, и

hτs
= aiks iks+ls

· . . . · aiks+1iks
= aiks iks+1 · . . . · aiks+ls iks

= h̄νs
для всех s = 1, p.

Среди мономов второго подмножества рассмотрим ещё 2p − 1 мономов, которые
являются произведением p множителей hs либо h̄s, умноженных на (−1)n−rα
и сохраняющих их упорядоченность по s (s = 1, p). Учитывая коммутативность
действительных чисел, найдём согласно лемме 3.1 сумму C3 этих мономов вме-
сте с d2:

C3 = (−1)n−rαt(hτp
) . . . t(hτ1) = (−1)n−rαt(h̄νp

) . . . t(h̄ν1) =

= (−1)n−rαt(hν1) . . . t(hνp
) = C1.
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Итак, каждая сумма 2p соответствующих мономов второго подмножества опре-
делителя cdeti A равна сумма 2p мономов определителя rdeti A, и наоборот.

Таким образом, cdeti A = rdeti A ∈ R для всех i = 1, n.

Замечание 3.1. Поскольку все столбцовые и строчные определители эрми-
товой матрицы над телом H равны между собой, то для неё можем однозначно
ввести понятие определителя:

detA := rdeti A = cdeti A для всех i = 1, n.

Замечание 3.2. Представляя детерминант эрмитовой матрицы как строчный
определитель по произвольной i-й строке, по лемме 3.1 имеем

detA = −
∑

σ∈Sn

aij · rdetj Aii
.j(a.i) + aii · rdetk Aii, k = min{In \ {i}}. (8)

Сравнивая выражения (1) и (8) для эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H), с оче-
видностью получаем, что введённый строчный определитель для эрмитовой
матрицы совпадает с детерминантом Мура, а строчные и столбцовые опре-
делители для произвольных матриц являются его обобщением на множестве
произвольных квадратных матриц.

4. Свойства столбцовых и строчных определителей
эрмитовой матрицы над телом кватернионов

Теорема 4.1. Если матрица Aj.(ai.) получается из эрмитовой A ∈ M(n,H)
заменой j-й строки её i-й строкой, то rdetj Aj.(ai.) = 0 для всех i, j = 1, n,
i �= j.

Доказательство. Будем считать, что эрмитова матрица A ∈ M(n,H) имеет
порядок выше третьего. Для эрмитовых матриц второго и третьего порядков
утверждение теоремы легко доказывается непосредственной проверкой.

Рассмотрим произвольный моном d определителя rdetj Aj.(ai.). Пусть индек-
сы его множителей составляют подстановку, которая содержит r независимых
циклов, и обозначим i =: is. Рассмотрим все возможные случаи размещения
элемента is-й строки множителем в произведении d.

1. Пусть элемент is-й строки размещён в мономе d так, что индекс is начинает
некоторый независимый цикл:

d = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaisis+1 . . . ais+mis
v1 . . . vp, (9)

где uτ и vt для τ = 1, ρ, t = 1, p, ρ + p = r − 2, — произведения множителей, ин-
дексы которых образуют соответственно ρ и p независимых циклов (возможно,
такие произведения отсутствуют). Для монома d среди мономов определителя
rdetj Aj.(ai.) существуют ещё три:

d1 = (−1)n−r+1aj is+1 . . . ais+mis
aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp,
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d2 = (−1)n−r+1ajis+m
. . . ais+1is

aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp,

d3 = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaisis+m
. . . ais+1is

v1 . . . vp.

Пусть aji1 . . . aikj = x и aisis+1 . . . ais+mis
= y. Тогда ȳ = aisis+m

. . . ais+1is
. Учи-

тывая, что по условию теоремы aji1 = aisi1 , ajis−1 = aisis−1 и ajis+1 = aisis+1 ,
рассмотрим сумму этих мономов:

d + d1 + d2 + d3 =

= (−1)n−r(xu1 . . . uρy − yxu1 . . . uρ − ȳ · xu1 . . . uρ + xu1 . . . uρȳ)v1 . . . vp =

= (−1)n−r(xu1 . . . uρt(y) − t(y)xu1 . . . uρ)v1 . . . vp = 0.

Итак, для монома d среди мономов определителя rdetj Aj.(ai.) существуют ещё
три таких, что их сумма вместе с d равна нулю.

В случае, если в (9) m = 0 или m = 1, получим соответственно мономы

d̃ = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaisis
v1 . . . vp,

�
d = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaisis+1ais+1is

v1 . . . vp.

Для них на множестве мономов определителя rdetj Aj.(ai.) найдём следующие
мономы:

d̃1 = (−1)n−r+1ajis
aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp,

�
d1 = (−1)n−r+1ajis+1ais+1is

aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp.

Учитывая, что aji1 = aisi1 , ajis
= aisis

, ajis+1 = aisis+1 и aisis
∈ R,

aisis+1ais+1is
∈ R, получим, что d̃ + d̃1 = 0,

�
d +

�
d1 = 0. Таким образом, в этом

случае суммы соответствующих пар мономов определителя rdetj Aj.(ai.) равны
нулю.

2. Пусть теперь индекс is размещён в ином независимом цикле, чем индекс j,
но не начинает его:

�
d = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaiqiq+1 . . . ais−1is

aisis+1 . . . aiq−1iq
v1 . . . vp,

где uτ и vt (τ = 1, ρ, t = 1, p, ρ + p = r − 2) — произведения множителей,
индексы которых образуют соответственно ρ и p независимых циклов (такие
произведения могут отсутствовать). Среди мономов определителя rdetj Aj.(ai.)
снова можем выбрать ещё три:

�
d1 = (−1)n−r+1ajis+1 . . . aiq−1iq

aiqiq+1 . . . ais−1is
aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp,

�
d2 = (−1)n−r+1ajis−1 . . . aiq+1iq

aiqiq−1 . . . ais+1is
aisi1 . . . aikju1 . . . uρv1 . . . vp,

�
d3 = (−1)n−raji1 . . . aikju1 . . . uρaiqiq−1 . . . ais+1is

aisis−1 . . . aiq+1iq
v1 . . . vp.

Пусть

aiqiq+1 . . . ais−1is
aisis+1 . . . aiq−1iq

= y, aisis+1 . . . aiq−1iq
aiqiq+1 . . . ais−1is

= y1,

aisis+1 . . . aiq−1iq
= ϕ, aiqiq+1 . . . ais−1is

= φ, aji1 . . . aikj = x.



Правило Крамера для кватернионных систем линейных уравнений 81

Тогда y = φϕ, y1 = ϕφ и

ȳ = aiqiq−1 . . . ais+1is
aisis−1 . . . aiq+1iq

, ȳ1 = aisis−1 . . . aiq+1iq
aiqiq−1 . . . ais+1is

.

Учитывая, что aji1 = aisi1 , ajis−1 = aisis−1 , ajis+1 = aisis+1 , рассмотрим сумму
�
d +

�
d1 +

�
d2 +

�
d3 =

= (−1)n−r(xu1 . . . uρy − y1xu1 . . . uρ − ȳ1xu1 . . . uρ + xu1 . . . uρȳ)v1 . . . vp =

= (−1)n−r(xu1 . . . uρt(y) − t(y1)xu1 . . . uρ)v1 . . . vp =

= (−1)n−r
(
t(φ · ϕ) − t(ϕ · φ)

)
xu1 . . . uρv1 . . . vp.

Поскольку t(φ · ϕ) = t(ϕ · φ), то снова
�
d +

�
d1 +

�
d2 +

�
d3 = 0.

3. Если же индекс is размещён в подстановке индексов монома d в том же
цикле, что и индекс j, то d совпадает с одним из следующих мономов: d1,
d̃1,

�
d1 или

�
d1. Как показано выше, для любого из них на множестве мономов

определителя rdetj Aj.(ai.) существуют ещё один такой моном или три таких
монома, что сумма соответствующей пары или четвёрки мономов равна нулю.

Мы рассмотрели все возможные мономы определителя rdetj Aj.(ai.) в зави-
симости от размещения элемента i-й строки. Для любого из них существуют
один такой моном или три таких монома, что сумма соответствующей пары или
четвёрки мономов равна нулю, следовательно, rdetj Aj.(ai.) = 0.

Следствие 4.1. Если эрмитова матрица A = (aij) ∈ M(n,H) содержит две
одинаковые строки (столбца), то detA = 0.

Доказательство. Пусть у эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) i-я строка сов-
падает с j-й строкой, т. е. aik = ajk для всех k ∈ In, {i, j} ∈ In, i �= j. Тогда
āik = ājk, и для всех k ∈ In aki = akj , где {i, j} ∈ In, i �= j, поскольку мат-
рица A эрмитова. Таким образом, если у эрмитовой матрицы совпадают две её
строки, то также совпадают два её соответствующих— с теми же индексами—
столбца. Матрицу A можно представить также как Aj.(ai.), как матрицу, ко-
торая получена из матрицы A заменой j-й строки i-й строкой. Тогда в силу
теоремы 4.1, рассматривая определитель эрмитовой матрицы A как строчный
по i-й строке, получим

detA = rdeti A = rdeti Aj.(ai.) = 0.

Аналогично теореме 4.1 доказывается и следующая теорема.

Теорема 4.2. Если матрица A.i(a.j) получается из эрмитовой матрицы A ∈
∈ M(n,H) заменой её i-го столбца j-м, то cdeti A.i(a.j) = 0 для всех i, j = 1, n,
i �= j.

Из теорем 4.1, 4.2 и основных свойств строчных и столбцовых определителей
произвольных квадратных матриц получим следующие теоремы.
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Теорема 4.3. Если матрица Ai.(b · aj.) получается из эрмитовой матрицы
A ∈ M(n,H) заменой её i-й строки строкой j, умноженной слева на произволь-
ное b ∈ H, то rdeti Ai.(b · aj.) = 0 и cdeti Ai.(b · aj.) = 0 для всех i, j = 1, n,
i �= j.

Теорема 4.4. Если матрица A.j(a.i · b) получается из эрмитовой матрицы
A ∈ M(n,H) заменой её j-го столбца i-м столбцом, умноженным справа на
произвольное b ∈ H, то cdetj A.j(a.i · b) = 0 и rdetj A.j(a.i · b) = 0 для всех
i, j = 1, n, i �= j.

Теорема 4.5. Если i-ю строку эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) заменить
левой линейной комбинацией других её строк, т. е. ai. = c1ai1. + . . .+ ckaik., где
cl ∈ H для всех l = 1, k, то для всех i = 1, n

rdeti Ai.(c1ai1. + . . . + ckaik.) = cdeti Ai.(c1ai1. + . . . + ckaik.) = 0.

Теорема 4.6. Если j-й столбец эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) заменить
правой линейной комбинацией других её столбцов, т. е. a.j = a.j1c1+. . .+a.jk

ck,
где cl ∈ H для всех l = 1, k, то для всех j = 1, n

cdetj A.j(a.j1c1 + . . . + a.jk
ck) = rdetj A.j(a.j1c1 + . . . + a.jk

ck) = 0.

Теорема 4.7. Если к i-й строке эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) прибавить
произвольную левую линейную комбинацию других её строк, то для всех i = 1, n

rdeti Ai.(ai. + c1ai1. + . . . + ckaik.) = cdeti Ai.(ai. + c1ai1. + . . . + ckaik.) = detA.

Теорема 4.8. Если к j-му столбцу эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) приба-
вить произвольную правую линейную комбинацию других её столбцов, то для
всех j = 1, n

cdetj A.j(a.j +a.j1c1 + . . .+a.jk
ck) = rdetj A.j(a.j +a.j1c1 + . . .+a.jk

ck) = detA.

5. Матрица, обратная к эрмитовой

Определение 5.1. Эрмитову матрицу A будем называть невырожденной, ес-
ли detA �= 0.

Теорема 5.1. Для эрмитовой невырожденной матрицы A = (aij) ∈ M(n,H)
существует единственная правая обратная матрица (RA)−1 и единственная ле-
вая обратная (LA)−1, при этом (RA)−1 = (LA)−1 =: A−1, где

(RA)−1 =
1

detA




R11 R21 · · · Rn1

R12 R22 · · · Rn2

· · · · · · · · · · · ·
R1n R2n · · · Rnn


 ,

(LA)−1 =
1

detA




L11 L21 · · · Ln1

L12 L22 · · · Ln2

· · · · · · · · · · · ·
L1n L2n · · · Lnn


 .
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Доказательство. Пусть B = A · (RA)−1. Найдём элементы матрицы B,
перемножая матрицы:

bii = (detA)−1
n∑

j=1

aij · Rij = (detA)−1 rdeti A =
detA
detA

= 1 при i = 1, n,

bij = (detA)−1
n∑

s=1

ais · Rjs = (detA)−1 rdetj Aj.(ai.) при i �= j.

По теореме 4.1 bij = 0, если i �= j. Следовательно, B = I и (RA)−1 является
правой обратной к эрмитовой матрице A.

Пусть теперь D = (LA)−1A. Снова будем искать элементы матрицы D,
умножая матрицы:

djj = (detA)−1
n∑

i=1

Lij · aij = (detA)−1 cdetj A =
detA
detA

= 1 при j = 1, n,

dij = (detA)−1
n∑

s=1

Lsi · asj = (detA)−1 cdeti Ai.(aj.) при i �= j.

По теореме 4.2 dij = 0, если i �= j. Таким образом, D = I и (LA)−1 является
левой обратной к эрмитовой матрице A.

Равенство (RA)−1 = (LA)−1 непосредственно следует из единственности
обратной матрицы над телом.

6. Соответствующие эрмитовы матрицы
и их свойства

Обозначим множество (m × n)-матриц над телом H через Hm×n.
Определение 6.1. Для произвольной матрицы A ∈ Hm×n матрицу A∗ A ∈

∈ M(n,H) будем называть её левой соответствующей эрмитовой матрицей и
AA∗ ∈ M(m,H) — её правой соответствующей эрмитовой матрицей.

Теорема 6.1 ([5]). Если произвольный столбец матрицы A ∈ Hm×n являет-
ся правой линейной комбинацией других столбцов, то detA∗ A = 0.

Теорема 6.2 ([5]). Если произвольная строка матрицы A ∈ Hm×n является
левой линейной комбинацией других её строк, то detAA∗ = 0.

Замечание 6.1. Поскольку главные подматрицы эрмитовой матрицы тоже
эрмитовы, главный базисный минор эрмитовой матрицы может быть определён
так же, как в коммутативном случае.

Определение 6.2. Главным базисным минором эрмитовой матрицы будем
называть ненулевой определитель её главной подматрицы максимального по-
рядка. Тогда строки и столбцы, входящие в главный базисный минор, также
будем называть базисными.
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Определение 6.3. Пусть строки и столбцы с индексами i1, . . . , ir эрмитовой
матрицы A∗ A являются базисными. Тогда строки с индексами i1, . . . , ir будем
называть базисными для матрицы A∗ ∈ Hn×m и столбцы с индексами i1, . . . , ir
будем называть базисными для матрицы A ∈ Hm×n.

Так же как и в коммутативном случае, можно доказать теоремы о базисных
строках и столбцах соответствующих эрмитовых матриц.

Теорема 6.3 ([5]). Для матрицы A ∈ Hm×n базисные строки матриц A∗ A
и A∗ линейно независимы слева, базисные столбцы матриц A∗ A и A линейно
независимы справа.

Теорема 6.4. Произвольный столбец матрицы A = (aij) ∈ Hm×n является
правой линейной комбинацией её базисных столбцов.

Доказательство. Если столбцы с индексами i1, . . . , ir базисные для матри-
цы A ∈ Hm×n, то базисный главный минор её левой соответствующей эрмито-
вой матрицы A∗ A ∈ M(n,H) размещён на пересечении столбцов и строк с теми
же индексами i1, . . . , ir. Обозначим

A∗ A =: D = (dij)n×n.

Дополним эрмитову матрицу M, которая отвечает базисному главному минору
матрицы D, (r + 1)-ми строкой и столбцом, которые состоят из соответствую-
щих элементов её j-й строки и столбца, при этом j ∈ {i1, . . . , ir}. Обозначим
полученную матрицу Dj ,

Dj =




di1i1 · · · di1ir
di1j

· · · · · · · · · · · ·
diri1 · · · dirir

dirj

dj i1 · · · djir
djj


 .

Поскольку матрица Dj эрмитова и содержит два одинаковых столбца, то по
следствию 4.1

detDj = cdetj Dj =
r∑

l=1

Lilj · dilj + Ljj · djj = 0,

где Lilj —левое алгебраическое дополнение элемента dilj матрицы Dj . Посколь-
ку Ljj = detM, а согласно определению базисного главного минора detM �= 0,
получим

djj = −
r∑

l=1

(detM)−1Lilj · dilj для всех j ∈ {i1, . . . , ir}. (10)

Пусть теперь j /∈ {i1, . . . , ik, ik+1, . . . , ir}, ik < j < ik+1. Рассмотрим матри-
цу Dj , которую получим, дополняя матрицу M j-ми строкой и столбцом:
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Dj =




di1i1 · · · di1ik
di1j di1ik+1 · · · di1ir

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
diki1 · · · dikik

dikj dikik+1 · · · dikir

dj i1 · · · dj ik
dj j dj ik+1 · · · dj ir

dik+1i1 · · · dik+1ik
dik+1j dik+1ik+1 · · · dik+1ir

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
diri1 · · · dirik

dirj dirik+1 · · · dirir




.

Матрица Dj и в этом случае является эрмитовой. Её определитель— главный
минор (r + 1)-го порядка матрицы D, который по определению базисного глав-
ного минора равен нулю:

detDj = cdetj Dj =
r∑

l=1

Lilj · dilj + Ljj · djj = 0.

Поскольку Ljj = detM, а согласно определению базисного главного минора
detM �= 0, имеем

djj = −
r∑

l=1

(detM)−1Lilj · dilj для всех j = 1, n,, j /∈ {i1, . . . , ir}. (11)

Объединяя выражения (10) и (11), получаем

djj = −
r∑

l=1

(detM)−1Lilj · dilj для всех j = 1, n.

Пусть −(detM)−1Lilj = µl, тогда djj =
r∑

l=1

µl · dilj . Поскольку djj =
m∑

k=1

ākj · akj

и dilj =
m∑

k=1

ākil
· akj , имеем

m∑
k=1

ākj · akj =
r∑

l=1

µl ·
m∑

k=1

ākil
· akj =

m∑
k=1

r∑
l=1

µl · ākil
· akj .

Отсюда получаем, что ākj =
r∑

l=1

µl · ākil
для всех k = 1,m, тогда akj =

r∑
l=1

akil
· µ̄l

для всех k = 1,m. Это означает, что произвольный j-й столбец матрицы A яв-
ляется правой линейной комбинацией её базисных столбцов с коэффициентами
µ̄1, . . . , µ̄r,

a.j1 · µ̄1 + . . . + a.jr
· µ̄r = a.j для всех j ∈ Jn.

Следующая теорема доказывается аналогично.

Теорема 6.5. Произвольная строка матрицы A ∈ Hm×n является левой ли-
нейной комбинацией её базисных строк.

Очевидным следствием теорем 6.1, 6.2, 6.4 и 6.5 является критерий невыро-
жденности соответствующих эрмитовых матриц.
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Теорема 6.6. Линейная независимость справа столбцов матрицы A ∈ Hm×n

или линейная независимость слева строк матрицы A∗ является необходимым и
достаточным условием отличия от нуля определителя detA∗ A.

7. Свойства двойного определителя
кватернионной матрицы

Пусть матрица Eij = (epq)n×n такая, что

epq =

{
1, если p = i, q = j,

0, если p �= i, q �= j.

Определение 7.1. Матрицу Pij(b) := I + b · Eij для i �= j и произвольного
b ∈ H будем называть элементарной унимодулярной. Матрицы Pij(b) (для всех
i �= j и b ∈ H) порождают унимодулярную группу SL(n,H), её элементы будем
называть унимодулярными матрицами.

Теорема 7.1. Если A = (aij) ∈ M(n,H) —эрмитова матрица и Pij(b) —эле-
ментарная унимодулярная матрица над телом H, то detA = det

(
Pij(b)AP∗

ij(b)
)
.

Доказательство. Сначала заметим, что для U ∈ M(n,H) и эрмитовой мат-
рицы A матрица U∗ AU также эрмитова. Действительно,

(U∗AU)∗ = U∗A∗ U = U∗AU.

Умножая матрицу A слева на Pij(b), мы складываем j-ю строку, умноженную
слева на b, с i-й строкой. Умножением матрицы A справа на P∗

ij(b) складываются
j-й столбец, умноженный справа на b̄, с j-м столбцом. Следовательно,

Pij(b)·A·P∗
ij(b) =




a11 . . . a1i + a1j b̄ . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 + baj1 . . . (bajj + aij)b̄ + baji + aii . . . ain + bajn

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ani + anj b̄ . . . ann


 .

Тогда в силу теорем 2.4 и 2.5 получим

det
(
Pij(b) · A · P∗

ij(b)
)

= cdeti

(
Pij(b) · A · P∗

ij(b)
)

=

= cdeti




a11 . . . a1i . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 + baj1 . . . aii + baji . . . ain + bajn

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ani . . . ann


 +
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+ cdeti




a11 . . . a1jb . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 + baj1 . . . bajj + aij . . . ain + bajn

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . anjb . . . ann


 =

= cdeti A + cdeti Ai.(b · aj.) + cdeti A.i(a.j) · b̄ +

+ cdeti




a11 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
baj1 . . . bajj . . . bajn

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann


 · b.

Матрица 


a11 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
baj1 . . . bajj . . . bajn

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann


 =

(
A.i(a.j)

)
i.
(b · aj.)

получается из матрицы A последовательной заменой её i-го столбца j-м столб-
цом, а затем i-й строки полученной матрицы её j-й строкой, умноженной слева
на элемент b ∈ H. Таким образом, её i-й строкой является b · aj., а её j-й стро-
кой— aj., поэтому по теореме 4.3 имеем cdeti

(
A.i(a.j)

)
i.
(b ·aj.) = 0. Кроме того,

по теореме 4.2 cdeti A.i(a.j) = 0, и по теореме 4.3 получим cdeti Ai.(b · aj.) = 0.
Итак,

det
(
Pij(b) · A · P∗

ij(b)
)

= cdeti A = detA.

Теорема 7.2. Для эрмитовой матрицы A ∈ M(n,H) и произвольной матрицы
U ∈ SL(n,H)

detA = det(U · A · U∗).

Доказательство. Для любой матрицы U ∈ SL(n,H) существуют k ∈ N
и такое множество элементарных унимодулярных матриц {P1, . . . ,Pk} ⊂
⊂ SL(n,H), что U = Pk · . . . · P1, и тогда U∗ = P∗

1 · . . . · P∗
k.

Докажем теорему индукцией по k.
1. Случай k = 1 доказан теоремой 7.1.
2. Пусть условие теоремы выполняется для k − 1, т. е. U = Pk−1 · . . . · P1 и

detA = det(Pk−1 · . . . · P1 · A · P∗
1 · . . . · P∗

k−1).

Обозначим
Ã := Pk−1 · . . . · P1 · A · P∗

1 · . . . · P∗
k−1.

Как показано в теореме 7.1, матрица Ã эрмитова.
3. Пусть теперь U = Pk · Pk−1 . . . · P1. Тогда

det(U · A · U∗) = det(Pk · Ã · P∗
k) = det Ã = detA.
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Теорема 7.3. Пусть A = (aij) ∈ M(n,H) — эрмитова матрица. Тогда A
унимодулярно подобна диагональной матрице, т. е. существуют U ∈ SL(n,H)
и µi ∈ R для i = 1, n, для которых U · A · U∗ = diag(µ1, . . . , µn), где
diag(µ1, . . . , µn)—диагональная матрица, и detA = µ1 · . . . · µn.

Доказательство. Рассмотрим первый столбец матрицы A. Возможны сле-
дующие случаи.

1. Пусть a11 �= 0, тогда µ1 = a11 ∈ R. Последовательно умножая матрицу A
слева на элементарные унимодулярные матрицы Pi1

(−ai1
µ1

)
для i = 2, n, получим

матрицу, в которой все элементы первого столбца, исключая элемент главной
диагонали, нулевые. Поскольку для любого i = 2, n справедливо −ai1

µ1
= − a1i

µ1
,

то P∗
i1

(−ai1
µ1

)
= P1i

(−a1i

µ1

)
. Последовательно умножая матрицу A справа на

элементарные унимодулярные матрицы P∗
i1(−ai1

µ1
), получим, что все элементы

первой строки, исключая элемент главной диагонали, являются нулевыми. В си-
лу теоремы 7.1 эта матрица также эрмитова.

2. Пусть a11 = 0 и найдётся такое i ∈ In, что ai1 �= 0. Умножая матри-
цу A слева на элементарные унимодулярные матрицы P1i(a1i) и справа на
Pi1(ai1), получим матрицу Ã с элементом ã11 = n(ai1)(2 + aii) ∈ R. Пусть те-
перь µ1 = ã11. Снова последовательно умножая матрицу Ã слева на Pi1

(− ãi1
µ1

)
и справа на P∗

i1

(− ãi1
µ1

) для i = 2, n, получим матрицу, в которой все элементы
первого столбца и строки, исключая элемент главной диагонали, нулевые.

3. Пусть ai1 = 0 для всех i ∈ In, тогда µ1 = a11.
Продолжая описанную выше процедуру для каждого элемента главной диа-

гонали и элементов соответствующих строк и столбцов, через конечное число
умножений матрицы A на элементарные унимодулярные матрицы Pk = Pij(bk)
слева и на элементарные унимодулярные матрицы P∗

k = Pji(b̄k) справа получим
диагональную матрицу с диагональными элементами µi ∈ R для всех i = 1, n.
Пусть U =

∏
k

Pk, тогда в силу теоремы 7.2

det(U · A · U∗) = det
(
diag(µ1, . . . , µn)

)
= µ1 · . . . · µn.

Теорема 7.4. Пусть A ∈ M(n,H). Тогда detAA∗ = detA∗A.

Доказательство. Пусть A ∈ M(n,H). Легко видеть, что

det
(−I A
A∗ 0

)
= det

(
0 A
A∗ −I

)
.

Квадратную матрицу (
I A
0 I

)

порядка 2n можно представить в виде произведения n2 элементарных унимоду-
лярных матриц 2n-го порядка, т. е. для каждого k = 1, n2 найдутся i = 1, n,
j = n + 1, n2 и Pk = P(k)

ij (aij), такие что
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(
I A
0 I

)
=

∏
k

Pk.

Так как (
I A
0 I

)
∈ SL(2n,H),

по теореме 7.2 получим

(−1)n detAA∗ = det
(
AA∗ 0

0 −I

)
= det

((
I A
0 I

) (
0 A
A∗ −I

) (
I 0
A∗ I

))
=

= det
(−I A
A∗ 0

)
= det

((
I 0
A∗ I

) (−I A
A∗ 0

) (
I A
0 I

))
=

= det
(
AA∗ 0

0 −I

)
= (−1)n detA∗ A.

Определение 7.2. Для квадратной матрицы A над телом H определитель
соответствующей ей эрмитовой матрицы будем называть её двойным определи-
телем, ddetA := det(A∗ A) = det(AA∗).

Теорема 7.5. Для любой пары {A,B}⊂M(n,H) ddet(A·B)=ddetA·ddetB.

Доказательство. В силу теоремы 7.3 для эрмитовой матрицы A∗ A найдётся
матрица U ∈ SL(n,H), такая что

U∗ · A∗ A · U = (A · U)∗ · A · U = diag(α1, . . . , αn),

где αi ∈ R. Если A · U = (qij)n×n, то αi =
∑
k

q̄kiqki =
∑
k

n(qki) ∈ R+ для всех

i = 1, n, где R+ —множество неотрицательных действительных чисел. Поэтому
для каждого αi ∈ R+ для i = 1, n найдётся

√
αi ∈ R+. Для эрмитовой матрицы

(U−1B)∗(U−1B) найдутся W ∈ SL(n,H) и βi ∈ R+ для i = 1, n, такие что
W∗(U−1B)∗(U−1B)W = diag(β1, . . . , βn). Тогда в соответствии с теоремами
7.3 и 7.4 и ввиду того, что (U∗)−1 = (U−1)∗, получим

ddet(A · B) = det(B∗(A∗A)B) = det(B∗(U∗)−1U∗(A∗A)UU−1B) =

= det
(
(U−1B)∗ diag(α1, . . . , αn)U−1B

)
=

= det
(
(diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)U−1B)∗(diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)U−1B)

)
=

= det
(
(diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)U−1B)(diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)U−1B)∗

)
=

= det
(
diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)(U−1B)(U−1B)∗ diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)

)
=

= det
(
diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)(W−1)∗ diag(β1, . . . , βn)W−1 ×

× diag(
√

α1, . . . ,
√

αn)
)

= det
((

(W−1)T
)∗ diag(

√
α1, . . . ,

√
αn) ×

× diag(β1, . . . , βn) diag(
√

α1, . . . ,
√

αn)(W−1)T
)

=

= det
(
diag(

√
α1, . . . ,

√
αn) diag(β1, . . . , βn) diag(

√
α1, . . . ,

√
αn)

)
=

= α1 · . . . · αn · β1 · . . . · βn = detA · detB = detB · detA.
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Замечание 7.1. Доказательства теорем 7.4 и 7.5 аналогичны доказатель-
ствам в [9, c. 533], но отличаются от них использованием других детерминант-
ных функционалов.

Замечание 7.2. Из теорем 6.6 и 7.5 следует, что для любой матрицы
A ∈ M(n,H) ddetA удовлетворяет аксиомам 1, 2, 3. Из [7, 10] следует, что

ddetA = Mdet(A∗ A) = SdetA = Ddet2 A,

где SdetA—определитель Стади, DdetA—определитель Дьедонне.

8. Детерминантное представление
кватернионной обратной матрицы

Определение 8.1. Пусть

ddetA = cdetj(A∗ A) =
∑

i

Lij · aij

для j = 1, n. Тогда будем называть Lij левым двойным алгебраическим допол-
нением элемента aij матрицы A ∈ M(n,H).

Определение 8.2. Пусть

ddetA = rdeti(AA∗) =
∑

j

aij · Rij

для i = 1, n. Тогда будем называть Rij правым двойным алгебраическим допол-
нением элемента aij матрицы A ∈ M(n,H).

Теорема 8.1. Необходимым и достаточным условием обратимости матрицы
A = (aij) ∈ M(n,H) является условие ddetA �= 0. Тогда существует матрица
A−1 = (LA)−1 = (RA)−1, где

(LA)−1 = (A∗ A)−1A∗ =
1

ddetA




L11 L21 . . . Ln1

L12 L22 . . . Ln2

. . . . . . . . . . . .
L1n L2n . . . Lnn


 , (12)

(RA)−1 = A∗(AA∗)−1 =
1

ddetA∗




R11 R21 . . . Rn1

R12 R22 . . . Rn2

. . . . . . . . . . . .
R1n R2n . . . Rnn


 (13)

и
Lij = cdetj(A∗A).j(a∗

.i), Rij = rdeti(AA∗)i.(a∗
j.)

для всех i, j = 1, n.

Доказательство. Необходимость. Пусть существует обратная матрица A−1

к матрице A ∈ M(n,H). Ввиду того что rankA � rank(A−1A) = rank I = n,



Правило Крамера для кватернионных систем линейных уравнений 91

имеем rankA = n. Поскольку rankA = rankA∗ A, столбцы матрицы A линейно
независимы справа. Тогда по теореме 6.6 detA∗ A = ddetA �= 0.

Достаточность. Так как ddetA = detA∗ A �= 0, по теореме 5.1 существу-
ет обратная матрица (A∗ A)−1 эрмитовой матрицы A∗ A. Умножая её справа
на A∗, получим левую обратную (LA)−1 = (A∗ A)−1A∗. Раскрывая матрицу
(A∗ A)−1 =

( Lij

ddetA

)
n×n

как левую обратную, получим

(LA)−1 =
(
L(A∗ A)

)−1
A∗ =

=
1

ddetA




∑
k

Lk1a
∗
k1

∑
k

Lk1a
∗
k2 . . .

∑
k

Lk1a
∗
kn∑

k

Lk2a
∗
k1

∑
k

Lk2a
∗
k2 . . .

∑
k

Lk2a
∗
kn

. . . . . . . . . . . .∑
k

Lkna∗
k1

∑
k

Lkna∗
k2 . . .

∑
k

Lkna∗
kn




=

=
1

ddetA




cdet1(A∗A).1(a∗
.1) cdet1(A∗A).1(a∗

.2) . . . cdet1(A∗A).1(a∗
.n)

cdet2(A∗A).2(a∗
.1) cdet2(A∗A).2(a∗

.2) . . . cdet2(A∗A).2(a∗
.n)

. . . . . . . . . . . .
cdetn(A∗A).n(a∗

.1) cdetn(A∗A).n(a∗
.2) . . . cdetn(A∗A).n(a∗

.n)


 .

Ввиду того что

ddetA = cdetj(A∗ A) =
∑

i

cdetj(A∗ A).j(a∗
.i) · aij =

∑
i

Lij · aij

для всех j = 1, n, получим (12).
Теперь докажем формулу (13). В соответствии с теоремой 5.1 существует

обратная матрица (AA∗)−1. Умножая её слева на A∗ и раскрывая (AA∗)−1 =
=

( Rij

ddetA

)
n×n

как правую обратную, получим

(RA)−1 = A∗(R(AA∗)
)−1 =

=
1

ddetA




∑
k

a∗
1kR1k

∑
k

a∗
1kR2k . . .

∑
k

a∗
1kRnk∑

k

a∗
2kR1k

∑
k

a∗
2kR2k . . .

∑
k

a∗
2kRnk

. . . . . . . . . . . .∑
k

a∗
nkR1k

∑
k

a∗
1kR1k . . .

∑
k

a∗
nkRnk




=

=
1

ddetA




rdet1(AA∗).1(a∗
.1) rdet2(AA∗).2(a∗

.1) . . . rdetn(AA∗).n(a∗
.1)

rdet1(AA∗).1(a∗
.2) rdet2(AA∗).2(a∗

.2) . . . rdetn(AA∗).n(a∗
.2)

. . . . . . . . . . . .
rdet1(AA∗).1(a∗

.n) rdet2(AA∗).2(a∗
.n) . . . rdetn(AA∗).n(a∗

.n)


 .

Ввиду того что

ddetA = rdeti(AA∗) =
∑

j

aij · rdeti(AA∗)i.(a∗
j.) =

∑
j

aij · Rij
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для всех i = 1, n, выполняется формула (13). Равенство

(LA)−1 = (RA)−1 = A−1

следует из свойств обратной матрицы над телом.

Замечание 8.1. Теорема 8.1 представляет обратную матрицу A−1 произволь-
ной квадратной матрицы A ∈ M(n,H), если ddetA �= 0, через аналог класси-
ческой присоединённой. Если мы обозначим её Adj[[A]], то над телом H имеет
место следующая формула:

A−1 =
Adj[[A]]
ddetA

.

9. Правила Крамера
для кватернионных систем линейных уравнений

Теорема 9.1. Пусть
A · x = y — (14)

правая система линейных уравнений с матрицей коэффициентов A ∈ M(n,H),
столбцом свободных элементов y = (y1, . . . , yn)T ∈ Hn×1 и столбцом неизвест-
ных x = (x1, . . . , xn)T. Если ddetA �= 0, тогда система (14) имеет единственное
решение, которое представляется формулой

xj =
cdetj(A∗ A).j(f)

ddetA
, j = 1, n, (15)

где f = A∗y.

Доказательство. По теореме 8.1 матрица A обратимая, т. е. существует
единственная обратная к ней матрица A−1. Из этого следует существование и
единственность решений системы (14). Рассмотрим A−1 как левую обратную
(LA)−1 = (A∗ A)−1A∗, тогда из (14) получим

x = A−1 · y = (A∗ A)−1A∗ · y.

Обозначим f := A∗ · y, где f =
(
f1 f2 . . . fn

)T
— n-мерный вектор-стол-

бец над H. Рассматривая (A∗ A)−1 как левую обратную, представим решение
системы (14) покомпонентно:

xj = (ddetA)−1
n∑

i=1

Lij · fi, j = 1, n,

где Lij —левое алгебраическое дополнение в матрице (A∗ A). Отсюда непосред-
ственно следует (15).

Теорема 9.2. Пусть
x · A = y — (16)
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левая система линейных уравнений с матрицей коэффициентов A ∈ M(n,H),
строкой свободных элементов y = (y1, . . . , yn) ∈ H1×n и строкой неизвестных
x = (x1, . . . , xn). Если ddetA �= 0, то система (16) имеет единственное решение,
которое представляется формулой

xi =
rdeti(AA∗)i.(z)

ddetA
, i = 1, n, (17)

где z = yA∗.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 9.1.
Замечание 9.1. Формулы (15) и (17) являются естественным и очевидным

обобщением правила Крамера для квадратных систем линейных уравнений над
телом кватернионов.

Ещё более близкую аналогию можно получить в следующих частных случа-
ях, которые следуют из теоремы 5.1.

Теорема 9.3. Пусть в правой системе линейных уравнений (14) матрица
коэффициентов A ∈ M(n,H) эрмитова. Тогда система имеет единственное ре-
шение, которое представляется формулой

xj =
cdetj A.j(y)

detA
, j = 1, n.

Теорема 9.4. Пусть в левой системе линейных уравнений (16) матрица ко-
эффициентов A ∈ M(n,H) эрмитова. Тогда система имеет единственное реше-
ние, которое представляется формулой

xi =
rdeti Ai.(y)

detA
, i = 1, n.
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