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Аннотация

В статье рассматриваются детские рисунки Гротендика, т. е. специальным образом
вложенные графы на поверхностях, и пары Белого, т. е. рациональные функции с не
более чем тремя критическими значениями на алгебраических кривых. Связь меж-
ду этими объектами установлена Гротендиком. В статье исследуется комбинаторика
систем уравнений, определяющих пару Белого для данного рисунка. Описываются
некоторые свойства дополнительных, так называемых паразитических, решений та-
ких систем. Как следствие получаются результаты об антивандермондовых системах
уравнений.

Abstract

E. M. Kreines, Equations determining Belyi pairs, with applications to anti-
Vandermonde systems, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 4,
pp. 95—112.

This paper deals with Grothendieck dessins d’enfants, i.e., tamely embedded graphs
on surfaces, and Belyi pairs, i.e., rational functions with at most three critical values on
algebraic curves. The relationship between these objects was promoted by Grothendieck.
We investigate combinatorics of systems of equations determining a Belyi pair corre-
sponding to a given dessin. Some properties of extra, or so-called parasitic, solutions
of such systems are described. As a corollary, we obtain some applications concerning
anti-Vandermonde systems.

1. Введение

Теория правильно вложенных графов на поверхностях восходит к работам
Александра Гротендика [11]. Гротендик называл такие графы «dessins d’enfants»
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(детские рисунки) из-за их простой комбинаторной структуры. Гротендик обра-
тил внимание на взаимосвязанность детских рисунков и непостоянных раци-
ональных функций с не более чем тремя критическими значениями на ал-
гебраических кривых. Найденная взаимосвязь открывает много новых нетри-
виальных связей между различными объектами в теории категорий, алгебре,
алгебраической геометрии, комплексном анализе, топологии и других обла-
стях математики. В частности, это соответствие даёт подход к визуализации
алгебраических кривых над числовыми полями и к геометрической интерпре-
тации действия общей группы Галуа Aut(Q̄) (здесь Q̄ обозначает поле алге-
браических чисел). Истоки этой теории можно найти в [16, 20], а современ-
ное состояние этого направления и многочисленные приложения описываются
в [15].

На сегодняшний день основной мотивацией развития этой теории яв-
ляются различные задачи о пространствах модулей алгебраических кривых
с нумерованными отмеченными точками и вопросы об алгебраических ре-
шениях уравнения Пенлеве VI (см. [13, 17, 21]). В обеих теориях важ-
но находить конкретные пары Белого, отвечающие заданным детским ри-
сункам. К сожалению, эта задача далеко не тривиальна даже в слу-
чае рисунков рода ноль, когда требуется отыскать только функцию Бело-
го.

В этой статье мы выписываем общую систему уравнений в пространствах
модулей и пространстве Гурвица, определяющую функции Белого всех рисун-
ков заданного комбинаторного типа (набор валентностей всех вершин и гра-
ней рисунка), и исследуем некоторые свойства таких систем. Заметим, что для
рисунков рода ноль (в этом случае система может быть записана более яв-
но) не существует прямого способа получить решение системы общего вида
за разумное время, так как степени могут оказаться достаточно большими.
В настоящей работе развита некоторая общая техника исследования лишних,
так называемых паразитических, решений этих систем, которая даёт возмож-
ность «правильной» нормализации, ведущей к уравнениям минимальных воз-
можных степеней. В итоге мы покажем, что не существует паразитических
решений систем, определяющих многочлены Шабата, которые являются па-
рами Белого для деревьев. Кроме того, развитая техника позволяет нам ис-
следовать решения так называемых антивандермондовых систем, которые вы-
глядят в точности как системы с матрицей Вандермонда при замене коэффи-
циентов на переменные. Такие системы рассматриваются в теории обработки
сигналов (см. монографию [14] и библиографию в ней), где вандермондовы и
антивандермондовы системы используются одновременно для решения конкрет-
ных вычислительных задач. Кроме того, эти системы связаны с ганкелевыми
матрицами [12, 14].

Автор благодарна Г. Б. Шабату, Т. Иаррабино, Н. Я. Амбург, М. Леенсону
и К. Фонтанари за интересные обсуждения.
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2. Определения и обозначения

2.1. Детские рисунки

Определение 2.1. Граф Γ называется двукрашенным, если все его верши-
ны раскрашены двумя различными цветами, например чёрным и белым, таким
образом, что каждое ребро имеет две вершины различных цветов.

Определение 2.2. Детский рисунок D определяется как компактная связ-
ная гладкая ориентируемая поверхность M вместе с двукрашенным графом Γ,
вложенным в M так, что дополнение M \Γ гомеоморфно дизъюнктному объеди-
нению открытых дисков. Каждый диск называется гранью рисунка. Вершины и
рёбра рисунка— это вершины и рёбра соответствующего графа.

Будем обозначать через α(D), ω(D), n(D), γ(D) число чёрных вершин, белых
вершин, рёбер и граней D соответственно. Будем писать просто α, ω, n, γ, если
из контекста понятно, о каком рисунке D идёт речь.

Определение 2.3. Валентностью вершины рисунка называется число рё-
бер, инцидентных этой вершине. Валентностью грани называется число рёбер,
инцидентных данной грани, поделённое на 2. Заметим, что если обе сторо-
ны некоторого ребра инцидентны одной грани, то при вычислении валентности
этой грани данное ребро необходимо считать дважды.

Определение 2.4. Последовательность чисел

〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1, . . . , cγ〉
называется реализуемым комбинаторным типом, если она может быть реа-
лизована как набор валентностей всех чёрных вершин, белых вершин и граней
некоторого рисунка.

Определение 2.5. Два детских рисунка называются изоморфными, если су-
ществует гомеоморфизм между соответствующими поверхностями, при котором
один из рисунков преобразуется в другой.

Замечание 2.6. Непосредственно проверяется, что изоморфные детские ри-
сунки имеют одинаковый комбинаторный тип. Однако комбинаторный тип не
определяет детский рисунок с точностью до изоморфизма, что показывает, на-
пример, следующая пара детских рисунков.
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Рис. 1. Неизоморфные рисунки одинакового комбинаторного типа 〈3, 2, 1 | 3, 1, 1, 1 | 6〉

В некоторых задачах удобнее рассматривать обычные, а не двукрашенные
графы, вложенные в поверхность таким образом, что дополнение поверхности
до графа гомеоморфно дизъюнктному объединению открытых дисков. В этом
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случае мы будем говорить о недвукрашенных детских рисунках. Легко видеть,
что недвукрашенные детские рисунки могут быть получены из двукрашенных
забыванием раскраски. Наоборот, для каждого недвукрашенного детского ри-
сунка мы можем добавить вершину другого цвета в середину каждого ребра
для получения детского рисунка в смысле определения 2.2. Заметим, что недву-
крашенный детский рисунок может иметь петли и кратные рёбра. В недвукра-
шенной теории мы будем говорить, что валентность грани— это число вершин,
инцидентных этой грани (без деления на 2). Недвукрашенные детские рисун-
ки могут рассматриваться как подкласс двукрашенных, в котором все вершины
одного фиксированного цвета имеют валентность 2. Таким образом, мы просто
не отмечаем эти вершины, так как они расположены в середине каждого ребра.
Такой подход хорошо согласуется с последующим изложением.

2.2. Пары Белого

Определение 2.7. Пара Белого (X , β)—это алгебраическая кривая X вме-
сте с непостоянной на этой кривой рациональной функцией β : X → CP

1,
которая имеет не более трёх критических значений. Функция β называется
функцией Белого.

Замечание 2.8. С точностью до дробно-линейного преобразования CP
1 мы

можем зафиксировать критические значения функции β в точках 0, 1,∞ и сде-
лаем это, т. е., если не оговорено противное, считается, что crit(β) ⊆ {0, 1,∞}.

Определение 2.9. Пара Белого называется чистой, если все ветвления
функции β над точкой 1 имеют порядок 2.

Замечание 2.10. Легко видеть, что если (X , β)—пара Белого, то(X , 4β(1 − β)
)
—чистая пара Белого.

Пары Белого являются в некотором смысле широко распространёнными объ-
ектами среди всех алгебраических кривых с рациональными функциями на них.
Точнее, справедлива следующая теорема.

Теорема 2.11 [4]. Пусть X — гладкая полная неприводимая алгебраическая
кривая над C. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) кривая X изоморфна комплексификации кривой, определённой над число-
вым полем;

2) существует функция Белого на X .

Известно, что если (X , β)—пара Белого, то β−1([0, 1])—двукрашенный дет-
ский рисунок на топологической модели X , рёбра которого суть

{
β−1

(
(0, 1)

)}
,

чёрные вершины— {β−1({0})}, белые вершины— {β−1({1})}. Если (X , β)—чи-
стая пара Белого, то β−1([0, 1])—недвукрашенный детский рисунок на тополо-
гической модели X , рёбра которого имеют вид

{
β−1

(
(0, 1]

)}
и вершины имеют

вид {β−1({0})} (см. [11, 18]).
Более того, справедлив следующий результат.
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Теорема 2.12 [11,18]. Любой недвукрашенный детский рисунок может быть
получен посредством приведённой выше конструкции из некоторой комплексной
чистой пары Белого. Эта пара определяется единственным образом с точностью
до изоморфизма.

Похожий результат справедлив для двукрашенных детских рисунков и (не
обязательно чистых) пар Белого (см. [1]).

Связь между детскими рисунками и парами Белого оказывается ещё более
глубокой.

Определение 2.13. Морфизм двукрашенных детских рисунков

D1 = (X1,Γ1) → D2 = (X2,Γ2)—

это разветвлённое накрытие ориентируемых поверхностей f : X1 → X2, при
котором f−1(Γ2) = Γ1.

Определение 2.14. Категория DESS определяется следующим образом: её
объектами являются двукрашенные детские рисунки, морфизмы между ними
определены выше.

Определение 2.15. Объектами категории BELPAIRS являются пары Бе-
лого. Морфизм пар Белого µ : (X1, β1) → (X2, β2)—это морфизм алгебраических
кривых µ : X1 → X2, такой что диаграмма

X1
µ � X2

CP
1

β2�β1
�

является коммутативной.

Теорема 2.16 [1]. Категории DESS и BELPAIRS являются эквивалентны-
ми.

Аналогичным способом определяются категории недвукрашенных детских
рисунков и чистых пар Белого, они также являются эквивалентными.

2.3. Определяющие системы и паразитические решения

Теорема 2.17. Пусть

Val := 〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1, . . . , cγ〉—
некоторый реализуемый комбинаторный тип, X — гладкая неприводимая кривая
рода g = 1

2 (2 − α − ω + n − γ) над C. Предположим, что существуют такие
попарно различные точки

A1, . . . , Aα, W1, . . . ,Wω, C1, . . . , Cγ ∈ X
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и функция β ∈ C(X ), что справедливы следующие равенства для дивизоров:

(β) =
α∑
j=1

ajAj −
γ∑
j=1

cjCj , (β − 1) =
ω∑
j=1

wjWj −
γ∑
j=1

cjCj .

Тогда (X , β)—пара Белого.

Доказательство. Предположим, что β имеет критическое значение V /∈
/∈ {0, 1,∞}. В этом случае прообраз V является эффективным (так как ветвле-
ния β над точкой ∞ уже посчитаны). Следовательно,

(d β) =
α∑
j=1

(aj − 1)Aj +
ω∑
j=1

(wj − 1)Wj −
γ∑
j=1

(cj + 1)Cj + V.

Вычислим степени дивизоров с обеих сторон этого уравнения. В левой части
получаем

deg(d β) = 2g − 2.

В правой части, так как точки Ai, Wj , Ck попарно различны, получаем

deg
( α∑
j=1

(aj − 1)Aj +
ω∑
j=1

(wj − 1)Wj −
γ∑
j=1

(cj + 1)Cj + V

)
=

=
α∑
j=1

(aj − 1) +
ω∑
j=1

(wj − 1) −
γ∑
j=1

(cj + 1) + deg W =

=
α∑
j=1

aj − α +
ω∑
j=1

wj − ω −
γ∑
j=1

cj − γ + deg V.

Так как Val—комбинаторный тип, получаем, что

α∑
j=1

aj =
ω∑
j=1

wj =
γ∑
j=1

cj = n.

Следовательно, deg(d β) = 2g − 2 + deg V , поэтому deg V = 0.

Заметим, что результат не будет справедливым, если мы опустим предпо-
ложение, что точки Ai, Bj , Ck являются попарно различными. Далее будут
приведены соответствующие примеры.

Теперь на базе этой теоремы можно построить систему уравнений, опреде-
ляющую пару Белого заданного реализуемого комбинаторного типа.

2.4. Уравнения в пространствах модулей

Пусть Mg(C) обозначает пространство модулей алгебраических кривых ро-
да g над C.
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Определение 2.18. Для каждой последовательности положительных чисел

Val := 〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1, . . . , cγ〉,
удовлетворяющей условию

α∑
i=1

ai =
ω∑
j=1

wj =
γ∑
k=1

ck,

обозначим

n =
α∑
j=1

aj , g =
1
2
(2 + n − α − ω − γ)

и рассмотрим следующую систему уравнений в пространстве Mg(C). Существу-
ют кривая X ∈ Mg(C) и точки

A1, . . . , Aα, W1, . . . ,Wω, C1, . . . , Cγ ∈ X ,

такие что существует рациональная функция β : X → CP
1 с дивизорами функ-

ций β и β − 1, равными


(β) =
α∑
j=1

ajAj −
γ∑
j=1

cjCj ,

(β − 1) =
ω∑
j=1

wjWj −
γ∑
j=1

cjCj .
(2.1)

Эта система называется определяющей системой для пары Белого в простран-
стве модулей и обозначается SM(Val).

2.5. Уравнения в пространствах Гурвица

Пусть Hg,n(C) обозначает пространство Гурвица связных алгебраических
кривых рода g над полем C с непостоянными рациональными функциями сте-
пени n на этих кривых.

Определение 2.19. Для любой последовательности положительных чисел

Val := 〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1, . . . , cγ〉,
удовлетворяющей условию

α∑
i=1

ai =
ω∑
j=1

wj =
γ∑
k=1

ck,

будем рассматривать следующую систему уравнений в Hg,n(C), где

n =
α∑
j=1

aj , g =
1
2
(2 + n − α − ω − γ).

Существуют пара (X , β) ∈ Hg,n и точки

A1, . . . , Aα, W1, . . . ,Wω, C1, . . . , Cγ ∈ X ,
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такие что справедливы следующие равенства для дивизоров:


(β) =
α∑
j=1

ajAj −
γ∑
j=1

cjCj ,

(β − 1) =
ω∑
j=1

wjWj −
γ∑
j=1

cjCj .
(2.2)

Эта система называется определяющей системой для пары Белого в простран-
стве Гурвица и обозначается S(Val).

2.6. Некоторые замечания и случаи родов 0 и 1

Замечание 2.20. Из теорем 2.17 и 2.12 получаем, что если Val задаёт ком-
бинаторный тип, то системы (2.1), (2.2) имеют решения и пары Белого детских
рисунков, отвечающих Val, содержатся среди этих решений. В самом деле,
обе системы в точности утверждают, что прообразами 0, 1 и ∞ являются
A1, . . . , Aα, W1, . . . ,Wω и C1, . . . , Cγ соответственно и их кратности равняют-
ся заданным валентностям. Также по теореме 2.12 каждая пара Белого любого
детского рисунка, имеющего комбинаторный тип Val, может быть найдена из си-
стем (2.1), (2.2). Отдельной задачей является установление соответствия между
всеми рисунками, отвечающими Val, и всеми парами Белого степени n, най-
денными как решения этих систем уравнений. Эта задача может быть решена
непосредственным рисованием β−1([0, 1]). Иногда для установления этого соот-
ветствия могут быть использованы также некоторые соображения симметрии.
Мы не будем останавливаться на вопросе поиска этого соответствия.

Если g = 0, мы можем переписать системы (2.1) и (2.2) в следующей более
явной форме.

Определение 2.21. Пусть Val—некоторый реализуемый комбинаторный
тип,

g :=
α∑
j=1

aj = 0.

Тогда система полиномиальных уравнений S0(Val), полученная из формального
полиномиального равенства

K1(z−A1)a1 . . . (z−Aα)aα−(z−C1)c1 . . . (z−Cγ)cγ = K2(z−W1)w1 . . . (z−Wω)wω

рассмотрением коэффициентов при одинаковых степенях переменной z в обе-
их частях этого равенства, называется определяющей системой для функций
Белого, отвечающих различным реализациям комбинаторного типа Val.

Если g = 1, то определяющая система выглядит следующим образом.

Определение 2.22. Пусть Eλ обозначает кривую, задаваемую уравнением
y2 = x(x − 1)(x − λ), D: C(Eλ) → C(Eλ)—дифференциальный оператор на
рациональных функциях на Eλ, определяемый равенством
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D f :=
d f

(d x)/y
= y

f ′
x + (3x2 − 2(λ + 1)x + λ)f ′

y

x
.

Пусть задана функция

β :=
P (x) + Q(x)y
R(x) + S(x)y

,

где

P (x) :=
n∑
i=0

pix
i, R(x) :=

n∑
i=0

rix
i, Q(x) :=

n−2∑
i=0

qix
i, S(x) :=

n−2∑
i=0

six
i.

Тогда определяющая система имеет вид


y(Ai)2 = x(Ai)(x(Ai) − 1)(x(Ai) − λ), i = 1, . . . , α,

y(Bj)2 = x(Bj)(x(Bj) − 1)(x(Bj) − λ), j = 1, . . . , ω,

y(Ck)2 = x(Ck)(x(Ck) − 1)(x(Ck) − λ), k = 1, . . . , γ,(
D(li)β

)
(Ai) = 0, li = 0, . . . , ai − 1, i = 1, . . . , α,(

D(mj)β
)
(Bj) = 0, mj = 0, . . . , wj − 1, j = 1, . . . , ω,(

D(tk)β
)
(Ck) = 0, tk = 0, . . . , ck − 1, k = 1, . . . , γ.

Здесь параметр λ, точки Ai, Bj , Ck ∈ Eλ и коэффициенты pi, qj , rl, sm—неиз-
вестные.

2.7. Паразитические решения определяющих систем

Определение 2.23. Пусть Val задаёт реализуемый комбинаторный тип. Ре-
шение системы S(Val) (или системы SM(Val)) называется паразитическим,
если выполняется хотя бы одно из следующих условий:

1) род кривой X не равен 1
2

(
2 +

α∑
j=1

aj − α − ω − γ
)
;

2) deg β отлично от
α∑
j=1

aj (число рёбер детского рисунка);

3) β не является функцией Белого;
4) β является функцией Белого некоторого детского рисунка, комбинаторный

тип которого отличается от Val.

Определение 2.24. Паразитическое решение называется геометрическим,
если (X , β) является парой Белого, и негеометрическим в противном случае.

Некоторые исследования определяющих систем уравнений и паразитических
решений для детских рисунков рода 0 были проведены в [3,6,7].
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3. Необходимое условие для существования
паразитического решения в случае рода 0

Как следует из теоремы 2.17, паразитические решения возникают только
в случае слияния некоторых из точек Ai, Wj , Ck друг с другом. Для того что-
бы «предсказывать» паразитические решения, надо понять, какие точки могут
совпадать, а какие не могут.

Теорема 3.1. Пусть Val—некоторый комбинаторный тип рода 0 (т. е. 2 +

+
α∑
i=1

ai − α − ω − γ = 0). Предположим, что у S0(Val) есть геометрическое

паразитическое решение. Тогда существуют индексы i, j, 1 � i � α, 1 � j � γ,
такие что Ai = Cj .

Доказательство. Будем обозначать найденное геометрическое паразитиче-
ское решение через σ. Так как это решение является геометрическим, то су-
ществует детский рисунок, отвечающий σ. Обозначим этот рисунок через Dσ.
Так как Val—комбинаторный тип, обозначим через D какой-нибудь детский
рисунок, отвечающий этому типу, и пусть β — его функция Белого. Предполо-
жим, что для произвольных i, j для решения σ справедливо, что Ai �= Cj , и
рассмотрим следующие случаи.

1. Существует пара (i, j), i �= j, такая что Ai = Aj . Так как отсутствуют
сокращения, сумма степеней в числителе σ равна сумме степеней в числите-
ле β. Следовательно, число рёбер Dσ совпадает с числом ребер D, однако число
чёрных вершин Dσ не превышает α − 1. Но Dσ должен удовлетворять форму-
ле Эйлера, которая приводит к тому, что или число граней, или число белых
вершин должно превышать соответствующее число для D. Следовательно, σ не
является решением для S0(Val). Противоречие.

2. Существует пара (i, j), такая что Ci = Cj , или существует пара (i, j),
такая что Wi = Wj . Эти случаи рассматриваются аналогично предыдущему.

3. Существует пара (i, j), такая что Ai = Wj . Теперь, записывая

− (z − C1)c1 . . . (z − Cγ)cγ =
= −K1(z − A1)a1 . . . (z − Aα)aα + K2(z − W1)w1 · · · (z − Wω)wω

и подставляя Bj = Ai, получим, что правая часть этого равенства делится на
z−Ai. Тогда по основной теореме алгебры существует такое k, что z−Ck делится
на z − Ai. Значит, Ck = Ai, что противоречит нашему предположению.

Теорема 3.2. Пусть Val—комбинаторный тип рода 0 (т. е. 2 +
α∑
i=1

ai − α −
− ω − γ = 0). Предположим, что у S0(Val) есть паразитическое решение. Тогда
существуют индексы i, j, 1 � i � α, 1 � j � γ, такие что Ai = Cj .

Доказательство. Пусть n =
α∑
j=1

aj равняется числу вершин детского рисун-

ка, отвечающего Val. Предположим, что
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(K1,K2; A1, . . . , Aα; C1, . . . , Cγ ; W1, . . . ,Wω)

является решением S0(Val) и для всех i, j, i = 1, . . . , α, j = 1, . . . , γ, справедли-
во, что Ai �= Cj . Тогда степень функции

σ = K1
(z − A1)a1 . . . (z − Aα)aα

(z − C1)c1 . . . (z − Cγ)cγ

равна 2n. Следовательно, её производная имеет в точности 4n−2 нуля, с учётом
кратности. В то же время, как следует из системы S(Val), σ имеет не менее

α∑
i=1

ai − α +
γ∑
j=1

cj − γ + 2n − n = 2n − α + 2n − γ + n = 4n − 2

критических значений, с учётом кратности. Следовательно, у σ нет критических
точек, кроме

A1, . . . , Aα; C1, . . . , Cγ ; W1, . . . ,Wω.

Однако значения σ в этих точках задаются уравнениями S0(Val) и принадлежат
множеству {0, 1,∞}. Следовательно, σ является функцией Белого. По опре-
делению, если σ является паразитическим решением, то оно геометрическое
паразитическое решение. Теорема 3.1 завершает доказательство.

4. Комбинаторика паразитических решений

Теорема 4.1. Пусть

Val := 〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1, . . . , cγ〉—
некоторая последовательность положительных целых чисел, не обязательно ком-
бинаторный тип. Множество различных (с точностью до дробно-линейных пре-
образований) геометрических паразитических решений S(Val) является конеч-
ным.

Доказательство. Пусть Dσ —детский рисунок, отвечающий паразитическо-
му решению σ. Так как Dσ удовлетворяет условию S(Val), получаем

α(Dσ) � α, ω(Dσ) � ω, γ(Dσ) � γ, n(Dσ) �
α∑
j=1

aj .

Кроме того, комбинаторный тип Dσ имеет верхнюю границу Val. По [8] по-
лучаем, что возникает только конечное число абстрактных графов. Каждый
абстрактный граф вложи́м в поверхность конечным числом способов, а значит,
порождает только конечное число детских рисунков. По теореме об эквивалент-
ности категорий пар Белого и детских рисунков (см. [1, 18]) существует только
конечное множество B различных, с точностью до дробно-линейных преобразо-
ваний, функций Белого, отвечающих заданному конечному множеству детских
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рисунков. Следовательно, все решения S(Val) содержатся в конечном множе-
стве функций Белого, отвечающих рисунку, комбинаторный тип которого поко-
ординатно ограничен сверху Val. Тогда S(Val) имеет не более конечного числа
геометрических паразитических решений.

Замечание 4.2. Заметим, что даже в простейших случаях может получится
бесконечное число негеометрических паразитических решений.

Пример 4.3. D0,2,0 —детский рисунок следующего вида.

� � �
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Рис. 2

Теорема 4.4. Комбинаторный тип

Val0,2,0 := 〈5, 2, 2, 1 | 2, 2, 2, 2, 2 | 5, 4, 1〉,
единственная реализация которого— детский рисунок D0,2,0 из примера 4.3,
обладает однопараметрическим семейством негеометрических паразитических
решений.

Доказательство. Мы будем использовать следующие обозначения для ком-
плексных координат критических точек β. Пусть A0 —координата вершины
валентности 1 рисунка D0,2,0, A1 и A2 —координаты чёрных вершин валент-
ности 2, A—координата вершины валентности 5, C1, C2, C3 —координаты
центров граней валентностей 1, 4, 5 соответственно, K1 —коэффициент про-
порциональности. Прямые подстановки показывают, что значения

A0 = −1, A = C2 = 0, A1 = t, A2 = −1
8

8t + 5
2t + 1

,

C1 =
1
8

(1 + 12t + 16t2)2

(4t + 3)(4t + 1)(2t + 1)
, C3 = ∞, K1 = 83 2t + 1

(4t + 3)(4t + 1)

порождают однопараметрическое семейство паразитических решений

σ = 83 2t + 1
(4t + 3)(4t + 1)

z(z + 1)(z − t)2(z + 8t+5
16t+8 )2

z − (1+12t+16t2)2

8(4t+3)(4t+1)(2t+1)

.

Вычисляя производную по z от функции σ и сравнивая значения σ в её
корнях, легко установить, что если t = 0 или t = −5

8 , то σ является функци-
ей Белого и для любых других значений t функция σ не является функцией
Белого.

Следствие 4.5. Существуют комбинаторные типы, обладающие бесконечным
числом паразитических решений.
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5. Серии графов
с геометрическими паразитическими решениями

Теорема 5.1. Пусть

Val :=
〈

a1, . . . , aϕ, a, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
2µ

∣∣∣∣ w1, . . . , wψ, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
2µ+2

∣∣∣∣ c1, . . . , cξ, 2µ + 2
〉
—

реализуемый комбинаторный тип некоторого детского рисунка D рода 0, в ко-
торый входит следующий фрагмент.
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Рис. 3

Валентность вершины в точке A равна a � 5, обе простые замкнутые цепи этого
фрагмента содержат µ чёрных вершин валентности 2 и µ + 1 белую вершину
валентности 2, причём валентность грани между этими двумя цепями равна
2µ+2, что означает, что между ними нет других рёбер детского рисунка D. Тогда
у системы S0(Val) есть геометрическое паразитическое решение σ, отвечающее
детскому рисунку Dσ комбинаторного типа

Valσ :=
〈

a1, . . . , aϕ, a − 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
µ

∣∣∣∣ w1, . . . , wψ, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
µ+1

∣∣∣∣ c1, . . . , cξ

〉
,

который может быть получен из D удалением грани валентности 2µ + 2 вместе
с одной из двух простых замкнутых цепей, изображённых на рисунке 3.

Доказательство. Система S(Val) задаётся формальным равенством много-
членов

− K(z − C1)c1 . . . (z − Cξ)cξ(z − C)2µ+2 +

+ (z − A1)a1 . . . (z − Aϕ)aϕ(z − A)a(z − M1)2 . . . (z − M2µ)2 =

= (K − 1)(z − W1)w1 . . . (z − Wψ)wψ (z − N1)2 . . . (z − N2µ+2)2, (5.1)

где буквы Ci обозначают комплексные числа, равные координатам центров гра-
ней детского рисунка D, Ai и Mi—координаты чёрных вершин, Wi и Ni—
координаты белых вершин рисунка D.

Рассмотрим теперь детский рисунок Dσ, который отличается от D только
тем, что вместо фрагмента, изображённого на рис. 3, содержит простую за-
мкнутую цепь, приведённую на рис. 4. Валентность вершины в точке Â равна
a − 2, и существуют µ чёрных и µ + 1 белая вершина валентности 2, вхо-
дящие в эту цепь. Легко проверить, что комбинаторный тип Dσ равен Valσ.
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Рис. 4

Следовательно, существуют комплексные числа

K̂; Â1, . . . , Âϕ, Â, M̂1, . . . , M̂µ; Ĉ1, . . . , Ĉξ ∈ CP
1,

такие что рациональная функция

σ(z) = K̂
(z − Â1)a1 . . . (z − Âϕ)aϕ(z − Â)a−2(z − M̂1)2 . . . (z − M̂µ)2

(z − Ĉ1)c1 . . . (z − Ĉξ)cξ

является функцией Белого для Dσ. Тогда существуют комплексные числа

Ŵ1, . . . , Ŵψ, N̂1, . . . , N̂µ+1 ∈ CP
1,

такие что следующее уравнение справедливо для всех z ∈ CP
1:

σ(z) − 1 = (K̂ − 1)
(z − Ŵ1)w1 . . . (z − Ŵψ)wψ (z − N̂1)2 . . . (z − N̂µ+1)2

(z − Ĉ1)c1 . . . (z − Ĉξ)cξ
. (5.2)

Проверим, что значения

K = K̂; A1 = Â1, . . . , Aϕ = Âϕ, A = Â,

M1 = M̂1, . . . , Mµ = M̂µ, Mµ+1 = Â, . . . , M2µ = Â;

C1 = Ĉ1, . . . , Cψ = Ĉψ, C = Â;

W1 = Ŵ1, . . . , Wψ = Ŵψ;

N1 = N̂1, . . . , Nµ+1 = N̂µ+1, Nµ+2 = Â, . . . , N2µ+2 = Â

(5.3)

удовлетворяют системе уравнений, определяемой равенством (5.1). В самом де-
ле, как следует из (5.2), справедливо формальное равенство многочленов

− K̂(z − Ĉ1)c1 . . . (z − Ĉψ)cψ +

+ (z − Â1)a1 . . . (z − Âϕ)aϕ(z − Â)a−2(z − M̂1)2 . . . (z − M̂µ)2 =

= (K̂ − 1)(z − Ŵ1)w1 . . . (z − Ŵψ)wψ (z − N1)2 . . . (z − Nµ+1)2. (5.4)

Домножая его на (z − Â)2µ+2 с обеих сторон, мы получаем равенство для про-
извольного z ∈ C. Однако, как легко заметить, подставляя значения из (5.3)
в уравнение (5.1), мы получим равенство (5.4), домноженное на (z − Â)2µ+2

с обеих сторон, т. е. верное равенство. Следовательно, последовательность (5.3)
удовлетворяет системе S0(Val). Тот факт, что решение является геометриче-
ским и удовлетворяет условиям теоремы, следует напрямую из алгоритма его
построения.
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Заметим, что существует бесконечно много комбинаторных типов, удовле-
творяющих этой теореме.

Следствие 5.2. Пусть Dλµ— следующий детский рисунок рода 0.
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Рис. 5

Он состоит из «ручки»с λ белыми и λ чёрными вершинами валентности 2 и двух
простых замкнутых цепей, имеющих общую вершину и µ+1 белую и µ чёрных
вершин валентности 2 на каждой из этих цепей. Пусть

Val =
〈

5, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
λ+2µ

, 1
∣∣∣∣ 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
λ+2µ+3

∣∣∣∣ 2λ + µ + 3, 2µ + 2, µ + 1
〉

,

его единственная реализация—Dλµ. Тогда для всех λ � 0 и µ � 0 система
S0(Val) имеет геометрическое паразитическое решение, отвечающее детскому
рисунку D̂λµ, представленному на рис. 6.
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Рис. 6

Замечание 5.3. Отметим, что в приведённом выше примере раскраска не
играет роли. В частности, подобный результат может быть получен, если самая
левая вершина является белой, в то время как вершина валентности 5 остаётся
чёрной.

6. Антивандермондовы системы и их решения

Определение 6.1. Функция Белого сферического детского рисунка, имею-
щего единственную грань с центром в бесконечности, является многочленом, и
этот многочлен называется многочленом Шабата.

Заметим, что сферический рисунок имеет единственную грань тогда и только
тогда, когда его граф является деревом.

Теорема 6.2. Пусть

Val = 〈a1, . . . , aα | w1, . . . , wω | c1〉
задаёт реализуемый комбинаторный тип для сферического детского рисунка.
Определяющая система для многочлена Шабата этого рисунка не имеет пара-
зитических решений.
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Доказательство. Так как функция Белого в этом случае является много-
членом, то центр единственной грани C1 находится в точке ∞ ∈ C. Однако все
точки Ai являются конечными. Теорема 3.2 завершает доказательство.

Определение 6.3. Диаметром графа называется наибольшее число рёбер
в любой простой цепи рёбер этого графа.

Замечание 6.4. Деревья диаметра четыре имеют хорошо определённую цен-
тральную вершину. Эта вершина находится в середине любой простой цепи
длины 4. Легко видеть, что все цепи длины 4 пересекаются в одной точке, кото-
рая находится в середине каждой из них. Комбинаторный тип дерева диаметра 4
имеет вид 〈

a1, . . . , aα

∣∣∣∣ α, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸( α∑
i=1

ai

)
−α

∣∣∣∣ α∑
i=1

ai

〉

или вид 〈
ω, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸( ω∑

i=1
wi

)
−ω

∣∣∣∣ w1, . . . , wω

∣∣∣∣ ω∑
i=1

wi

〉
(6.1)

в зависимости от цвета центральной вершины и полностью определяется после-
довательностью a1, . . . , aα (соответственно w1, . . . , wω). Без ограничения общ-
ности мы будем использовать обозначения (6.1), чтобы центральная вершина
была прообразом точки 0.

Определяющая система для этих деревьев эквивалентна (см. [5]) системе
уравнений 


w1x1 + w2x2 + . . . + wωxω = 0,
w1x

2
1 + w2x

2
2 + . . . + wωx2

ω = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
w1x

ω−1
1 + w2x

ω−1
2 + . . . + wωxω−1

ω = 0,

(6.2)

где xi = W−1
i , т. е. соответствующий многочлен Шабата равен выражению

ω∏
i=1

(
x − 1

xi

)wi
.

Замечание 6.5. Эта система называется антивандермондовой, так как её
переменные (но не коэффициенты!) образуют матрицу Вандермонда, если доба-
вить первую строку единиц:


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xω
x2

1 x2
2 . . . x2

ω

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xω−1

1 xω−1
2 . . . xω−1

ω


 .
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Теорема 6.6. Для любых положительных целых чисел w1, . . . , wω систе-
ма (6.2) не имеет паразитических решений. Если w1, . . . , wω попарно различны,
то любое решение имеет кратность один.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что для произвольных по-
ложительных целых чисел w1, . . . , wω существует дерево диаметра 4, белые
вершины которого имеют валентности w1, . . . , wω, центральная вершина име-
ет валентность ω и все другие чёрные вершины имеют валентность 1, т. е.
такой комбинаторный тип (6.1) является реализуемым. Следовательно, по тео-
реме 6.2 у системы (6.2) нет паразитических решений.

Если w1, . . . , wω попарно различны, то существуют в точности (ω−1)! неизо-
морфных деревьев, комбинаторный тип которых имеет вид (6.1). Так как у си-
стемы (6.2) нет паразитических решений, она также не имеет негеометрических
паразитических решений. Следовательно, по теореме 4.1 у неё только конечное
число решений. Следовательно, по теореме Безу [9, с. 268] система (6.2) имеет
не более (ω−1)! решений, а именно произведение степеней всех уравнений. Так
как различным рисункам отвечают различные решения, мы получаем искомый
результат.
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[10] Bètrèma J., Pérè D., Zvonkin A. Plane trees and their Shabat polynomials, catalog. —
Rapport interne de LaBRI. No. 75—92. — Bordeaux, 1992.

[11] Grothendieck A. Esquisse d’un programme // London Math. Soc. Lect. Notes Ser.
Vol. 242. — Cambridge Univ. Press, 1997. — P. 5—48.



112 Е. М. Крейнес

[12] Iohvidov I. S. Hankel and Toeplitz Matrices and Forms, Algebraic Theory. — Boston:
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