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Аннотация

Длиной конечной системы порождающих конечномерной ассоциативной алгебры
над произвольным полем называется наименьшее натуральное число k, такое что слова
длины, не большей k, порождают данную алгебру как векторное пространство. Дли-
ной алгебры называется максимум длин её систем порождающих. В настоящей работе
предлагаются серии примеров вычисления длин матричных подалгебр. В частности,
вычислены длины некоторых верхнетреугольных матричных подалгебр, их прямых
сумм и классических коммутативных подалгебр в алгебре матриц. Изучается вопрос
о связи длины алгебры с длинами её подалгебр.

Abstract

O. V. Markova, Length computation of matrix subalgebras of special type, Funda-
mentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 4, pp. 165—197.

Let F be a field and let A be a finite-dimensional F-algebra. We define the length
of a finite generating set of this algebra as the smallest number k such that words of
length not greater than k generate A as a vector space, and the length of the algebra
is the maximum of the lengths of its generating sets. In this article, we give a series
of examples of length computation for matrix subalgebras. In particular, we evaluate the
lengths of certain upper triangular matrix subalgebras and their direct sums, and the
lengths of classical commutative matrix subalgebras. The connection between the length
of an algebra and the lengths of its subalgebras is also studied.

1. Основные определения и обозначения

Пусть дана конечномерная ассоциативная алгебра A над произвольным по-
лем F. Любая конечномерная алгебра также является конечно порождённой.
Пусть S = {a1, . . . , ak}—конечная система порождающих алгебры A.
Обозначение 1.1. Пусть 〈S〉 обозначает линейную оболочку, т. е. множество

всех конечных линейных комбинаций с коэффициентами из F, множества S.
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Определение 1.2. Длина слова ai1 . . . ait
, где aij

∈ S, aij
�= 1, равна t. Если

A—алгебра с 1, то считаем 1 словом от элементов S длины 0.
Обозначение 1.3. Пусть Si обозначает множество всех слов в алфавите

{a1, . . . , ak} длины, не большей i, i � 0.
Обозначение 1.4. Пусть Li(S) = 〈Si〉 и L(S) =

∞⋃
i=0

Li(S) обозначает линей-

ную оболочку всех слов в алфавите {a1, . . . , ak}. Заметим, что L0(S) = F, если
A—алгебра с единицей, и L0(S) = 0 в противном случае.
Так как S является системой порождающих для A, то любой элемент A

можно представить в виде конечной линейной комбинации слов от {a1, . . . , ak},
т. е. A = L(S). Из определения Si следует, что

Li+j(S) = 〈Li(S)Lj(S)〉
и

L0(S) ⊆ L1(S) ⊆ . . . ⊆ Lh(S) ⊆ . . . ⊆ L(S) = A.

Из конечномерности A следует, что найдётся такой номер h, что Lh(A) =
= Lh+1(A).
Определение 1.5. Длиной системы порождающих S называется наимень-

шее неотрицательное целое число k, для которого Lk(S) = Lk+1(S), обозначим
это число l(S).
Отметим, что если для некоторого h � 0 выполнено Lh(S) = Lh+1(S), то

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S)〉 = Lh+1(S)

и также Li(S) = Lh(S) для всех i � h. Значит, длина l(S) определена корректно.
Поскольку S является системой порождающих для A, Lh(S) = L(S) = A.
Определение 1.6. Длиной алгебры A называется число l(A) = max

S
l(S), где

максимум берётся по всем системам порождающих этой алгебры.

Определение 1.7. Слово v ∈ Lj(S) называется сократимым над S, если
найдётся такой номер i < j, что v ∈ Li(S) и Li(S) �= Lj(S).
Обозначение 1.8. Далее пусть Mm,n(F) обозначает линейное пространство

матриц размера m × n над полем F, Mn(F) обозначает алгебру матриц по-
рядка n над полем F, Tn(F)—алгебру верхнетреугольных матриц порядка n
над полем F, Dn(F)—алгебру диагональных матриц порядка n над полем F, а
Nn(F)—подалгебру нильпотентных матриц в Tn(F).
Обозначение 1.9. Через E обозначим единичную матрицу, через Ei,j —мат-

ричную единицу, т. е. матрицу с 1 на (i, j)-м месте и 0 на остальных.

2. Введение

Задача вычисления длины алгебры матриц как функции порядка матриц бы-
ла поставлена в [9] и до сих пор не решена. Случай, когда порядок матриц
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равен 3, изучали Спенсер и Ривлин [11, 12] в связи с возможным примене-
нием в механике. Известные верхние оценки длины алгебры матриц Паза и
Паппачены не являются линейными.

Теорема 2.1 ([9, теорема 1, замечание 1]). Пусть F—произвольное поле.
Тогда l

(
Mn(F)

)
� �(n2 + 2)/3�.

Теорема 2.2 ([8, следствие 3.2]). Пусть F—произвольное поле. Тогда
l
(
Mn(F)

)
< n

√
2n2/(n − 1) + 1/4 + n/2 − 2.

Существует гипотеза, состоящая в том, что зависимость между длиной и
порядком матриц линейная.

Гипотеза 2.3 ([9, гипотеза 6.4]). Пусть F—произвольное поле. Тогда
l
(
Mn(F)

)
= 2n − 2.

В разделе 3 данной работы даётся прямая проверка гипотезы 2.3 при n = 2, 3.
Некоторые системы порождающих, длины которых не превосходят 2n − 2,

рассмотрены в [6]. Пример системы порождающих длины 2n−2 в случае, когда
основное поле является алгебраически замкнутым характеристики 0, построен
в [5, раздел 4].

В [8] были получены линейные оценки для длин систем порождающих
в Mn(F) при задании дополнительных условий на собственные значения мат-
риц системы или степень минимального многочлена. В разделе 8 данной работы
также получены некоторые условия на собственные значения матриц системы,
дающие линейную оценку.

Однако вследствие недостатка конкретных примеров алгебр, для которых
возможно точно вычислить или оценить длину, существуют трудности в разви-
тии общей теории. Цель настоящей работы состоит в том, чтобы ликвидировать
этот пробел и построить серии таких примеров.

Раздел 4 содержит примеры вычисления длин некоторых верхнетреугольных
матричных подалгебр. В разделе 5 получены верхние и нижние оценки длины
прямой суммы нескольких матричных алгебр и блочно-треугольных матричных
алгебр. В качестве следствия найдены оценки для длины подалгебр треугольной
матричной алгебры.

В разделе 6 приведены примеры вычисления длины подалгебр треугольной
матричной алгебры над полем из двух элементов. Заметим, что в этом случае
результаты существенно отличаются от вычисления длины тех же подалгебр
в случае, когда мощность поля больше порядка матриц (теорема 4.5 и след-
ствие 4.6).

Раздел 7 посвящён вычислению длины некоторых классических коммута-
тивных матричных подалгебр. Раздел 9 содержит примеры, показывающие, что
длина подалгебры может превышать длину содержащей её алгебры на любое
положительное целое число. В частности, подраздел 9.1 содержит примеры вы-
числения длины двухблочных верхнетреугольных матричных алгебр.
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3. Длины алгебр матриц порядков 2 и 3

Вычислим длины алгебр матриц порядков 2 и 3 над произвольным полем.
Точные верхние оценки для длин данных алгебр следуют, например, из теоре-
мы 2.1, но здесь даётся независимое прямое доказательство, не использующее
никаких дополнительных результатов.

Лемма 3.1. Пусть F—произвольное поле. Тогда l
(
M2(F)

)
= 2.

Доказательство. Пусть S = {A1, . . . , Ak}— система порождающих алгебры
M2(F). Будем считать, что все элементы S линейно независимы (в противном
случае удалим из S лишние элементы). Поскольку E ∈ L0(S), то E ∈ L1(S).
Если dimL1(S) � 2, то S = {A} или S = {E,A}. В этом случае по теореме Га-
мильтона—Кэли dimL(S) � 2 < 4 = dim M2(F), и S не является системой поро-
ждающих. Значит, dimL1(S) � 3. Если dimL1(S) = 4 = dim M2(F), то l(S) = 1.
Осталось рассмотреть случай dimL1(S) = 3. Заметим, что если dimLi(S) < 4,
то dimLi+1(S) > dimLi(S), так как для системы порождающих размерность
увеличивается хотя бы на единицу на каждом шаге, пока не будет порожде-
на вся алгебра. Следовательно, dimL2(S) = 4, и l

(
M2(F)

)
� 2. Эта оценка

достигается на системе порождающих, состоящей из матриц E1,2 и E2,1.

Лемма 3.2. Пусть F—произвольное поле. Тогда l
(
M3(F)

)
= 4.

Доказательство. Пусть S = {A1, . . . , Ak}— система порождающих алгебры
M3(F). Будем считать, что все элементы S линейно независимы (в противном
случае удалим из S лишние элементы). Поскольку E ∈ L0(S), то E ∈ L1(S).
Если dimL1(S) � 2, то S = {A} или S = {E,A}. В этом случае по теореме
Гамильтона—Кэли dimL(S) � 3 < 9 = dim M3(F), и S не является системой
порождающих. Значит, dimL1(S) � 3. Дальнейшее доказательство проводится
отдельно для разных dimL1(S).
1. Пусть dimL1(S) = 3. Докажем, что в этой ситуации l(S) � 4. Предпо-

ложим противное: l(S) > 4. Тогда в L5(S) найдётся несократимое слово B =
= Ai1 . . . Ai5 . Из несократимости B следует, что его подслова Ai1Ai2 , Ai1Ai2Ai3

и Ai1Ai2Ai3Ai4 также несократимы, и значит, dimL4(S) � 6. Теперь допустим,
что dimL2(S) = 4, т. е. все слова в L2(S) представляются в виде линейной
комбинации Ai1Ai2 и слов длины, меньшей 2. Но тогда слово B есть линей-
ная комбинация сократимого слова A3

i1
Ai2Ai5 и слов длины, меньшей 5, т. е. B

сократимо. Пусть теперь dimL2(S) > 4, dimL4(S) � 7. Предположим, что все
слова в L3(S) представляются в виде линейной комбинации Ai1Ai2Ai3 и слов
длины, меньшей 3. Тогда получим, что слово B представляется в виде линейной
комбинации сократимого слова A3

i1
Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 5, т. е. B со-

кратимо. Считаем, что в L3(S) есть несократимое слово, не представляющееся
в виде линейной комбинации Ai1Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 3. Следователь-
но, dimL4(S) � 8. Далее возможны два случая: либо Ai1 и Ai2 совпадают, либо
они различны. Если Ai1 = Ai2 , то либо все слова в L4(S) представляются в виде
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линейной комбинации A2
i1

Ai3Ai4 и слов длины, меньшей 4, либо dimL4(S) = 9.
А тогда слово B либо представляется в виде линейной комбинации сократимого
слова A3

i1
Ai3Ai4 и слов длины, меньшей 5, либо B ∈ L4(S), поскольку L4(S) =

= M3(F). Таким образом, B не может быть несократимо. При Ai1 �= Ai2 либо
dimL4(S) = 9 и B ∈ L4(S) = M3(F), либо слово B представляется линейной
комбинацией A2

i1
Ai2Ai3Ai4 и слов меньшей длины, т. е. также получается, что

B сократимо. Противоречие.
2. Пусть dimL1(S) = 4. Докажем, что в этом случае l(S) � 4. Пред-

положим противное: l(S) > 4. Тогда в L5(S) найдётся несократимое слово
B = Ai1 . . . Ai5 . Из несократимости B следует, что и его подслова Ai1Ai2 ,
Ai1Ai2Ai3 и Ai1Ai2Ai3Ai4 также несократимы, и значит, dimL4(S) � 7. Теперь
допустим, что dimL2(S) = 5, т. е. все слова в L2(S) представляются в виде
линейной комбинации Ai1Ai2 и слов длины, меньшей 2. Но тогда слово B есть
линейная комбинация сократимого слова A3

i1
Ai2Ai5 и слов длины, меньшей 5,

т. е. B сократимо. Пусть теперь dimL2(S) > 5, dimL4(S) � 8. Предположим,
что все слова в L3(S) представляются в виде линейной комбинации Ai1Ai2Ai3

и слов длины, меньшей 3. Тогда получим, что слово B представляется в виде
линейной комбинации сократимого слова A3

i1
Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 5,

т. е. B сократимо. Считаем, что в L3(S) есть несократимое слово, не представ-
ляющееся в виде линейной комбинации Ai1Ai2Ai3 и слов длины, меньшей 3.
Следовательно, dimL4(S) = 9 = dim M3(F), т. е. L4(S) = M3(F), а значит,
B сократимо. Противоречие.
3. Пусть dimL1(S) = 5. Докажем, что в этом случае l(S) � 4. Пред-

положим противное: l(S) > 4. Тогда в L5(S) найдётся несократимое слово
B = Ai1 . . . Ai5 . Из несократимости B следует, что и его подслова Ai1Ai2 ,
Ai1Ai2Ai3 и Ai1Ai2Ai3Ai4 также несократимы, и значит, dimL4(S) � 8. Те-
перь допустим, что dimL2(S) = 6, т. е. все слова в L2(S) представляются
в виде линейной комбинации Ai1Ai2 и слов длины, меньшей 2. Но тогда сло-
во B есть линейная комбинация сократимого слова A3

i1
Ai2Ai5 и слов длины,

меньшей 5, т. е. B сократимо. Если dimL2(S) � 7, то dimL4(S) = 9. Следова-
тельно, dimL4(S) = 9 = dim M3(F), т. е. L4(S) = M3(F), а значит, B сократимо.
Противоречие.
4. Пусть dimL1(S) � 6. Тогда dimL2(S) � 7, dimL3(S) � 8 и dimL4(S) = 9,

так как если dimLi(S) < 9, то dimLi+1(S) � dimLi(S) + 1. Следовательно,
l(S) � 4 для всех S.
Эта оценка достигается на системе порождающих, состоящей из матриц E1,2

и E1,2 + E2,3 + E3,1.

4. Длины подалгебр верхнетреугольных матриц

В [1] была доказана следующая теорема.

Теорема 4.1 ([1, теорема 1]). Пусть F—произвольное поле. Тогда
l
(
Tn(F)

)
= n − 1.
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Для длины верхнетреугольных матричных подалгебр удаётся доказать сле-
дующую линейную оценку.

Лемма 4.2. Пусть F—произвольное поле и A—произвольная подалгебра
Tn(F). Тогда l(A) � n − 1.

Доказательство. Пусть Ak = (ak
i,j) ∈ A, k = 1, . . . , n. Тогда

n∏
i=1

(Ai − ai
i,iE) = 0. (4.1)

Действительно, так как если A,B ∈ Tn(F) и первые k столбцов у матрицы A
нулевые, а у матрицы B равен нулю (k + 1)-й диагональный элемент, то у мат-
рицы AB нулевыми будут все столбцы с первого по (k + 1)-й. Следовательно,
слово A1A2 . . . An можно представить в виде линейной комбинации слов длины,
меньшей n, т. е. l(A) � n − 1.

В дальнейшем нам понадобится следующий тип матриц.
Определение 4.3. Пусть F—произвольное поле. Матрица C ∈ Mn(F) назы-

вается циклической, если

dimF(〈E,C,C2, . . . , Cn−1〉) = n.

Предложение 4.4. Пусть F—произвольное поле. Матрица C ∈ Mn(F) яв-
ляется циклической тогда и только тогда, когда её минимальный многочлен
совпадает с характеристическим.

Доказательство. Пусть P (C) = 〈p(C) : p(t)—многочлен〉. Пусть µC(t) обо-
значает минимальный многочлен матрицы C, χC(t)—характеристический. По
теореме Гамильтона—Кэли P (C) = 〈E,C,C2, . . . , Cn−1〉. Тогда по [4, теоре-
ма 4.4.17] получаем deg µC(t) = dimP (C) = n = deg χC(t).

Теорема 4.5. Пусть F—произвольное поле. Если |F| � n, то l
(
Dn(F)

)
=

= n − 1.

Доказательство. Для любого поля F выполнено l
(
Dn(F)

)
� n− 1. По усло-

вию теоремы найдётся такая матрица A ∈ Dn(F), что все её диагональные
элементы попарно различны. Минимальный многочлен матрицы A совпадает
с характеристическим, значит, по предложению 4.4 A является циклической
матрицей. По определению циклической матрицы E,A,A2, . . . , An−1 линейно
независимы и, следовательно, образуют базис Dn(F). Значит, если взять систе-
му порождающих S = {A}, то l(S) = n − 1.

Следствие 4.6. Пусть F—произвольное поле и A— такая подалгебра Tn(F),
что A ∩ Dn(F) = Dn(F). Тогда l(A) � l

(
Dn(F)

)
и, в частности, если |F| � n, то

l(A) = n − 1.

Доказательство. Пусть S — система порождающих Dn(F) c l(S) = l
(
Dn(F)

)
,

и пусть N1, . . . , Nt—базис A ∩ Nn(F). Пусть SA = S ∪ {N1, . . . , Nt}. Так как
для любых D ∈ Dn(F) и N ∈ Nn(F) справедливо, что DN,ND ∈ Nn(F), то
l(SA) = l(S) = l

(
Dn(F)

)
. Следовательно, l(A) � l(SA) = l

(
Dn(F)

)
.
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5. Длина прямых сумм
алгебр над произвольным полем

Пусть A и B—конечномерные алгебры над одним полем F. Через A ⊕ B
обозначим алгебру, элементами которой являются пары (a, b), a ∈ A, b ∈ B
с покоординатными сложением, умножением на числа и умножением, т. е. для
любых (a1, b1), (a2, b2), (a, b) ∈ A⊕ B и любых α ∈ F выполнено

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),
α(a, b) = (αa, αb),

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2).

Ранее автором были получены следующие результаты.

Теорема 5.1 ([1, теорема 2]). Пусть A и B—конечномерные алгебры над
полем F длины lA и lB соответственно. Тогда выполнены следующие неравен-
ства:

max{lA, lB} � l(A⊕ B) � lA + lB +1. (5.1)

Определение 5.2. Назовём алгебру A ⊂ Mn(F) блочно-диагональной, если
любая A ∈ A имеет вид

A =




A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0

. . .
0 0 . . . Ak


 ,

где Ai ∈ Mni
(F), n1 + n2 + . . . + nk = n.

Определение 5.3. Назовём алгебру A ⊂ Mn(F) блочно-треугольной, если
любая A ∈ A имеет вид

A =




A1,1 A1,2 . . . A1,k

0 A2,2 . . . A2,k

. . .
0 0 . . . Ak,k


 ,

где Ai,j ∈ Mni,nj
(F), n1 + n2 + . . . + nk = n.

В случае, когда A ⊂ Mn(F), B ⊂ Mm(F), будем отождествлять A⊕B с блоч-
но-диагональной подалгеброй в Mn+m(F).

Следствие 5.4 ([1, следствие 3]). Пусть A—подалгебра блочно-диагональ-
ных или блочно-треугольных матриц, у всех матриц которой на диагонали стоят
k блоков с длинами l1, . . . , lk соответственно. Тогда для l(A) выполнены следу-
ющие неравенства:

max{l1, . . . , lk} � l(A) �
k∑

j=1

lj + k − 1. (5.2)
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Для некоторых прямых сумм матричных подалгебр нам удалось точно вы-
числить длину.

Теорема 5.5. Пусть F—произвольное поле. Тогда l(Tn(F) ⊕ F) = n.

Доказательство. По теореме 5.1

l(Tn(F) ⊕ F) � l
(
Tn(F)

)
+ l(F) + 1 = n − 1 + 0 + 1 = n.

Рассмотрим следующую систему порождающих для Tn(F) ⊕ F:

S = {Ai = Ei,i + Ei,i+1, En,n, E, i = 1, . . . , n − 1}.
Заметим, что все Ai—идемпотенты, и AjAk = 0 при j > k и k − j > 2,
а AjAj+1 . . . Aj+t = Ej,j+t + Ej,j+t+1 и An−sAn−s+1 . . . An−1En,n = En−s,n,
1 � t � n − 2, 1 � s � n − 1, т. е. у матриц в L1(S) ненулевые элементы могут
находиться на главной диагонали и на первой наддиагонали, у матриц в L2(S)—
также на второй наддиагонали, у матриц в Lk(S)— также на k-й наддиагонали.
Тогда dimL1(S) = n+1, dimLk+1(S) = dimLk(S)+n−k, 1 � k � n−1. Отсюда
получаем при 2 � k � n, что

dimLk(S) = (n + 1) + (n − 1) + (n − 2) + . . . + (n − k + 1).

Значит,

dimLn−1(S) =
n(n + 1)

2
<

n(n + 1)
2

+ 1 = dimLn(S) = dim(Tn(F) ⊕ F)

и l(S) = n.

Теорема 5.6. Пусть F—произвольное поле. Тогда l
(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
= 3.

Доказательство. По теореме 5.1

l
(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
� 2 l

(
T2(F)

)
+ 1 = 3.

Рассмотрим следующую систему порождающих для T2(F) ⊕ T2(F):

S = {A = E1,1 + E1,2 + E3,3 + E3,4, B = E2,2 + E3,3, E}.
Видно, что dimL1(S) = 3. Так как B2 = B, A2 = A, AB = E1,2 + E3,3 и
BA = E3,3 + E3,4, то dimL2(S) = 5 < 6 = dim T2(F) ⊕ T2(F). А поскольку
BAB = E3,3, то dimL3(S) = 6 и l

(
T2(F) ⊕ T2(F)

)
� l(S) = 3.

Предложение 5.7. Пусть F—произвольное поле. Тогда l
(
F ⊕ M2(F)

)
= 2.

Доказательство. Пусть S — система порождающих для данной алгебры.
Очевидно, что в S есть по крайней мере два независимых элемента: a1 и a2.
Пусть a ∈ S, a = (α,A), α ∈ F, A ∈ M2(F) и χA(t)—характеристический много-
член A. Если χA(a) �= 0, то (1, 0) ∈ L2(S), а значит, l(S) не может быть больше
двух. Рассмотрим случай, когда для всех a ∈ S значение χA(a) равно 0. Пред-
положим, нашлось несократимое слово длины 3 ai1ai2ai3 . Его подслово ai1ai2

также будет несократимым. Это означает, что dimF L2(S) � 4. Допустим, что
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dimF L2(S) = 4, т. е. все слова в L2(S) представляются в виде линейной комби-
нации ai1ai2 и слов длины, меньшей 2. Но тогда слово ai1ai2ai3 есть линейная
комбинация сократимого слова a2

i1
ai2 и слов длины, меньшей 3, т. е. ai1ai2ai3 со-

кратимо. Пусть теперь dimF L2(S) = 5, т. е. L2(S) = F⊕M2(F). Отсюда следует,
что l

(
F ⊕ M2(F)

)
= 2.

6. Вычисление длин алгебр
над полем из двух элементов

Теорема 6.1. l
(
Dn(F2)

)
= [log2 n].

Доказательство.
I. Сперва докажем верхнюю оценку l

(
Dn(F2)

)
� [log2 n]. Доказательство

проведём отдельно для различных значений n.
1. Очевидно, что l

(
D1(F2)

)
= l(F2) = 0.

2. Пусть n = 2l + k, l, k ∈ Z+, 0 < k � 2l, и пусть S = {A1, . . . , Am}— такая
система порождающих данной алгебры, что E /∈ 〈S〉. Отметим, что рассматри-
ваемая алгебра коммутативна и все её элементы являются идемпотентами. Сле-
довательно, линейно независимыми могут быть только слова вида Ai1 . . . Aip

,
1 � i1 < i2 < . . . < ip � m, 0 � p � m. Их число равно

1 + m + C2
m + . . . + Cm−1

m + 1 = 2m,

откуда m � l + 1.
Сначала рассмотрим случай m = l + 1 и k < 2l. Предположим, что Vl+1 =

= A1A2 . . . Al+1 /∈ Ll(S). Тогда для любого 1 � j � l произведения Ai1 . . . Aij
,

1 � i1 < i2 < . . . < ij � m, линейно независимы по модулю Lj−1(S). Действи-
тельно, если

A1 . . . Aj =
∑
α∈F2

αi1...ij
Ai1 . . . Aij

+ B, B ∈ Lj−1(S),

и в любом упорядоченном наборе (i1, . . . , ij) �= (1, . . . , j) есть координата is > j,
то любое слово Ai1 . . . Aij

Aj+1 . . . Al+1 содержит квадрат Ais
, т. е. сократимо, и

значит,

Vl+1 =
∑
α∈F2

αi1...ij
Ai1 . . . Aij

Aj+1 . . . Al+1 + BAj+1 . . . Al+1

сократимо. Отсюда получаем, что dimLl(S) = 2l+1 − 1 � dim Dn(F2), и Vl+1 ∈
∈ Ll(S). Противоречие. Значит, l(S) � l.
Теперь пусть m = l + r, r > 1 и k < 2l. Предположим, нашлось слово

Vl+1 = Ah1Ah2 . . . Ahl+1 /∈ Ll(S), 1 � h1 < h2 < . . . < hl+1 � m. Тогда для
любого 1 � j � l произведения Ai1 . . . Aij

, i1 < i2 < . . . < ij , {i1, i2, . . . , ij} ⊆
⊆ {h1, . . . , hl+1}, линейно независимы по модулю Lj−1(S). Но тогда dimLl(S) �
� 2l+1 + r − 2 � dim Dn(F2), и Vl+1 ∈ Ll(S). Противоречие. Значит, и в этом
случае l(S) � l.
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3. Мы получили, что l
(
Dn(F2)

)
� l при 2l < n < 2l+1. Тогда по теореме 5.1

l
(
D2l+1(F2)

)
� l + 1.

II. Построим системы порождающих, дающие соответствующие нижние
оценки.
1. Для n = 2m будем строить системы порождающих индукцией по m. При

m = 1 возьмём S1 = {E1,1}, при m = 2— S2 = {E1,1 + E3,3, E1,1 + E2,2}.
Очевидно, что S1 и S2 являются системами порождающих с длинами 1 и 2
соответственно. В общем случае, если

Sm =
{ 2m∑

i=1

α
(j)
i Ei,i, j = 1, . . . , m

}
,

положим

Sm+1 =
{ 2m∑

i=1

Ei,i,

2m∑
i=1

α
(j)
i (Ei,i + Ei+2m,i+2m), j = 1, . . . ,m

}
.

Поскольку из того, что Ek,k ∈ Lp(Sm), следует Ek,k + Ek+2m,k+2m ∈ Lp(Sm+1)
и Ek,k, Ek+2m,k+2m ∈ Lp+1(Sm+1), то если Sm— система порождающих для
D2m(F2) длины m, то Sm+1 будет системой порождающих для D2m+1(F2) длины
m + 1.
2. При 2m < n < 2m+1 возьмём S = Sm ∪ {Ej,j , 2m + 1 < j � n}, и в этом

случае l(S) = l(Sm) = m = [log2 n].

Далее нам понадобится следующая теорема, доказанная в [7].

Определение 6.2. Пусть K—произвольное поле, n ∈ N и �—частичный по-
рядок на множестве {1, 2, . . . , n}. Матричной алгеброй инцидентности над K,
соответствующей порядку �, называется алгебра An(�) ⊆ Mn(K), состоящая
из всех матриц A = (ai,j), удовлетворяющих условию ai,j = 0 при i � j.

Теорема 6.3 ([7, теорема 2]). Пусть n ∈ Z+ и K—произвольное поле.
Пусть �—частичный порядок на множестве {1, 2, . . . , n}, и пусть An(�)— со-
ответствующая ему матричная алгебра инцидентности над K. Пусть S —под-
множество An(�). Множество S ∪ {E} является системой порождающих для
An(�) тогда и только тогда, когда

1) для любых 1 � i, j � n, где i �= j, существует такая матрица A ∈ S, что
(A)i,i �= (A)j,j ;

2) для любых 1 � i, j � n, если i � j и j покрывает i (т. е. не существует
такого 1 � k � n, что i ≺ k ≺ j), то существует такая матрица B ∈ 〈S〉,
что (B)i,j �= 0 и (B)i,i = (B)j,j .

Теорема 6.4. l
(
Tn(F2) ⊕ Dm(F2)

)
= max(n, [log2(n + m)]) для любых

n,m ∈ N.

Доказательство. При n = 1 утверждение теоремы следует из теоремы 6.1.
Рассмотрим случай n � 2.
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1. Пусть S —произвольная система порождающих данной алгебры. Из тео-
ремы 6.3 следует, что в L1(S) найдутся матрицы

Ai,j = Ei,i +
n+m∑
k=1

k �=i, k �=j

a
(i,j)
k Ek,k + Ni,j , i, j = 1, . . . , n, i �= j, Ni,j ∈ Nn+m(F2),

и

Bi = Ei,i+1+
n+m∑
k=1

k �=i, k �=i+1

b
(i)
k Ek,k+Ni, i=1, . . . , n−1, Ni∈Nn+m(F2), (Ni)i,i+1 =0.

2. Индукцией по p = n− (j− i) докажем, что Ei,j ∈ Ln(S) при 1 � i < j � n.
Имеем E1,n = (B2

1 + B1)B2 . . . Bn, т. е. при p = 1 утверждение верно. Предпо-
ложим, что утверждение верно и для всех s, 1 < s � p. Рассмотрим

Ci,i+n−p−1 = (B2
i + Bi)Bi+1 . . . Bi+n−p−1 ∈ Ln−p+1(S), Ci,i+n−p−1 = {cq,r}.

Имеем cq,q = 0 при q = 1, . . . , n+m, ci,i+n−p−1 = 1, ci,r = 0 при r < i+n−p− 1
и cq,r = 0 при i < q < i + n − p − 1, r � i + n − p − 1. Тогда

Ai,1Ai,2 . . . Ai,i−1Ci,i+n−p−1Ai+n−p−1,i+n−p . . . Ai+n−p−1,n =
= (Ei,i+n−p−1 + N ′

i) ∈ Ln(S),

где N ′
i ∈ Nn+m(F2) и (N ′

i)q,r = 0, q < r, r − q < n − p. По предположению
N ′

i ∈ Ln(S), а значит, Ei,i+n−p−1 ∈ Ln(S).
3. Пусть M = max(n, [log2(n+m)]). Поскольку l

(
Dn+m(F2)

)
= [log2(n+m)],

то существуют такие N ′′
i ∈ Nn+m(F2), что Ei,i + N ′′

i ∈ L[log2 (n+m)](S), 1 � i �
� n + m. Из пункта 2 следует, что N ′′

i ∈ Ln(S), значит, Ei,i ∈ LM (S). Следова-
тельно, LM (S) = Tn(F2)⊕Dm(F2) и l

(
Tn(F2)⊕Dm(F2)

)
� max(n, [log2(n+m)]).

4. Из следствия 4.6 получаем l
(
Tn(F2) ⊕ Dm(F2)

)
� [log2(n + m)]. Постро-

им систему порождающих длины n для данной алгебры. Пусть S — система
порождающих для Tn(F2) ⊕ F2 из теоремы 5.5, l(S) = n. Тогда при m � 2
множество Sm = S ∪ {En+2,n+2, . . . , En+m,n+m}— система порождающих для
Tn(F2) ⊕ Dm(F2). Поскольку для любых A ∈ S, A �= E, и 2 � t � m выполнено
AEn+t,n+t = En+t,n+tA = 0, то l(Sm) = l(S) = n.

Теорема 6.5. l
(
T2(F2)⊕T2(F2)⊕Dm(F2)

)
= max(3, [log2(m+4)]) для любого

m ∈ N ∪ {0}.
Доказательство. Пусть T обозначает рассматриваемую алгебру, и пусть

M = max(3, [log2(m + 4)]).
Сначала покажем, что l(T ) � M . Пусть S —произвольная система порожда-

ющих данной алгебры. Из теоремы 6.3 следует, что в L1(S) найдутся матрицы

A = a(E1,1 + E2,2) + E1,2 + a34E3,4 +
∑
i�3

aiiEi,i
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и
B = b11E1,1 + b22E2,2 + b12E1,2 + b3(E3,3 + E4,4) + E3,4 +

∑
i�5

biiEi,i.

Если A2 + A = E1,2 или B2 + B = E3,4, то E1,2, E3,4 ∈ L2(S). Тогда Ei,i ∈
∈ L[log2(m+4)](S), i = 1, . . . ,m+4. В случае, если A2 +A = B2 +B = E1,2 +E3,4,
возьмём C ∈ L1(S),

C = E1,1 + c12E1,2 + c22E2,2 +
∑
i�4

ciiEi,i.

Получаем, что E1,2 = C(A2 + A) и E3,4 = (C + E)(A2 + A) лежат в L3(S),
значит, Ei,i ∈ LM (S), i = 1, . . . ,m + 4.
При m � 4 нижняя оценка получается из следствия 4.6. При 0 � m � 3

возьмём S3 = S ∪ {Ei,i, 5 � i � m + 4}, где S — система порождающих из
теоремы 5.6. Поскольку для любых A ∈ S, A �= E и 5 � t � m + 4 выполнено
AEt,t = Et,tA = 0, то l(S3) = l(S) = 3.

Теорема 6.6. Пусть m ∈ N ∪ {0}, n ∈ N, n � 3. Обозначим также λ =
= [log2(n + m + 2)]. Тогда

max(n, λ) � l
(
Tn(F2) ⊕ T2(F2) ⊕ Dm(F2)

)
� max(n + 1, λ).

Доказательство. Пусть T обозначает рассматриваемую алгебру, M =
= max(n + 1, λ).
Сначала покажем, что l(T ) � M . Пусть S —произвольная система порожда-

ющих данной алгебры. Из теоремы 6.3 следует, что в L1(S) найдутся матрицы

Ai,j = Ei,i +
n+m+2∑

k=1
k �=i, k �=j

a
(i,j)
k Ek,k + Ni,j , i, j = 1, . . . , n + 2, i �= j,

Bi = Ei,i+1 +
n+m+2∑

k=1
k �=i, k �=i+1

b
(i)
k Ek,k + Ni, i = 1, . . . , n − 1,

C = En+1,n+2 +
n+m+2∑

k=1
k �=n+1, k �=n+2

ckEk,k + N,

где Ni,j ∈ Nn+m+2(F2), Ni ∈ Nn+m+2(F2), (Ni)i,i+1 = 0, и N ∈ Nn+m+2(F2),
(N)n+1,n+2 = 0. Тогда из доказательства теоремы 6.4 следует, что

Ei,j + αijEn+1,n+2 ∈ Ln(S), 1 � i < j � n.

Значит,

Ei,j = Ai,n+1(Ei,j + αijEn+1,n+2) ∈ Ln+1(S), 1 � i < j � n.
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Поскольку

C2 + C = En+1,n+2 +
∑

1�i<j�n

cijEi,j ,

то En+1,n+2 ∈ Ln+1(S).
Поскольку l

(
Dn+m+2(F2)

)
= [log2(n + m + 2)] = λ, то существуют такие

N ′′
i ∈ Nn+m+2(F2), что Ei,i + N ′′

i ∈ Lλ(S), 1 � i � n + m + 2. Тогда анало-
гично доказанному в теореме 6.4 Ei,i ∈ LM (S). Следовательно, LM (S) = T и
l(T ) � M .
Из следствия 4.6 получаем l(T ) � λ. Построим систему порождающих дан-

ной алгебры длины n. Пусть

S = {Ai = Ei,i + Ei,i+1, En,n, E, i = 1, . . . , n − 1}—
система порождающих для Tn(F2) ⊕ F2 из теоремы 5.5, l(S) = n. Пусть

S ′ = {En+1,n+1, En+1,n+2, En+3,n+3, . . . , En+m+2,n+m+2}.
Тогда S ′′ = S ∪S ′— система порождающих для T . Поскольку для любых A ∈ S,
A �= E, и A′ ∈ S ′ выполнено AA′ = A′A = 0, то l(S ′′) = l(S) = n.

Следствие 6.7. При n + 1 � [log2(n + m + 2)], или, что эквивалентно, m �
� 2n+1 − n − 2, получаем

l
(
Tn(F2) ⊕ T2(F2) ⊕ Dm(F2)

)
= [log2(n + m + 2)].

7. Длина классических коммутативных
подалгебр Mn(F)

В [9] было установлено, что длина любой коммутативной подалгебры алге-
бры матриц порядка n над C не больше n − 1. Приведём примеры вычисления
длин некоторых коммутативных матричных подалгебр.

Лемма 7.1. Пусть F—произвольное поле, A— такая подалгебра Tn(F), что
A∩Dn(F) = 〈E〉, и i—индекс нильпотентности её радикала Джекобсона J , т. е.
такое натуральное число от 1 до n, что J i = (0), а J i−1 �= (0). Тогда l(A) � i−1.

Доказательство. Для любых i матриц Ak = (ak
pq) ∈ A, k = 1, . . . , i, выпол-

няется равенство
i∏

k=1

(Ak − ak
kkE) = 0.

Это следует из определения алгебры A и числа i (в произведении берутся i мат-
риц из J). Значит, любое слово длины i сократимо, и l(A) � i − 1.

Приведём примеры алгебр из [2], демонстрирующие, что оценка из леммы 7.1
точна. Во всех следующих примерах поле F произвольное.
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Пример 7.2. Рассмотрим подалгебру A1 ⊆ Mn(F), состоящую из всех мат-
риц вида

A =




a11 a12 . . . a1n

0 a11 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . a11


 .

В [2, пример 2] доказано, что A1—максимальная коммутативная подалгебра
в Mn(F) с индексом нильпотентности радикала i = 2. Тогда по лемме 7.1
l(A1) = 1.
Пример 7.3 (алгебра Шура [10]). Пусть n = k +m, k,m ∈ N и |k−m| � 1.

Рассмотрим следующую коммутативную подалгебру AS ⊆ Mn×n(F):

AS =
{(

xEk Z
0 xEm

) ∣∣∣∣ x ∈ F, Z ∈ Mk×m(F)
}

.

Её размерность dimF(AS) = 1 + km = [n2/4] + 1 является максимально возмож-
ной для коммутативной подалгебры матричной алгебры, следовательно, AS —
максимальная коммутативная подалгебра Mn×n(F). J(AS) состоит из тех мат-
риц, у которых x = 0. Поэтому i

(
J(AS)

)
= 2 и l(AS) = 1.

Пример 7.4 (алгебра Куртера [3]). Рассмотрим множество J всех матриц
порядка 14 следующего вида:


0 0 O2×10 O2

0 0
x11 0
0 x11

x12 0
0 x12

x21 0 O10 O10×2

0 x21

x22 0
0 x22

z11 z12

z21 z22

y11 y12 z11 z12 z21 z22 0 0 0 0 x11 x12 0 0
y21 y22 0 0 0 0 z11 z12 z21 z22 x21 x22 0 0




,

где xij , yij и zij —произвольные элементы поля F , Ok×m—нулевая матрица
размера k × m, а Op обозначает нулевую матрицу порядка p. Из определения
множества J следует, что оно замкнуто относительно умножения и состоит из
попарно коммутирующих матриц. Пусть матрица δ принадлежит J . Она имеет
следующий блочный вид:

δ =


O2 O O

A O10 O
Y B O2


 .
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Пусть

δ′ =


O2 O O

A′ O10 O
Y ′ B′ O2




также матрица из J . Тогда

δ′δ =


 O2 O O

O O10 O
B′A O O2


 .

Следовательно, произведение любых трёх матриц из J равно нулю. Тогда AC =
= FE1,4 ⊕ J —коммутативная подалгебра M14(F) размерности 13 с радикалом
индекса нильпотентности 3. В [2, пример 4] показано, что AC является макси-
мальной коммутативной подалгеброй.

Предложение 7.5. Пусть AC —алгебра Куртера, определённая в приме-
ре 7.4. Тогда l(AC) = 2.

Доказательство. Из леммы 7.1 следует, что l(AC) � 2. Возьмём в AC мно-
жество матриц S, состоящее из матриц

X11 = E3,1 + E4,2 + E13,11, X12 = E5,1 + E6,2 + E13,12,

X21 = E7,1 + E8,2 + E14,11, X22 = E9,1 + E10,2 + E14,12,

Z11 = E11,1 + E13,3 + E14,7, Z12 = E11,2 + E13,4 + E14,8,

Z21 = E12,1 + E13,5 + E14,9, Z22 = E12,2 + E13,6 + E14,10

и единичной матрицы. У всех этих матриц элементы левого нижнего угла (сто-
ящие на пересечении 13-й и 14-й строк с первым и вторым столбцами) равны
нулю. Значит, L1(S) �= AC . На втором шаге эти элементы можно получить, на-
пример, так: E13,1 = X11Z11, E13,2 = X11Z12, E13,1 = X21Z11 и E13,1 = X22Z22.
Следовательно, S является системой порождающих для AC и l(S) = 2, а значит,
l(AC) = 2.

Гипотеза 7.6. В условиях леммы 7.1 длина подалгебры A равна i − 1.

Лемма 7.7. Пусть F—произвольное поле и A—коммутативная подалгебра
в Mn(F). Если существует циклическая матрица A ∈ A, то A является подал-
геброй, порождённой матрицей A, и l(A) = n − 1.

Доказательство. Сначала покажем, что A порождает A. Поскольку матри-
цы E,A,A2, . . . , An−1 линейно независимы (по определению циклической мат-
рицы), то dimF A � n. Предположим, что B ∈ Mn(F ), AB = BA и L(A,B)—
подалгебра Mn(F), порождённая матрицами A, B. По [13, теорема 1] получаем,
что dimF L(A,B) � n. Следовательно, L(A,B) = A, откуда получаем, что B ∈
∈ 〈E,A,A2, . . . , An−1〉, т. е. B есть значение некоторого многочлена от A и A—
максимальная коммутативная подалгебра. Из линейной независимости матриц
E,A,A2, . . . , An−1 также следует, что l(A) = n − 1.



180 О. В. Маркова

8. О связи длины системы порождающих
с собственными значениями её элементов

Для длины многих систем порождающих в Mn(F) может быть получена
линейная оценка, если что-либо известно о рангах матриц из этой системы,
их собственных значениях или степени минимального многочлена. В [8] были
получены некоторые результаты по этой теме.

Теорема 8.1 ([8, теорема 4.1]). Пусть S —конечное множество матриц, та-
кое что L(S) = Mn(F).

1. Если для некоторого k в Lk(S) найдётся матрица ранга r > 0, то
l(S) � rn + n − r + k − 1.

2. Если в S есть матрица с различными собственными значениями, то
l(S) � 2n − 2.

3. Если в S есть матрица, у которой характеристический многочлен совпа-
дает с минимальным, то l(S) � 3n − 3.

Следующая лемма является дополнением пункта 3 данной теоремы.

Лемма 8.2. Пусть поле F алгебраически замкнуто. Если система порождаю-
щих S для Mn(F) содержит матрицу A, у которой есть собственное значение λ
с единственной жордановой клеткой максимального размера, то l(S) � 2n+m−3,
где m есть степень минимального многочлена матрицы A.

Доказательство. Пусть µA(t)—минимальный многочлен матрицы A. Тогда
его можно представить в виде произведения

µA(t) = (t − λ)kg(t), g(λ) �= 0.

Так как для собственного значения λ жорданова клетка максимального размера
единственна, то ранг матрицы A′ = (A − λE)k−1g(A) будет равен единице. Так
как A′ ∈ Lm−1(S), то, применяя пункт 1 предыдущей теоремы, получаем, что
l(S) � 2n + m − 3.

Лемма 8.3. Пусть множество S состоит из двух линейно независимых диа-
гонализуемых матриц A и B, таких что у каждой из них ровно два различ-
ных собственных значения. Тогда S не может быть системой порождающих для
Mn(F).

Доказательство. С помощью умножения на скаляры и прибавления еди-
ничной матрицы можно с сохранением линейной независимости из исходных
матриц получить пару матриц с собственными значениями 0 и 1. Полученные
матрицы опять обозначим как A и B. Очевидно, что A2 = A и B2 = B. Следова-
тельно, на каждом шаге может появляться не более двух несократимых матриц.
Так как dimF Mn(F) = n2, то для того чтобы породить всю матричную алге-
бру, потребовалось бы более (n2−1)/2 шагов, что противоречит существующим
верхним оценкам длины Mn(F).
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9. О связи длины алгебры и длин её подалгебр

Заметим, что, вообще говоря, функция длины, в отличие от, например, функ-
ции размерности, может расти при переходе от алгебры к её подалгебрам.

Предложение 9.1. Пусть F—произвольное поле и A—конечномерная ал-
гебра над F. Если S = {a1, . . . , ak}— система порождающих этой алгебры и
C = {cij} ∈ Mk(F)—невырожденная матрица, то

Sc = {c11a1 + c12a2 + . . . + c1kak, . . . , ck1a1 + ck2a2 + . . . + ckkak}
также будет системой порождающих алгебры A и l(Sc) = l(S).

Доказательство. Докажем по индукции, что для всех n справедливо равен-
ство Ln(S) = Ln(Sc). Так как любая линейная комбинация γ1a1 + . . . + γkak

принадлежит L1(S), то L1(Sc) ⊆ L1(S). Из невырожденности матрицы C следу-
ет, что ai ∈ L1(Sc), i = 1, . . . , k, т. е. L1(S) ⊆ L1(Sc), а значит, L1(Sc) = L1(S).
Допустим, что n > 1 и для n − 1 утверждение доказано. Тогда

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S)〉 = 〈L1(Sc)Ln−1(Sc)〉 = Ln(Sc).

Предложение 9.2. Пусть F—произвольное поле и A—конечномерная ал-
гебра с единицей над F. Пусть S = {a1, . . . , ak}— система порождающих этой
алгебры, такая что 1A /∈ 〈a1, . . . , ak〉. Тогда S1 = {a1 + γ11A, . . . , ak + γk1A}
также будет системой порождающих алгебры A и l(S1) = l(S).

Доказательство. Докажем по индукции, что для всех n справедливо ра-
венство Ln(S) = Ln(S1). Так как 1A ∈ L0(S) = L0(S1), то L1(S1) = L1(S).
Допустим, что n > 1 и для n − 1 утверждение доказано. Тогда

Ln(S) = 〈L1(S)Ln−1(S)〉 = 〈L1(S1)Ln−1(S1)〉 = Ln(S1).

Пример 9.3. Пусть F—произвольное поле. Рассмотрим алгебру A4 ⊂ T4(F),
порождённую матрицами E, E4,4, E1,2, E1,3 и E2,3. Так как A4 является верх-
нетреугольной матричной подалгеброй, то по лемме 4.2 l(A4) � 3. У неё есть
подалгебра A′, порождённая циклической матрицей A = E1,2 + E2,3 + E4,4,
l(A′) = 3.

Предложение 9.4. Пусть A4—алгебра из примера 9.3. Тогда l(A4) = 2.

Доказательство. Размерность подалгебры M4(F), порождённой одной мат-
рицей, не больше 4, dimF A4 = 5. Значит, для любой системы порождающих
S = {A1, . . . , Ak} в A4 выполнено k � 2, и если k = 2, то E /∈ 〈A1, A2〉. Ес-
ли в системе порождающих S найдутся три матрицы A1, A2, A3, такие что
E /∈ 〈A1, A2, A3〉, то dimF L1(S) � 4, и тогда dimF L2(S) = 5, т. е. l(S) � 2. Рас-
смотрим случай S = {A,B}, E /∈ 〈A,B〉. По предложению 9.2 можно считать,
что

A =




0 a12 a13 0
0 0 a23 0
0 0 0 0
0 0 0 a44


 , B =




0 b12 b13 0
0 0 b23 0
0 0 0 0
0 0 0 b44


 .
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Так как S — система порождающих, то a44 �= 0 или b44 �= 0. Далее будем пред-
полагать, что a44 �= 0. Тогда по предложению 9.1 можно взять b44 = 0. Имеем

A2 = a12a23E1,3 + a2
44E4,4, AB = a12b23E1,3, BA = a23b12E1,3,

B2 = b12b23E1,3, A3 = a3
44E4,4.

Другие произведения матриц A и B длины, большей или равной 3, равны ну-
лю. Получаем, что если S — система порождающих, то векторы (a12, a23) и
(b12, b23) должны быть линейно независимы. Но тогда AB �= 0 или BA �= 0,
т. е. E1,3 ∈ L2(S). Поэтому E4,4 = a−2

44 (A2 − a12a23E1,3) ∈ L2(S), E1,2, E1,3 ∈
∈ 〈A,B,E1,3, E4,4〉 ⊆ L2(S). Следовательно, L2(S) = A4 и l(S) = 2. Значит,
l(A4) = 2.

Следствие 9.5. Для всех n � 4 и для любого поля F, в котором больше
n − 4 элементов, существуют такие подалгебры A′

n ⊂ An ⊂ Mn(F), что l(A′
n) =

= n − 1 > l(An).

Доказательство. Пусть f4, . . . , fn ∈ F—различные ненулевые элементы.
Рассмотрим следующие подалгебры:

A′
n = 〈{E1,1 + E2,2 + E3,3, E1,2, E1,3, E2,3, E4,4, . . . , En,n}〉,

An =
〈

E1,2 + E1,3 +
n∑

i=4

fiEi,i

〉
.

Тогда l(A′
n) = n − 1, так как E1,2 + E1,3 +

n∑
i=4

fiEi,i—циклическая матрица. По

теореме 4.5 l
(
Dn−4(F)

)
= n − 5. Последовательным применением примера 9.3 и

теоремы 5.1 о прямой сумме получаем, что

l(An) = l
(A4 ⊕ Dn−4(F)

)
� 2 + (n − 5) + 1 = n − 2.

Следующий пример показывает, что для любого натурального числа най-
дётся достаточно большое n и такие подалгебры A′ ⊂ A ⊂ Mn(F), что длина
подалгебры больше длины алгебры на это число. Конструкция опять основана
на примере 9.3.
Пример 9.6. Пусть F—достаточно большое поле, k—фиксированное поло-

жительное число, n = 4k. Пусть

A = A4 ⊕ . . . ⊕A4︸ ︷︷ ︸
k раз

⊂ Mn(F),

Ai = E4i−3,4i−3 + E4i−3,4i−2 + E4i−2,4i−2 + E4i−2,4i−1 + E4i−1,4i−1, i = 1, . . . , k,

положим

A′ =
〈 k∑

i=1

(aiAi + biE4i,4i)
〉

⊂ A,

здесь ai, bi, i = 1, . . . , k, — различные ненулевые элементы F.
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Как будет показано в следующем предложении, l(A) = 3k − 1, в то время
как l(A′) = n − 1 = 4k − 1 по лемме о циклической матрице.

Предложение 9.7. Пусть k—фиксированное положительное число, F— та-
кое поле, что |F| � 2k + 1. Пусть

A = A4 ⊕ . . . ⊕A4︸ ︷︷ ︸
k раз

⊂ Mn(F).

Тогда l(A) = 3k − 1.

Доказательство. Из теоремы 5.1 о прямой сумме и примера 9.3 следует, что
l(A) � 2k + k − 1 = 3k − 1. Рассмотрим систему порождающих

SA =
{

A =
k∑

i=1

(αi(Ai − E4i−2,4i−1) + βiE4i,4i), E4j−2,4j−1, j = 1, . . . , k

}
,

где αi, βi, i = 1, . . . , k, — различные ненулевые элементы F,

Ai = E4i−3,4i−3 + E4i−3,4i−2 + E4i−2,4i−2 + E4i−2,4i−1 + E4i−1,4i−1, i = 1, . . . , k.

Поскольку

AE4j−2,4j−1 = αj(E4j−3,4j−1 + E4j−2,4j−1), E4j−2,4j−1A = αjE4j−2,4j−1

и степень минимального многочлена A равна 3k, то l(SA) = 3k − 1 = l(A).

Замечание 9.8. В примере 9.6 величина m = l(A′) − l(A)—произвольное
натуральное число, однако отношение r = (l(A′) + 1) : (l(A) + 1) = 4 : 3 посто-
янно.

9.1. Двухблочные подалгебры
в алгебре верхнетреугольных матриц

Данный подраздел посвящён вычислению длин алгебр

An,m =
〈

E,

n∑
i=1

Eii, Ei,j

∣∣∣∣ 1 � i < j � n или
n + 1 � i < j � n + m

〉
⊂ Tm+n(F),

где n � m—натуральные числа, над произвольным полем F.
Замечание 9.9. Данные конструкции обобщают пример 9.3, а именно по-

лучается серия алгебр A(n) = An,m и их подалгебр A′(n) с фиксированной
разностью длин m, для которых отношение длин r = r(n) является непостоян-
ной дробно-линейной функцией.
Замечание 9.10. Алгебра A4, описанная в примере 9.3, в обозначениях дан-

ного раздела совпадает с A3,1.
Обозначение 9.11. Любая матрица A ∈ An,m имеет вид

A =
(

A′ 0
0 A′′

)
,
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где A′ ∈ Tn(F), A′′ ∈ Tm(F). Далее будем использовать обозначение A =
= A′ ⊕ A′′.

Лемма 9.12. Пусть n ∈ N, n � 3, и пусть S —произвольная система поро-
ждающих для An,m. Тогда существует система порождающих S̃ для An,m, такая
что выполнены следующие условия:
1) dimL1(S̃) = |S̃| + 1;
2) существует матрица A0 = A′

0 ⊕ A′′
0 ∈ S̃, такая что

A′
0 =

∑
1�i<j�n

ai,jEi,j , A′′
0 =

∑
1�i<j�m

ai+n,j+nEi+n,j+n + E;

3) для всех S ∈ S̃, S �= A0, выполнено (S)i,i = 0, i = 1, . . . , n + m;

4) существуют B1, . . . , Bn−1 ∈ S̃, такие что
а) для всех r = 1, . . . , n − 1

B′
r = Er,r+1 +

n∑
i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , B′′
r ∈ Nm(F),

либо
б) существует k ∈ {1, . . . , n − 1}, для которого выполнено

B′
r = Er,r+1 + brEk,k+1 +

n∑
i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j ,

B′′
r ∈ Nm(F), r = 1, . . . , n − 1, r �= k,

B′
k = A′

0 = akEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

âi,jEi,j , ak �= 0,

B′′
k = A′′

0 =
∑

1�i<j�m

âi+n,j+nEi+n,j+n + E;

5) l(S̃) = l(S).

Доказательство. Будем последовательно преобразовывать S до системы по-
рождающих, удовлетворяющей условиям 1)—4).
1) Это условие равносильно тому, что все элементы S линейно независимы

и E /∈ 〈S〉. В противном случае удалим из S лишние элементы. Заметим, что
длина S при этом не изменится.
2) Для проверки существования A0 достаточно убедиться, что в S най-

дётся матрица с различными диагональными элементами, отвечающими перво-
му и второму блокам. Однако если все диагональные элементы произвольной
матрицы из S одинаковы, то S не является порождающим множеством для
алгебры An,m.
3) По предложению 9.2 с сохранением длины перейдём к системе порожда-

ющих
S ′ = {S − (S)1,1E, S ∈ S},
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затем по предложению 9.1 с сохранением длины перейдём к системе порожда-
ющих

S ′′ = {A0, S − (S)n+1,n+1A0, S ∈ S ′, S �= A0}.
Для простоты дальнейшего изложения обозначим S ′′ снова через S.
4) Поскольку Ei,i+1 ∈ An,m, но для любых t � 2 и S ∈ St \ S выполняется

(S)i,i+1 = 0, i = 1, . . . , n − 1, то найдутся такие B1, . . . , Bn−1 ∈ S, что векторы
ui =

(
(Bi)1,2, (Bi)2,3, . . . , (Bi)n−1,n

)
, i = 1, . . . , n − 1,

линейно независимы.
Теперь выполним преобразование F системы S (по предложению 9.1 F со-

храняет длину S), которое на всех элементах S ∈ S, S �= Bi, i = 1, . . . , n − 1,
действует тождественно, т. е. F(S) = S, а действие F на множестве матриц Bj ,
j = 1, . . . , n−1, в зависимости от принадлежности матрицы A0 этому множеству
определяется следующим образом.
а) Пусть A0 /∈ {B1, . . . , Bn−1}. Невырожденным линейным преобразованием

F = {fi,j} ∈ Mn−1(F) можно перевести набор {ui} в набор
{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn−1,

т. е.

ei =
n−1∑
j=1

fi,juj .

Тогда положим

F(Br) =
n−1∑
j=1

fr,jBj .

При этом

F(Br)′ = Er,r+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j .

б) Пусть A0 ∈ {B1, . . . , Bn−1}, т. е. A0 = Bp для некоторого p ∈ {1, . . . , n−1}.
Так как у любой матрицы в Mn−1,n−2(F) ранга n−2 существует невырожденная
подматрица порядка n − 2, то в этом случае найдётся k ∈ {1, . . . , n − 1}, такое
что векторы

vi =
(
(Bi)1,2, . . . , (Bi)k−1,k, (Bi)k+1,k+2, . . . , (Bi)n−1,n

)
, i = 1, . . . , n− 1, i �= p,

линейно независимы. Поскольку порядок матриц Bj произволен, можно считать,
что p = k. Невырожденным линейным преобразованием G = {gi,j} ∈ Mn−2(F)
можно перевести набор {vi} в набор

{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fn−2,

т. е.

ei =
k−1∑
j=1

gi,jvj +
n−2∑
j=k

gi,jvj+1.
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Тогда положим

F(Br) =
k−1∑
j=1

fr,jBj +
n−2∑
j=k

fr,jBj+1, r �= k,

F(A0) = A0 −
n−1∑

i=1, i �=k

(A0)i,i+1F(Bi).

Имеем

F(Br)′ = Er,r+1 + brEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

bi,j;rEi,j , r �= k,

F(A0)′ = akEk,k+1 +
n∑

i=1

n∑
j=i+2

âi,jEi,j , ak �= 0,

F(A0)′′ =
∑

1�i<j�m

âi+n,j+nEi+n,j+n + E.

Для простоты изложения обозначим F(A0) и F(Br) снова через A0 и Br

соответственно. Тогда система порождающих S̃ = F(S) и будет искомой.
5) Преобразования системы S из пунктов 1)—4) не меняли её длины, сле-

довательно, длина полученной системы порождающих равна длине исходной
системы.

Лемма 9.13. Пусть n � 3, m � 2, и пусть S — система порождающих
для An,m, удовлетворяющая условиям 1)—4) леммы 9.12. Тогда выполнено одно
из следующих условий:
а) существуют такие C,C1, . . . , Cm−1 ∈ 〈S \ A0〉, что

C ′′
r = Er+n,r+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n, r = 1, . . . ,m − 1,

и если Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 =

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n;

б) существуют такие C,Cr ∈ 〈S \ A0〉, r = 1, . . . ,m − 1, r �= s, что

C ′′
r = Er+n,r+n+1 + crEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n,

и если Ã0 = E − A0 + C, то

Ã′′
0 = ãsEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n, ãs �= 0,

для некоторого s ∈ {1, . . . , m − 1} (в этом случае положим Cs = Ã0).
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Доказательство. Поскольку для любых S1, S2 ∈ S и для любого i =
= n + 1, . . . , n + m − 1 справедливо (S1S2)i,i+1 = 0 при S1 �= A0, S2 �= A0,
а также

(S1A0)i,i+1 = (S1)i,i+1, (A0S2)i,i+1 = (S2)i,i+1, (A2
0)i,i+1 = 2(A0)i,i+1,

то найдутся C̃1, . . . , C̃m−1 ∈ S, такие что векторы
wi =

(
(C̃i)n+1,n+2, (C̃i)n+2,n+3, . . . , (C̃i)n+m−1,n+m

)
, i = 1, . . . , m − 1,

линейно независимы.
а) Пусть A0 /∈ {C̃1, . . . , C̃m−1}. Невырожденным линейным преобразованием

Fc = {fi,j} ∈ Mm−1(F) можно перевести набор {wi} в набор
{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em−1 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fm−1,

т. е.

ei =
m−1∑
j=1

fi,jwj .

Положим

Cr =
m−1∑
j=1

hr,jC̃j .

Тогда
Cr ∈ 〈C̃1, . . . , C̃m−1〉 ⊂ 〈S \ A0〉, r = 1, . . . ,m − 1,

и

C ′′
r = Er+n,r+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n.

Теперь положим

C =
m−1∑
i=1

âi+n,i+n+1Ci,

т. е. (C)i+n,i+n+1 = (A0)i+n,i+n+1 для любого i = 1, . . . ,m − 1. Тогда

Ã′′
0 = E − A′′

0 + C ′′ =
m∑

i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n.

б) Пусть C̃p = A0 для некоторого p ∈ {1, . . . , m − 1}. При m = 2 положим
Ã0 = E−A0 и C1 = Ã0. Если m � 3, то у любой матрицы в Mm−1,m−2(F) ранга
m − 2 существует невырожденная подматрица порядка m − 2. Тогда найдётся
s ∈ {1, . . . , m − 1}, такое что векторы
xi =

(
(C̃i)1,2, . . . , (C̃i)s−1,s, (C̃i)s+1,s+2, . . . , (C̃i)m−1,m

)
, i = 1, . . . , n−1, i �= p,

линейно независимы. Поскольку порядок матриц C̃j произволен, можно считать,
что p = s. Невырожденным линейным преобразованием Gc = {gi,j} ∈ Mm−2(F)
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можно перевести набор {xi} в набор
{e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , em−2 = (0, 0, . . . , 1)} ⊂ Fm−2,

т. е.

ei =
s−1∑
j=1

gi,jxj +
m−2∑
j=s

gi,jxj+1.

Положим

Cr =
s−1∑
j=1

gr,jC̃j +
m−2∑
j=s

gr,jC̃j+1, r �= s.

Тогда

Cr ∈ 〈C̃1, . . . , C̃s−1, C̃s+1, . . . , C̃m−1〉 ⊂ 〈S \ A0〉, r = 1, . . . , m − 1, r �= s,

и

C ′′
r = Er+n,r+n+1 + crEs+n,s+n+1 +

m∑
i=1

m∑
j=i+2

ci+n,j+n;rEi+n,j+n.

Теперь положим

C =
m−1∑

i=1, i �=s

âi+n,i+n+1Ci,

т. е. (C)i+n,i+n+1 = (A0)i+n,i+n+1 для любого i = 1, . . . ,m − 1, i �= s. Тогда

Ã′′
0 = E − A′′

0 + C ′′ = ãsEs+n,s+n+1 +
m∑

i=1

m∑
j=i+2

ãi+n,j+nEi+n,j+n, ãs �= 0.

Лемма 9.14. Пусть F—произвольное поле. Тогда l(A1,1) = 1 и l(A2,2) = 3.

Доказательство.
1. Алгебра A1,1 есть D2(F). Следовательно, по теореме 4.5 l(A1,1) = 1.
2. Алгебра A2,2 порождается циклической матрицей E1,1 +E1,2 +E2,2 +E3,4.

Следовательно, по лемме 7.7 l(A2,2) = 3.

Лемма 9.15. Пусть F—произвольное поле. Тогда l(A2,1) = 2 и l(A3,2) = 3.

Доказательство.
1. Алгебра A2,1 порождается циклической матрицей E1,1 + E1,2 + E2,2. Сле-

довательно, по лемме 7.7 l(A2,1) = 2.
2. Пусть S —произвольная система порождающих для A3,2. Не ограничивая

общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) леммы 9.12,
значит, одному из условий леммы 9.13. Покажем, что L3(S) = A3,2. Имеем

B1B2(E − A0) = aE1,3, a �= 0,

B1(E − A0)2 = b11E1,2 + b12E2,3 + b13E1,3,

B2(E − A0)2 = b21E1,2 + b22E2,3 + b23E1,3,
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где векторы (b11, b12) и (b21, b22) линейно независимы,

C1A
2
0 = bE4,5 + cE1,3, b �= 0,

E4,4 +E5,5 = (A0− (A0)1,2E1,2− (A0)1,3E1,3− (A0)2,3E2,3− (A0)4,5E4,5) ∈ L3(S).
Возьмём

S = {A = E1,2, B = E2,3 + E4,4 + E4,5 + E5,5, E}.
Из равенств A2 = 0, AB = E1,3, BA = 0, B2 = E4,4 + 2E4,5 + E5,5 и B3 − B2 =
= E4,5 получаем, что l(S) = 3 = l(A3,2).

Лемма 9.16. Пусть F—произвольное поле, n,m ∈ N и n − m � 2. Тогда
l(An,m) = n − 1.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,m) � n − 1. Для
этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,m. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) лем-
мы 9.12.
1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j ∈ Ln−1(S) при 1 � i < j � n,

j − i � 2.
При p = 1 заметим, что

B1B2 . . . Bn−1 = (ak)tE1,n ∈ Ln−1(S),

t ∈ {0, 1}, поскольку B′′
1 B′′

2 . . . B′′
n−1 равно нулю как произведение n − 1 ниль-

потентной матрицы порядка m � n − 2 при t = 0 и как произведение n − 2
нильпотентных и одной унитреугольной матрицы порядка m � n − 2 при t = 1.
Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p. Рассмотрим

произведения матриц

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 . . . Bj+n−p−1(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

B′
j,j+n−p−1 = (ak)tEj,j+n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

dh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n−p−1 = 0 как произведение n − 1 нильпотентной матрицы порядка m �

� n − 2 при t = 0 и как произведение n − 2 нильпотентных и одной унитре-
угольной матрицы порядка m � n − 2 при t = 1.
По предположению индукции Ei,i+n−q−1∈Ln−1(S) для любых q=1, . . . , p−1,

i = 1, . . . , q. Значит, Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p ∈ Ln−1(S). Поскольку по опре-
делению Bj,j+n−p−1 ∈ Ln−1(S), получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

) ∈ Ln−1(S),
j = 1, . . . , p.
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2. Теперь рассмотрим Bj,j = Bj(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n − 1. По
построению (Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1, т. е.

B′
j,j = Ej,j+1 + γjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i, j �= k,

B′
k,k = at

kEk,k+1 +
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i, t ∈ {0, 1},

а B′′
r,r = 0 как произведение n − 1 нильпотентной матрицы порядка m � n − 2

при r �= k и как произведение n − 2 нильпотентных и одной унитреугольной
матрицы порядка m � n − 2 при r = k.
По доказанному в пункте 1

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n.

Значит,

Ek,k+1 = a−t
k

(
Bk,k −

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i

)
∈ Ln−1(S).

Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i − γjEk,k+1 ∈ Ln−1(S).

Следовательно, Ei,j ∈ Ln−1(S), 1 � i < j � n. Тогда для любой матрицы
N ∈ Nn(F) выполнено N ⊕ 0 ∈ Ln−1(S).
3. Пусть S1, . . . , Sn ∈ S и среди них есть Si �= A0. Из соотношения (4.1) сле-

дует, что найдётся V ∈ Ln−1(S), для которого S1 . . . Sn +V = S′⊕0, S′ ∈ Nn(F),
но S′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по доказанному в пунктах 1 и 2. Значит, слово S1 . . . Sn

сократимо. По теореме Гамильтона—Кэли (A′′
0)m+1 ∈ 〈A′′

0 , (A′′
0)2, . . . , (A′′

0)m〉.
Следовательно, найдётся VA ∈ Ln−1(S), для которого An

0 + VA = A′ ⊕ 0, A′ ∈
∈ Nn(F), но A′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по доказанному выше. Значит, слово An

0 также
сократимо.
Таким образом, мы получили, что любое слово длины n от элементов S

сократимо, Ln(S) = Ln−1(S) и l(S) � n − 1.
Из теоремы 5.1 о прямой сумме получаем, что l(An,m) � n−1. Следовательно,

l(An,m) = n − 1.

Лемма 9.17. Пусть F—произвольное поле, n ∈ N и n > 3. Тогда
l(An,n−1) = n − 1.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,n−1) � n− 1. Для
этого рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,n−1. Не огра-
ничивая общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) лем-
мы 9.12 и, значит, одному из условий леммы 9.13.
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1. Индукцией по p = n−(j−i) докажем, что Ei,j ∈ Ln−1(S) при 1 � i < j � n,
j − i � 2.
Рассмотрим случай p = 1.
Предположим, что нет такого k, что A0 = Bk. Имеем B1B2 . . . Bn−1 = E1,n ∈

∈ Ln−1(S), поскольку B′′
1 B′′

2 . . . B′′
n−1 = 0 как произведение n−1 нильпотентной

матрицы порядка n − 1. Также C1 . . . Cn−2A0 = aEn+1,2n−1 + bE1,n, a �= 0, т. е.
En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Теперь предположим, что A0 = Bk для некоторого k. Тогда B1B2 . . . Bn−1 =

= akE1,n + αEn+1,2n−1. Пусть α = 0. Из равенств (C1 . . . Cn−2)′′ = aE1,n−1,
a �= 0, и

(C1 . . . Cn−2)′ = β1E1,n−2+β2E1,n−1+β3E1,n+β4E2,n−1+β5E2,n+β6E3,n ∈ Nn(F)

при n > 3 получаем, что при k = n− 1 верно A0C1 . . . Cn−2 = aEn+1,2n−1, а при
k �= n − 1 верно C1 . . . Cn−2A0 = aEn+1,2n−1, следовательно, E1,n, En+1,2n−1 ∈
∈ Ln−1(S). Пусть теперь α �= 0. Это означает, что

(B1 . . . Bk−1Bk+1 . . . Bn−1)′′ = αE1,n−1

и
(B1 . . . Bk−1Bk+1 . . . Bn−1)′ = β1E1,n−1 + β2E1,n + β3E2,n.

Поскольку n > 3, то k �= 1 или k �= n − 1. При k �= 1 получаем

A0B1 . . . Bk−1Bk+1 . . . Bn−1 = αEn+1,2n−1,

а при k �= n − 1 получаем

B1 . . . Bk−1Bk+1 . . . Bn−1A0 = αEn+1,2n−1,

следовательно, E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Таким образом, во всех случаях E1,n∈Ln−1(S), а также En+1,2n−1∈Ln−1(S).
Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p. Рассмотрим

произведения

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 . . . Bj+n−p−1(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

B′
j,j+n−p−1 = (ak)tEj,j+n−p +

∑
1�h<i�n,
i−h>n−p

dh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
j,j+n−p−1 = b(j, p)E1,n−1, b(j, p) ∈ F, как произведение n − 1 нильпотентной
матрицы порядка n − 1 при t = 0 и как произведение n − 2 нильпотентных и
одной унитреугольной матрицы порядка n − 1 при t = 1.
По предположению индукции Ei,i+n−q−1 ∈ Ln−1(S) для любых q =

= 2, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q, и, как показано ранее, E1,n, En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).
Значит, Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p ∈ Ln−1(S). Поскольку по определению
Bj,j+n−p−1 ∈ Ln−1(S), получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

) ∈ Ln−1(S),
j = 1, . . . , p.
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2. Теперь рассмотрим Bj,j = Bj(E − A0)p−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n − 1. По
построению (Bj, j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1, т. е.

B′
j,j = Ej,j+1 + γjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i, j �= k,

B′
k,k = at

kEk,k+1 +
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i, t ∈ {0, 1},

а B′′
r,r = b(r)En+1,2n−1, b(r) ∈ F, как произведение n−1 нильпотентной матрицы

порядка n − 1 при r �= k и как произведение n − 2 нильпотентных и одной
унитреугольной матрицы порядка n − 1 при r = k.
По доказанному в пункте 1

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i + b(r)En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S), j = 1, . . . , n.

Значит,

Ek,k+1 = a−t
k

(
Bk,k −

n∑
h=1

n∑
i=h+2

dh,i;kEh,i − b(r)En+1,2n−1

)
∈ Ln−1(S).

Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

dh,i;jEh,i − γjEk,k+1 − b(j)En+1,2n−1 ∈ Ln−1(S).

Следовательно, Ei,j ∈ Ln−1(S), 1 � i < j � n. Тогда для любой матрицы
N ∈ Nn(F) выполнено N ⊕ 0 ∈ Ln−1(S).
3. Пусть S1, . . . , Sn ∈ S и среди них есть Si �= A0. Из соотношения (4.1) сле-

дует, что найдётся V ∈ Ln−1(S), для которого S1 . . . Sn +V = S′⊕0, S′ ∈ Nn(F),
но S′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по доказанному в пунктах 1 и 2. Значит, слово S1 . . . Sn со-
кратимо. По теореме Гамильтона—Кэли (A′′

0)n ∈ 〈A′′
0 , (A′′

0)2, . . . , (A′′
0)n−1〉. Зна-

чит, найдётся VA ∈ Ln−1(S), для которого An
0 + VA = A′ ⊕ 0, A′ ∈ Nn(F), но

A′ ⊕ 0 ∈ Ln−1(S) по доказанному в пунктах 1 и 2. Значит, An
0 также сократимо.

Таким образом, любое слово длины n от элементов S сократимо, Ln(S) =
= Ln−1(S) и l(S) � n − 1, а тогда l(An,n−1) � n − 1.
Из теоремы 5.1 о прямой сумме получаем l(An,n−1) � n − 1. Следовательно,

l(An,n−1) = n − 1.

Лемма 9.18. Пусть F—произвольное поле, n ∈ N и n > 2. Тогда l(An,n) = n.

Доказательство. Сначала докажем верхнюю оценку l(An,n) � n. Для этого
рассмотрим произвольную систему порождающих S для An,n. Не ограничивая
общности, можно считать, что S удовлетворяет условиям 1)—4) леммы 9.12 и,
значит, одному из условий леммы 9.13.
1. Индукцией по p = n − (j − i) докажем, что Ei,j , Ei+n,j+n ∈ Ln−1(S) при

1 � i < j � n, j − i � 2.



Вычисление длин матричных подалгебр специального вида 193

Рассмотрим случай p = 1. Предположим, нет такого k, что A0 = Bk. Имеем
B1B2 . . . Bn−1(E − A0) = E1,n ∈ Ln(S), поскольку B′′

1 B′′
2 . . . B′′

n−1(E − A0)′′ = 0
как произведение n нильпотентных матриц порядка n. Теперь предположим, что
есть k, для которого A0 = Bk. Имеем

B1B2 . . . Bn−1 = akE1,n + α1En+1,2n−1 + α2En+1,2n + α3En+2,2n.

Отметим, что поскольку n = m > 2, в случае выполнения пункта б) леммы 9.13
для введённого там s справедливо s �= 1 или s �= n − 1. В случае выпол-
нения пункта а) леммы 9.13 справедливы оба неравенства. При s �= 1 верно
Ã0B1B2 . . . Bn−1 = E1,n, а при s �= n − 1 верно B1B2 . . . Bn−1Ã0 = E1,n, т. е.
E1,n ∈ Ln(S). Также C1 . . . Cn−1A0 = aE1,n + bEn+1,2n ∈ Ln(S), b �= 0, значит,
En+1,2n = b−1(C1 . . . Cn−1A0 − aE1,n) ∈ Ln(S).
Предположим, что утверждение верно для всех q, 1 < q < p. Рассмотрим

Bj,j+n−p−1 = BjBj+1 . . . Bj+n−p−1(E − A0)p ∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

B′
j,j+n−p−1 = at

kEj,j+n−p +
n∑

h=1

n∑
i=h+n−p+1

bh,i;j,pEh,i, t ∈ {0, 1},

а B′′
j,j+n−p−1 = b(j, p)En+1,2n, b(j, p) ∈ F, как произведение n нильпотентных

матриц порядка n при t = 0 и как произведение n − 1 нильпотентной и одной
унитреугольной матрицы порядка n при t = 1. Рассмотрим

Cj,j+n−p−1 = CjCj+1 . . . Cj+n−p−1A
p
0 ∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.

Имеем

C ′′
j,j+n−p−1 = (ãs)tEj+n,j+2n−p +

n∑
h=1

n∑
i=h+n−p+1

ch,i;j,pEh+n,i+n, t ∈ {0, 1},

а C ′
j,j+n−p−1 = c(j, p)E1,n как произведение n нильпотентных матриц порядка n

при t = 0 и как произведение n − 1 нильпотентной и одной унитреугольной
матрицы порядка n при t = 1.
По предположению индукции Ei,i+n−q−1, Ei+n,i+2n−q−1 ∈ Ln(S) для любых

q = 2, . . . , p − 1, i = 1, . . . , q, и, как показано ранее, E1,n, En+1,2n ∈ Ln(S).
Значит, Bj,j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p, Cj,j+n−p−1 − (as)tEj+n,j+2n−p ∈ Ln(S). По-
скольку Bj,j+n−p−1, Cj,j+n−p−1 ∈ Ln(S) по определению, получаем, что

Ej,j+n−p−1 = (ak)−t
(
Bj,j+n−p−1 − (Bj, j+n−p−1 − (ak)tEj,j+n−p)

)∈Ln(S),

Ej+n,j+2n−p−1 = (as)−t
(
Cj,j+n−p−1 − (Cj, j+n−p−1 − (as)tEj+n,j+2n−p)

)∈Ln(S),
j = 1, . . . , p.

2. Теперь рассмотрим Bj,j = Bj(E − A0)p ∈ Ln(S) и Cj,j = CjA
p
0 ∈ Ln(S),

j = 1, . . . , n − 1. По построению (Bj,j)r,r+1 = (Bj)r,r+1, j, r = 1, . . . , n − 1, и
(Cj,j)r+n,r+n+1 = (Cj)r+n,r+n+1, j, r = 1, . . . , n − 1, т. е.
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B′
j,j = Ej,j+1 + βjEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

bh,i;j,n−1Eh,i, j �= k,

B′
k,k = (ak)tEk,k+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

bh,i;k,n−1Eh,i, t ∈ {0, 1},

C ′′
j,j = Ej+n,j+n+1 + γjEs+n,s+n+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

ch,i;j,n−1Eh+n,i+n, j �= s,

C ′′
s,s = (ãs)tEs+n,s+n+1 +

n∑
h=1

n∑
i=h+2

ch,i;s,n−1Eh,i, t ∈ {0, 1},

B′′
r,r = b(j)E1,n как произведение n нильпотентных матриц порядка n при t = 0
и как произведение n − 1 нильпотентной и одной унитреугольной матрицы по-
рядка n при t = 1, и C ′

r,r = c(r)E1,n как произведение n − 1 нильпотентной и
одной унитреугольной матрицы порядка n.
По доказанному в пункте 1 Bk,k−(ak)tEk,k+1, Cs,s−(as)tEs+n,s+n+1 ∈ Ln(S).

Значит, Ek,k+1, Es+n,s+n+1 ∈ Ln(S). Тогда

Ej,j+1 = Bj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

bh,i;j,n−1Eh,i −βjEk,k+1 − b(j)En+1,2n∈Ln−1(S),

Ej+n,j+n+1 = Cj,j −
n∑

h=1

n∑
i=h+2

ch,i;j,n−1Eh,i −γjEs+n,s+n+1 − c(j)E1,n∈Ln−1(S).

Следовательно, Ej,j+n−p, Ej+n,j+2n−p ∈ Ln(S), j = 1, . . . , p.
3. Тогда

0 ⊕ E′′ = A0 − akEk,k+1 −
n∑

h=1

n∑
i=h+n−p+1

âijEi,j −
∑

1�i<j�n

âi+n,j+nEi+n,j+n,

т. е. 0 ⊕ E′′ ∈ Ln(S).
Значит, для любой системы порождающих S верно Ln(S) = An,n, т. е.

l(An,n) � n.
Построим систему порождающих для An,n длины n. Пусть

Sn =
{

Ai = Ei,i+1 + En+i,n+i+1, i = 1, . . . , n − 1, E, En =
n∑

j=1

Ej,j

}
.

Так как AiAj = 0 при j �= i + 1 и EnAi = AiEn = Ei,i+1, то E1,n /∈ Ln−1(Sn),
где

Ln−1(Sn) =
〈

E, En, Ei,j , Ei+n,j+n, E1,n + En+1,2n

∣∣∣∣ 1 � i < j � n,
j − i � n − 2

〉
,

но E1,n = A1 . . . An−1En ∈ Ln(S) и, значит, Ln(S) = An,n. Следовательно,
l(An,n) = n.
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Объединяя леммы 9.14—9.18, получаем следующую теорему.

Теорема 9.19. Пусть F—произвольное поле, n � m—натуральные числа,

An,m =
〈

E,
n∑

i=1

Eii, Ei,j

∣∣∣∣ 1 � i < j � n или
n + 1 � i < j � n + m

〉
⊂ Tm+n(F).

Тогда

l(An,m) =




n − 1 при n − m � 2,

n − 1 при n = m + 1, n > 3,

n − 1 при n = m = 2,

n при n = m �= 2,

n при n = m + 1, m = 1, 2.

Следствие 9.20. Пусть F—произвольное поле, n � m—фиксированные на-
туральные числа. Пусть

Cn,m =
n−1∑
i=1

Ei,i+1 +
m−1∑
j=1

(Ej+n,j+n + Ej+n,j+n+1) + En+m,n+m ∈ An,m —

циклическая матрица,

A′
n,m = 〈Cj

n,m | 0 � j � n + m − 1〉 ⊆ An,m.

Тогда

1) l(A′
n,m) = n + m − 1 по лемме 7.7;

2) при n = m = 1, 2 и n = 2,m = 1 An,m = A′
n,m;

3) справедливы равенства

l(A′
n,m) − l(An,m) =

{
m при n − m � 2 или n = m + 1, n > 3,

m − 1 при n = m �= 2 или n = 3, m = 2,

l(A′
n, m) + 1

l(An,m) + 1
=

{
1 + m

n при n − m � 2 или n = m + 1, n > 3,

1 + m−1
n+1 при n = m �= 2 или n = 3, m = 2.

9.2. Некоторые примеры

В этом подразделе приведём примеры таких алгебр, что длина подалгебры
может быть оценена длиной всей алгебры.

Следствие 9.21. Пусть F—произвольное поле, n,m ∈ N, n � m−2, а An,m—
алгебра, описанная в теореме 9.19. Пусть

B =
〈

Ei,j , 1 � i < j � n, E,

n∑
i=1

Ei,i, N1, . . . , Np ∈ 0 ⊕ Nm(F)
〉

⊆ An,m.

Тогда l(B) = n − 1 = l(An,m).
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Предложение 9.22. Пусть F—произвольное поле, A ⊆ Tn(F)—произволь-
ная подалгебра верхнетреугольной матричной алгебры. Тогда l(A) � l

(
Tn(F)

)
.

Доказательство. По лемме 4.2 справедливо l(A) � n−1, и n−1 = l
(
Tn(F)

)
по теореме 4.1.

Предложение 9.23. Пусть F—произвольное поле, A—конечномерная ал-
гебра над F и B ⊆ A, причём существуют a1, . . . , an ∈ A, такие что
〈B, a1, . . . , an〉 = A и для любого b ∈ B выполнено aib, bai ∈ 〈a1, . . . , an〉. То-
гда l(B) � l(A).

Доказательство. Пусть SB —произвольная система порождающих алге-
бры B. Тогда SA = SB ∪ {a1, . . . , an} будет системой порождающих для A
длины l(SB). Следовательно, l(A) � l(SA) = l(SB) и, значит, l(A) � max

SB
l(SB) =

= l(B).

Приведём примеры таких алгебр.
Пример 9.24. Пусть F—произвольное поле, A ⊆ Tn(F)—произвольная

подалгебра верхнетреугольной матричной алгебры, B = A ∩ Dn(F). Тогда
l(B) � l(A).
Пример 9.25. Пусть F—произвольное поле, A, B—конечномерные алгебры

над F. Тогда A ⊂ A⊕ B и l(A) � l(A⊕ B).

Пользуясь случаем, автор выражает особую благодарность своему научному
руководителю А. Э. Гутерману за внимание к работе и полезные обсуждения.
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