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Аннотация

В работа вводится понятие E∞-алгебры с фильтрацией и выстраивается аппа-
рат спектральных последовательностей для таких алгебр, который затем применяется
к мультипликативным когомологическим спектральным последовательностям расслое-
ний. Доказано существование структуры D∞-дифференциальной A∞-алгебры в чле-
нах когомологической спектральной последовательности расслоения над полем и вы-
числена начальная мультипликативная компонента этой структуры на втором члене
спектральной последовательности.

Abstract

S. V. Lapin, D∞-differential E∞-algebras and spectral sequences of D∞-differential
modules, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 8, pp. 105—125.

In the present paper, we introduce the concept of a filtered E∞-algebra, construct
spectral sequences for such algebras, and apply them to multiplicative cohomological
spectral sequences of bundles. The existence of the structure of D∞-differential A∞-al-
gebra in cohomological spectral sequences of bundles over fields is proved and the initial
multiplicative component of this structure at the second term of the spectral sequence is
calculated.

В [1] мы ввели понятие D∞-дифференциального модуля— квантового анало-
га понятия возмущения дифференциального модуля в теории возмущений Гуген-
хайма—Лэмба—Сташеффа в гомологической алгебре [10—14]. В [3] мы также
показали, что структура D∞-дифференциального модуля гомотопически инва-
риантна, и установили связь между теорией спектральных последовательностей
и конструкцией D∞-дифференциального модуля. В частности, мы показали, что
произвольная спектральная последовательность над полем является спектраль-
ной последовательностью некоторого D∞-дифференциального модуля.

С другой стороны, В. А. Смирнов [5] ввёл понятие E∞-алгебры в катего-
рии дифференциальных градуированных модулей. Одним из основных свойств
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структуры E∞-алгебры является её гомотопическая инвариантность, показан-
ная в [7]. А именно, в каждом дифференциальном градуированном модуле,
гомотопически эквивалентном некоторой E∞-алгебре, можно ввести структу-
ру E∞-алгебры.

В данной статье мы вводим понятие D∞-дифференциальной E∞-алгебры—
квантовый аналог понятия E∞-алгебры. Мы также доказываем гомотопическую
инвариантность структуры D∞-дифференциальной E∞-алгебры. Мы исследуем
основные гомотопические свойства D∞-дифференциальных E∞-алгебр и изуча-
ем связи между конструкцией D∞-дифференциальной E∞-алгебры и спектраль-
ными последовательностями D∞-дифференциальных модулей.

1. D∞-дифференциальные модули
и спектральные последовательности
D∞-дифференциальных модулей

В этом разделе напоминаются необходимые определения и утверждения из
[1—4], связанные с понятием D∞-дифференциального модуля.

Пусть K —коммутативное кольцо с единицей. Все рассматриваемые в этом
разделе модули и отображения модулей являются соответственно K-модулями
и K-линейными отображениями модулей.

Напомним сначала, что дифференциальным градуированным модулем или,
более кратко, просто дифференциальным модулем (X, d) называется произволь-
ный градуированный модуль X = {Xn}, n ∈ Z, снабжённый дифференциалом
d : X• → X•−1, который является отображением градуированных модулей сте-
пени −1 и для которого выполнено условие d2 = 0. Отображением дифферен-
циальных модулей f : (X, d) → (Y, d) называется отображение градуированных
модулей f : X• → Y• степени 0, удовлетворяющее условию df = fd. Гомотопией
h : X → Y между отображениями f, g : (X, d) → (Y, d) дифференциальных моду-
лей называется отображение градуированных модулей h : X• → Y•+1 степени 1,
для которого выполнено условие dh + hd = f − g.

Пусть заданы отображения дифференциальных модулей η : X � Y : ξ, удо-
влетворяющие условию ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между отобра-
жениями дифференциальных модулей ξη и 1X , для которой выполнены условия
ηh = 0, ξh = 0, hh = 0. Любая указанная выше тройка (η : X � Y : ξ, h)
называется SDR-ситуацией дифференциальных модулей.

Один из источников появления SDR-ситуаций дифференциальных модулей—
гомологии заданных над полем дифференциальных модулей. Действительно,
пусть H(X) = Ker d/ Im d— гомологический модуль произвольного заданного
над полем дифференциального модуля (X, d). Если градуированный модуль
H(X) рассмотреть как дифференциальный модуль с нулевым дифференциа-
лом, то при помощи фиксированного разложения в прямую сумму Ker d =
= H(X)⊕Im d получим SDR-ситуацию (η : X � H(X) : ξ, h) дифференциальных
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модулей. Полученную SDR-ситуацию дифференциальных модулей далее будем
называть гомологической SDR-ситуацией дифференциального модуля (X, d).

D∞-дифференциалом градуированного модуля X = {Xn}, n ∈ Z, называется
семейство гомоморфизмов {d i : X• → X•−1 | i � 0}, которые для каждого целого
числа k � 0 удовлетворяют соотношению∑

i+j=k

d id j = 0.

D∞-дифференциальным модулем или, более кратко, D∞-модулем (X, d i) на-
зывается произвольный градуированный модуль X, рассматриваемый вместе
с некоторым фиксированным D∞-дифференциалом {d i : X• → X•−1 | i � 0}
этого градуированного модуля.

Для любого D∞-модуля (X, d i) при k = 0 имеем

d 0d 0 = 0.

Следовательно, (X, d0) является дифференциальным модулем. При k = 1 имеем

d 1d 0 + d 0d 1 = 0.

Другими словами, отображения d 0 и d 1 являются антикоммутирующими. Из
этого следует, что композиция d 1d 1 : X → X является эндоморфизмом диффе-
ренциального модуля (X, d 0). При k = 2 получаем

d 0d 2 + d 2d 0 = 0 − d 1d 1.

Это означает, что отображение d 2 : X → X является гомотопией меж-
ду нулевым отображением и отображением дифференциальных модулей
d 1d 1 : (X, d 0) → (X, d 0). Таким образом, отображение d 1 : X → X является
дифференциалом с точностью до гомотопии.

Морфизмом D∞-модулей f : (X, d i) → (Y, d i) называется семейство гомо-
морфизмов f = {f i : X• → Y• | i � 0}, удовлетворяющих для каждого целого
числа k � 0 соотношению ∑

i+j=k

f id j =
∑

i+j=k

d if j .

Для любого морфизма D∞-модулей f = {f i} : (X, d i) → (Y, d i} при k = 0
имеем

f0d 0 = d 0f0.

Следовательно, определено отображение дифференциальных модулей
f0 : (X, d 0) → (Y, d 0). При k = 1 имеем

f0d 1 − d 1f0 = d 0f1 − f1d 0.

Следовательно, f1 : X → Y является гомотопией между нулевым отображением
и отображением f0d 1 − d 1f0 : (X, d 0) → (Y, d 0). Другими словами, отобра-
жение f0 относительно d 1 является с точностью до гомотопии отображением
дифференциальных модулей.
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Для любых морфизмов D∞-модулей f = {f i} : X → Y и g = {gi} : Y → Z
определим их композицию gf = {(gf)i} : X → Z, полагая

(gf)i =
∑

s+t=i

gsf t, i � 0.

Легко убедиться, что тождественным морфизмом 1X = {1i
X} для D∞-моду-

ля (X, d i) служит семейство отображений модулей 1X = {1i
X : X → X}, где

1i
X = 0, i > 0, а 10

X — тождественное отображение модуля X. Таким образом,
определена категория D∞-модулей.

D∞-модуль (X, d i) называется D
(s)
∞ -дифференциальным модулем или, более

кратко, D
(s)
∞ -модулем, если найдётся такое целое число s � 0, для которого вы-

полнены условия d i = 0, i < s. В этом случае D∞-дифференциал {d i} будем
называть D

(s)
∞ -дифференциалом. Морфизмами D

(s)
∞ -модулей считаются морфиз-

мы D∞-модулей. Для D
(s)
∞ -модуля (X, d i) будем использовать запись (X, d i+s),

где i � 0.
Очевидно, что при s = 0 категория D

(s)
∞ -модулей совпадает с указанной выше

категорией D∞-модулей, а для каждого фиксированного числа s � 0 категория
D

(s+1)
∞ -модулей является полной подкатегорией категории D

(s)
∞ -модулей.

Отметим, что для произвольного D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) имеет место равен-

ство d sd s = 0, т. е. определён дифференциальный модуль (X, d s).
Гомотопией между морфизмами D

(s)
∞ -модулей f, g : (X, d i+s) → (Y, d i+s) на-

зывается семейство гомоморфизмов h = {hi−s : X• → Y•+1 | i � 0}, удовлетво-
ряющих для каждого целого числа k � 0 соотношению∑

i+j=k

d i+shj−s + hj−sd i+s = fk − gk.

Для любой гомотопии h = {hi−s : X• → Y•+1} между морфизмами D
(s)
∞ -мо-

дулей f, g : (X, d i+s) → (Y, d i+s) при k = 0 имеем

d sh−s + h−sd s = f0 − g0.

Следовательно, h−s : X• → Y•+1 — гомотопия между отображениями
f0, g0 : (X, d s) → (Y, d s) дифференциальных модулей.

Легко проверяется, что отношение между морфизмами D
(s)
∞ -модулей, опре-

деляемое наличием гомотопии между ними, является отношением эквивалент-
ности. При помощи этого отношения эквивалентности стандартно определяется
понятие гомотопической эквивалентности между D

(s)
∞ -модулями.

Напомним теперь основные гомотопические свойства D
(s)
∞ -модулей. Пусть за-

даны произвольные D
(s)
∞ -модули (X, d i+s) и (Y, d i+s). Кроме того, пусть заданы

произвольные морфизмы D
(s)
∞ -модулей η = {ηi} : (X, d i+s) � (Y, d i+s) :{ξi} = ξ

и некоторая гомотопия h = {hi−s} : X → X между морфизмами D
(s)
∞ -модулей

ξη и 1X , для которых выполнены следующие условия:
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∑
i+j=k

ηiξj = (1Y )k,
∑

i+j=k

d i+shj−s + hi−sd j+s =
∑

i+j=k

ξiηj − (1X)k, k � 0.

Рассмотренная ситуация записывается в виде (η : X � Y : ξ, h) и называется
сильной деформационной ретракцией D

(s)
∞ -модулей. При выполнении дополни-

тельных условий∑
i+j=k

ηihj−s = 0,
∑

i+j=k

hi−sξj = 0,
∑

i+j=k

hi−shj−s = 0, k � 0,

указанная выше сильная деформационная ретракция D
(s)
∞ -модулей называется

SDR-ситуацией D
(s)
∞ -модулей.

Теорема 1.1. Пусть заданы произвольные D
(s)
∞ -модуль (X, d i+s) и дифферен-

циальный модуль (Y, d). Кроме того, пусть задана любая сильная деформаци-
онная ретракция (η : (X, d s) � (Y, d) : ξ, h) дифференциальных модулей. Тогда
набор гомоморфизмов {d i+s : Y• → Y•−1}, определяемых формулами

d s = d, d i+s = η

( ∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1

)
ξ, i � 1, (1)

является D
(s)
∞ -дифференциалом модуля Y . Более того, имеется сильная дефор-

мационная ретракция D
(s)
∞ -модулей (η̃ : X � Y : ξ̃, h̃), определяемая формулами

ξ̃0 = ξ, ξ̃i = h

( ∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1

)
ξ, i � 1, (2)

η̃0 = η, η̃i = η

( ∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1

)
h, i � 1, (3)

h̃−s = h, h̃i−s = h

( ∑
1�k�i

i1+...+ik=i
i1�1,...,ik�1

d i1+s (hd i2+s) . . . (hd ik+s)︸ ︷︷ ︸
k−1

)
h, i � 1. (4)

Если сильная деформационная ретракция (η : (X, d s) � (Y, d) : ξ, h) является
SDR-ситуацией дифференциальных модулей, то сильная деформационная ре-
тракция (η̃ : X � Y : ξ̃, h̃), получаемая по формулам (1)—(4), является SDR-си-
туацией D

(s)
∞ -модулей.

Пусть над произвольным полем задан D
(s)
∞ -модуль (X, d i+s). Тогда, как

было отмечено в начале раздела, определена гомологическая SDR-ситуация
(η : X � H(X) : ξ, h) дифференциального модуля (X, d s). Если применить
к этой SDR-ситуации теорему 1.1, получим следующее утверждение.
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Следствие 1.1. Пусть над произвольным полем задан D
(s)
∞ -модуль

(X, d i+s), и пусть H(X)— гомологический модуль дифференциального моду-
ля (X, d s). Тогда формулы (1)—(4) задают на H(X) структуру D

(s)
∞ -модуля

{d i+s : H•(X) → H•−1(X)}, где d s = 0, и определяют SDR-ситуацию D
(s)
∞ -мо-

дулей (η̃ : X � H(X) : ξ̃, h̃).

Так как для D
(s)
∞ -модуля (H(X), d i+s) из следствия 1.1 выполнено условие

d s = 0, то модуль гомологий H(X) является D
(s+1)
∞ -модулем

(
H(X), d i+(s+1)

)
.

В частности, определён дифференциальный модуль (H(X), d s+1), к которому
можно снова применять следствие 1.1. Итерация применения следствия 1.1 к за-
данному над полем D

(1)
∞ -модулю приводит к следующему утверждению.

Теорема 1.2. Любой заданный над полем D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1) определя-

ет спектральную последовательность {(Xs, ds)}s�1, где (X1, d1) = (X, d 1). Для
каждого s � 1 член (Xs, ds) этой спектральной последовательности имеет струк-
туру D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), где ds

s = ds. Структура D
(s+1)
∞ -модуля в члене Xs+1

индуцирована по следствию 1.1 структурой D
(s)
∞ -модуля в члене Xs, и, в част-

ности, D
(s+1)
∞ -модуль Xs+1, если рассматривать его как D

(s)
∞ -модуль, является

гомотопически эквивалентным D
(s)
∞ -модулю Xs.

D
(s)
∞ -модуль (X, d i+s) называется стабильным, если для каждого x ∈ X най-

дётся номер k � 0, зависящий от элемента x, для которого выполнены условия
d i+s(x) = 0, i > k. Модулем гомологий H(X) стабильного D

(s)
∞ -модуля X на-

зывается модуль гомологий Ker Ds/ Im Ds модуля X относительно суммарного
дифференциала

Ds = (d s + d 1+s + . . . + d i+s + . . .) : X• → X•−1.

Отметим, что суммарный дифференциал корректно определен только в слу-
чае стабильных D

(s)
∞ -модулей.

Легко видеть, что если в условиях теоремы 1.1 данный D
(s)
∞ -модуль (X, d i+s)

является стабильным, то получаемый в этой теореме D
(s)
∞ -модуль (Y, d i+s) так-

же является стабильным. Применяя это наблюдение к спектральной последова-
тельности стабильного D

(1)
∞ -модуля, получаем следующее утверждение.

Теорема 1.3. Если заданный над полем D
(1)
∞ -модуль X является стабильным,

то спектральная последовательность {(Xs, ds)}s� этого D
(1)
∞ -модуля сходится

к модулю его гомологий H(X) = Ker D1/ Im D1. Все члены Xs, s � 1, этой спек-
тральной последовательности, если их рассматривать как дифференциальные
модули с суммарными дифференциалами Ds : (Xs)• → (Xs)•−1, гомотопически
эквивалентны между собой и гомотопически эквивалентны дифференциальному
модулю (H(X), d = 0).
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2. Дифференциальные модули
с (1)-фильтрациями над полями
и стабильные D(1)

∞ -дифференциальные модули

В этом разделе рассматриваются дифференциальные модули с (1)-фильтра-
циями и устанавливается связь между заданными над полями дифференциаль-
ными модулями с (1)-фильтрациями и стабильными D

(1)
∞ -дифференциальными

модулями.
Напомним сначала, что фильтрацией {Xn}, n ∈ Z, дифференциального мо-

дуля (X, d) называется семейство градуированных подмодулей Xn
• ⊆ X•, для

которых выполнены следующие условия:

. . . ⊆ Xn
• ⊆ Xn+1

• ⊆ . . . ,
⋃
n∈Z

Xn = X,
⋂
n∈Z

Xn = 0, d(Xn) ⊆ Xn, n ∈ Z.

Отображением f : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с филь-
трациями называется отображение f : X → Y дифференциальных модулей, для
которого выполнено условие f(Xn) ⊆ Y n, n ∈ Z. Гомотопией h между отображе-
ниями f, g : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с фильтрациями
называется гомотопия h : X → Y между отображениями f, g : X → Y диффе-
ренциальных модулей, для которой выполнено условие h(Xn) ⊆ Y n, n ∈ Z.

(1)-фильтрацией дифференциального модуля (X, d) будем называть про-
извольную фильтрацию {Xn} этого дифференциального модуля, удовлетво-
ряющую условию d(Xn) ⊆ Xn−1, n ∈ Z. Отображениями дифференци-
альных модулей с (1)-фильтрациями будем считать отображения дифферен-
циальных модулей с фильтрациями. Гомотопией h между отображениями
f, g : (X, {Xn}) → (Y, {Y n}) дифференциальных модулей с (1)-фильтрация-
ми будем называть любую гомотопию h : X → Y между отображениями
f, g : X → Y дифференциальных модулей, для которой выполнено условие
h(Xn) ⊆ Y n+1, n ∈ Z.

Под SDR-ситуацией дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями будем
понимать SDR-ситуацию (η : X � Y : ξ, h) дифференциальных модулей, в кото-
рой отображения η : X → Y , ξ : Y → X являются морфизмами дифференциаль-
ных модулей с (1)-фильтрациями и гомотопия h : X → X является гомотопией
между морфизмами дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями.

Пусть задан произвольный дифференциальный модуль X с (1)-фильтрацией
{Xn}, и пусть in : H(Xn) → H(X)—отображение модулей гомологий, индуци-
рованное вложением Xn ⊆ X. Тогда семейство подмодулей H(X)n ⊆ H(X),
n ∈ Z, где H(X)n = Im(in), является фильтрацией {H(X)n} гомологического
модуля H(X), которую можно считать (1)-фильтрацией. Легко убедиться, что
если дифференциальный модуль X с (1)-фильтрацией {Xn} задан над полем, то
гомологическая SDR-ситуация (η : X � H(X) : ξ, h) является SDR-ситуацией
дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями {Xn} и {H(X)n}. Эту SDR-си-
туацию дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями далее будем называть
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гомологической SDR-ситуацией дифференциального модуля (X, d) с (1)-филь-
трацией {Xn}.

Сопряжённым дифференциальным модулем к заданному дифференциально-
му модулю (X, d) называется дифференциальный модуль (X∗, d ∗), для которого
X∗ = {X∗

−n}, n ∈ Z, X∗
−n = (Xn)∗, d ∗

−• = (d•+1)∗ : X∗
−• → X∗

−•−1, где ∗—опе-
рация сопряжения модулей. Легко убедиться, что произвольная (1)-фильтрация
{Xn} дифференциального модуля X индуцирует на сопряжённом дифференци-
альном модуле X∗ (1)-фильтрацию {(X∗)−n}, где (X∗)−n = (X/Xn)∗. Ясно, что
каждая SDR-ситуация (η : X � Y : ξ, h) дифференциальных модулей с (1)-филь-
трациями определяет SDR-ситуацию (ξ∗ : X∗ � Y ∗ : η∗, h∗) дифференциальных
модулей с (1)-фильтрациями.

Примеры дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями можно получить
при помощи конструкции нормализованного (ко)цепного комплекса симплици-
ального множества [16]. Действительно, если рассмотреть фильтрацию {Xn}
симплициального множества X его остовами, то нормализованный цепной ком-
плекс N(X) и нормализованный коцепной комплекс N∗(X) этого симплици-
ального множества являются дифференциальными модулями соответственно
с (1)-фильтрациями {N(X)n} и {N∗(X)−n}, где N(X)n = N(Xn), N∗(X)−n =
=
(
N(X)/N(Xn)

)∗
, n � 0. В частности, если для произвольного топологиче-

ского пространства X рассмотреть симплициальное множество S(X) его сингу-
лярных симплексов [16], то получим, что дифференциальные модули N(X) =
= N

(
S(X)

)
и N∗(X) = N∗(S(X)

)
имеют соответственно (1)-фильтрации

{N(X)n} и {N∗(X)−n}, которые индуцированы фильтрацией остовами {S(X)n}
симплициального множества S(X).

Рассмотрим один из способов введения (1)-фильтраций на дифференциаль-
ных модулях. Легко проверяется, что справедливо следующее утверждение.

Предложение 2.1. Пусть задано отображение дифференциальных модулей
f : X → Y , и, кроме того, пусть задана произвольная (1)-фильтрация {Y n}
дифференциального модуля Y . Тогда на дифференциальном модуле X имеется
(1)-фильтрация {Xn}, где Xn = f−1(Y n), n ∈ Z.

Следствие 2.1. Пусть задано произвольное отображение симплициальных
множеств f : X → Y , и пусть {Y n}—фильтрация симплициального множе-
ства Y его остовами. Тогда нормализованные цепной комплекс N(X) и коцеп-
ной комплекс N∗(X) являются дифференциальными модулями соответствен-
но с (1)-фильтрациями {N(X)n} и {N∗(X)−n}, где N(X)n = N

(
f−1(Y n)

)
и

N∗(X)−n = (N(X)/N(X)n)∗.

Следствие 2.2. Пусть задано произвольное расслоение Серра p : E → B, и
пусть {S(B)n}—фильтрация остовами симплициального множества S(B) син-
гулярных симплексов базы B этого расслоения. Тогда нормализованный цеп-
ной комплекс N(E) и нормализованный коцепной комплекс N∗(E) являются
дифференциальными модулями соответственно с (1)-фильтрациями {N(E)n} и
{N∗(E)−n}, где N(E)n = N

(
S(f)−1(S(B)n)

)
и N∗(E)−n = (N(E)/N(E)n)∗.
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Рассмотрим теперь связь между заданными над полем дифференциальными
модулями с (1)-фильтрациями и стабильными D

(1)
∞ -модулями.

Пусть над полем задан произвольный дифференциальный модуль (X, d)
с (1)-фильтрацией {Xn}. Обозначим через Zk

X подмодуль градуированного мо-
дуля Xk, для которого Xk = Zk

X ⊕ Xk−1. При помощи условия d(Xk
• ) ⊆ Xk−1

•−1

определим стабильный D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1), полагая

d i+1 =
⊕
k∈Z

di+1
k : X• → X•−1, i � 0,

где отображение di+1
k : (Zk

X)• → (
Z

k−(i+1)
X

)
•−1

является компонентой отображе-
ния модулей

d : (Zk
X)• → Xk−1

•−1 =
(
(Zk−1

X )•−1 ⊕ . . . ⊕ (Zk−(i+1)
X )•−1 ⊕ . . .

)
.

Ясно, что D
(1)
∞ -модуль (X, d i+1) является стабильным D

(1)
∞ -модулем, для кото-

рого выполнено условие (X,D1) = (X, d), где D1 — суммарный дифференциал
D

(1)
∞ -модуля (X, d i+1).
Пусть теперь над полем задано произвольное отображение

f : (X, {Xn}) → (Y, {Y n})
дифференциальных модулей с (1)-фильтрациями. При помощи условия f(Xk

• ) ⊆
⊆ Y k

• определим отображение стабильных D
(1)
∞ -модулей

{f i} : (X, d i+1) → (Y, d i+1),

полагая
f i =

⊕
k∈Z

f i
k : X• → Y•, i � 0,

где отображение f i
k : (Zk

X)• → (Zk−i
Y )• является компонентой отображения мо-

дулей
f : (Zk

X)• → Y k
• =

(
(Zk

Y )• ⊕ . . . ⊕ (Zk−i
Y )• ⊕ . . .

)
.

Ясно, что по построению f = (f0 +f1 + . . .+f i + . . .). Аналогично показывается,
что любая гомотопия между отображениями заданных над полем дифференци-
альных модулей с (1)-фильтрациями однозначно определяет гомотопию между
соответствующими отображениями D

(1)
∞ -модулей. Таким образом, имеем следу-

ющее утверждение.

Предложение 2.2. Каждый заданный над полем дифференциальный модуль
(X, d) с (1)-фильтрацией однозначно определяет на градуированном модуле X

структуру стабильного D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1), для которого (X,D1) = (X, d),

где D1 — суммарный дифференциал D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1). Более того, каждая

заданная над полем SDR-ситуация дифференциальных модулей с (1)-фильтраци-
ями однозначно определяет SDR-ситуацию стабильных D

(1)
∞ -модулей, для кото-

рой суммарная SDR-ситуация дифференциальных модулей совпадает с исходной
SDR-ситуацией дифференциальных модулей.
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Если рассмотреть спектральную последовательность дифференциального мо-
дуля с (1)-фильтрацией [15, 17] и сравнить её с указанной в теореме 1.2 спек-
тральной последовательностью D

(1)
∞ -модуля, определяемого данным дифферен-

циальным модулем с (1)-фильтрацией, то получим следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть {(Xs, ds)}s�1 — спектральная последовательность произ-
вольного заданного над полем дифференциального модуля (X, d) с (1)-фильтра-
цией. Тогда на каждом члене (Xs, ds) этой спектральной последовательности
имеется структура стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), которая связана с диф-

ференциалом ds в этом члене равенством d s
s = ds. Если (1)-фильтрация диффе-

ренциального модуля X является ограниченной снизу, то для каждого s � 1 мо-
дуль гомологий H(Xs) = Ker Ds/ Im Ds стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ) изо-

морфен предельному члену X∞ спектральной последовательности {(Xs, ds)}s�1

и, следовательно, изоморфен модулю гомологий H(X) = Ker d/ Im d.

Следствие 2.3. Пусть {(Xs, ds)}s�1 — заданная над полем (ко)гомологи-
ческая спектральная последовательность произвольного расслоения Серра
p : E → B. Тогда на каждом члене (Xs, ds) этой спектральной последователь-
ности имеется структура стабильного D

(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s ), которая связана

с дифференциалом ds в этом члене равенством d s
s = ds. Для каждого s � 1

модуль гомологий H(Xs) = Ker Ds/ Im Ds стабильного D
(s)
∞ -модуля (Xs, d

i+s
s )

изоморфен модулю (ко)гомологий H(E) тотального пространства данного рас-
слоения.

3. Операды и алгебры над операдами

В этом разделе напоминаются основные определения и конструкции из
[5—9], связанные с понятиями операды и алгебры над операдой в категории
дифференциальных модулей.

Пусть K —коммутативное кольцо с единицей. Все рассматриваемые в этом
разделе модули и отображения модулей являются соответственно K-модулями
и K-линейными отображениями модулей.

Симметрическим семейством E = {E(j)}j�1 называется семейство диффе-
ренциальных модулей E(j), на которых справа действуют симметрические груп-
пы Σj , j � 1. Симметрическое семейство E = {E(j)}j�1 называется Σ-свобод-
ным, если для любого номера j � 1 дифференциальный модуль E(j) является
Σj-свободным.

Морфизмом симметрических семейств f : E ′ → E ′′ называется любое се-
мейство Σj-эквивариантных отображений дифференциальных модулей f =
= {f(j) : E ′(j) → E ′(j)}j�1. Гомотопией h : E ′ → E ′′ между морфизмами симмет-
рических семейств f, g : E ′ → E ′′ называется произвольное семейство Σj-эквива-
риантных гомотопий h = {h(j) : E ′(j) → E ′′(j)}j�1 между Σj-эквивариантными
отображениями дифференциальных модулей f(j) и g(j).



D∞-дифференциальные E∞-алгебры и спектральные последовательности 115

При помощи понятия гомотопии между морфизмами стандартно определяет-
ся понятие гомотопической эквивалентности симметрических семейств.

Для заданных симметрических семейств E ′ и E ′′ рассмотрим симметриче-
ское семейство E ′ × E ′′ = {(E ′ × E ′′)(j)}j�1, где (E ′ × E ′′)(j) —фактор-модуль
Σj-свободного дифференциального модуля, порождённого дифференциальным
модулем ∑

j1+...+jk=j

E ′(k) ⊗ E ′′(j1) ⊗ . . . ⊗ E ′′(jk),

по отношению эквивалентности ∼, определённому соотношениями

eσ ⊗ e1 ⊗ . . . ⊗ ek ∼ (e ⊗ eσ−1(1) ⊗ . . . ⊗ eσ−1(k))σ(j1, . . . , jk),

e ⊗ e1σ1 ⊗ . . . ⊗ ekσk ∼ (e ⊗ e1 ⊗ . . . ⊗ ek)(σ1 × . . . × σk).

Здесь σ(j1, . . . , jk) ∈ Σj —перестановка j элементов, полученная после раз-
биения множества из j элементов на k блоков мощности j1, . . . , jk и дей-
ствия перестановкой σ на этих блоках; (σ1 × . . . × σk) ∈ Σj —образ элемента
(σ1, . . . , σk) ∈ Σj1 × . . . × Σjk

при вложении Σj1 × . . . × Σjk
→ Σj . Отметим,

что указанное ×-произведение ассоциативно, т. е. для произвольных симметри-
ческих семейств E , E ′, E ′′ имеется изоморфизм E × (E ′ × E ′′) ≈ (E × E ′) × E ′′

в категории симметрических семейств.
Операдой (E , π) называется симметрическое семейство E = {E(j)}j�1, рас-

сматриваемое вместе с морфизмом симметрических семейств π : E × E → E , для
которого выполнено условие π(π × 1) = π(1 × π). Операда называется Σ-сво-
бодной, если она Σ-свободна как симметрическое семейство. Морфизм сим-
метрических семейств π : E × E → E называется умножением операды (E , π).
Единицей операды (E , π) называется элемент 1 ∈ E(1)0, который для каж-
дого элемента ej ∈ E(j), j � 1, удовлетворяет равенствам π(1 ⊗ ej) = ej и
π(ej ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1) = ej . Морфизмом операд f : (E ′, π′) → (E ′′, π′′) называется
морфизм симметрических семейств f : E ′ → E ′′, для которого выполнено условие
fπ′ = π′′(f × f).

Рассмотрим симметрическое семейство K = {K(j)}j�1, где K(j) = 0, j > 1,
и K(1) = K. Отметим, что для любого симметрического семейства E имеется
изоморфизм симметрических семейств E×K ≈ K×E . Задание единицы в операде
(E , π) равносильно заданию морфизма симметрических семейств i : K → E , для
которого выполнено условие π(1 × i) = π(i × 1).

Простейшим примером операды служит операда (C, π), где C(j) является
свободным модулем с одной образующей c(j) ∈ C(j)0 и тривиальным действием
группы Σj . Умножение π : C × C → C этой операды определяется формулой

π
(
c(k) ⊗ c(j1) ⊗ . . . ⊗ c(jk)

)
= c(j), j = j1 + . . . + jk.

Каноническим примером операды является операда (EX , π), определяемая
для любого дифференциального модуля X. Напомним конструкцию этой опе-
рады. Пусть X⊗j —это j-я тензорная степень над K дифференциального
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модуля X. Определим дифференциальный модуль EX(j), полагая EX(j) =
= HomK(X⊗j ;X), где HomK(X⊗j ;X) является дифференциальным градуи-
рованным модулем всех K-модульных отображений из X⊗j в X. Действие
симметрической группы Σj на EX(j) определяется действием Σj на X⊗j пере-
становкой сомножителей. Структура операды на симметрическом семействе EX ,
т. е. умножение π : EX × EX → EX , задаётся формулой

π(g ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk) = g ◦ (g1 ⊗ . . . ⊗ gk), gi ∈ EX(ji), 1 � i � k, g ∈ EX(k).

Единицей 1 ∈ EX(1)0 операды (EX , π) является тождественное отображе-
ние дифференциального модуля X. Аналогично определяется операда (EX , π),
структура которой задаётся следующими равенствами:

EX(j) = HomK(X;X⊗j), π(g ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk) = (g1 ⊗ . . . ⊗ gk) ◦ g.

Рассмотрим построенную в [5] операду (E∞, π). По построению операда E∞
является свободной и Σ-свободной операдой, для которой имеется морфизм опе-
рад E∞ → C, являющийся гомотопической эквивалентностью симметрических
семейств. В частности, для каждого j � 1 дифференциальный модуль E∞(j)
является свободной резольвентой тривиального K[Σj ]-модуля K, где K[Σj ]—
групповая K-алгебра симметрической группы Σj . Например, дифференциаль-
ный модуль E∞(2) является K[Z2]-свободным ацикличным цепным комплексом
с образующими Ui ∈ E∞(2) размерности i � 0 и граничным оператором

d(Ui) = Ui−1 + (−1)iUi−1T, T ∈ Σ2 = Z2.

Рассмотрим построенную в [6] операду (E, π). Обозначим через ∆̄[n] норма-
лизованный цепной комплекс N(∆[n]) стандартного n-мерного симплициального
симплекса ∆[n]. Семейство цепных комплексов ∆̄[∗] = {∆̄[n]}n�0 является ко-
симплициальным объектом в категории цепных комплексов. Обозначим через
∆̄[∗]⊗j косимплициальный цепной комплекс, являющийся j-й тензорной сте-
пенью косимплициального цепного комплекса ∆̄[∗]. Рассмотрим симметриче-
ское семейство E = {E(j)}j�1, для которого E(j) является дифференциальным
градуированным модулем Hom(∆̄[∗]; ∆̄[∗]⊗j) косимплициальных гомоморфизмов
вида ∆̄[∗] → ∆̄[∗]⊗j . Действие симметрической группы Σj на E(j) определяется
действием Σj на ∆̄[∗]⊗j перестановкой сомножителей в тензорном произведении.
Умножение π : E × E → E операды (E, π) определяется правилом

π(e ⊗ e1 ⊗ . . . ⊗ ek) = (e1 ⊗ . . . ⊗ ek) ◦ e, ei ∈ E(ji), 1 � i � k, e ∈ E(k).

Отметим, что имеется морфизм операд ϕ∞ : E∞ → E, определяемый при
помощи свойства универсальности операды E, для которого выполнено условие
ϕ∞(U0) = ∇, где ∇ : ∆̄[∗] → ∆̄[∗] ⊗ ∆̄[∗]— стандартное ассоциативное коумно-
жение на косимплициальном цепном комплексе ∆̄[∗] (см. [6]).

Кооперадой (L,∇) называется симметрическое семейство L = {L(j)}j�1,
рассматриваемое вместе с морфизмом симметрических семейств ∇ : L → L×L,
для которого выполнено условие (∇ × 1)∇ = (1 × ∇)∇. Морфизм симметри-
ческих семейств ∇ : L → L × L называется коумножением кооперады (L,∇).
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Морфизмом кооперад f : (L′,∇′) → (L′′,∇′′) называется морфизм симметриче-
ских семейств f : L′ → L′′, для которого выполнено условие (f × f)∇′ = ∇′′f .

Простые примеры кооперад можно получить при помощи операции сопряже-
ния модулей. В самом деле, пусть задана произвольная операда (E , π), у которой
для любого номера j � 1 градуированный модуль E(j) в каждой размерности яв-
ляется конечно порождённым проективным K-модулем. Тогда симметрическое
семейство E∗ = {E(j)∗}j�1, где E(j)∗ = HomK(E(j);K), является кооперадой
относительно коумножения

∇ = π∗ : E∗ → (E × E)∗ = E∗ × E∗.

Кооперада (E∗,∇) называется кооперадой, сопряжённой к операде (E , π).
Пусть заданы произвольные дифференциальный модуль X и симметрическое

семейство E = {E(j)}j�1. Рассмотрим дифференциальный модуль

E × X =
⊕
j�1

E(j) ⊗K[Σj ] X⊗j ,

где K[Σj ]— групповая K-алгебра симметрической группы Σj . Легко убедиться,
что для любых симметрических семейств E ′, E ′′ и любого дифференциального
модуля X имеет место изоморфизм E ′ × (E ′′ × X) ≈ (E ′ × E ′′) × X в категории
дифференциальных модулей.

Алгеброй над операдой (E , π) или просто E-алгеброй называется дифферен-
циальный модуль X, рассматриваемый вместе с отображением дифференциаль-
ных модулей µ : E×X → X, для которого выполнено условие µ(π×1) = µ(1×µ).

Отметим, что введение структуры E-алгебры на дифференциальном моду-
ле X равносильно заданию морфизма операд E → EX .

Легко убедиться, что задание на дифференциальном модуле X структуры
алгебры над рассмотренной выше операдой (C, π) равносильно введению на X
структуры ассоциативной и коммутативной дифференциальной алгебры.

Коалгеброй над кооперадой (L,∇) или просто L-коалгеброй называется диф-
ференциальный модуль X, рассматриваемый вместе с фиксированным отобра-
жением дифференциальных модулей τ : X → L × X, для которого выполнено
условие (∇ × 1)τ = (1 × τ)τ . Коалгебры над кооперадой (E∗,∇), сопряжённой
к операде (E , π), называются E-коалгебрами.

Ясно, что введение на дифференциальном модуле X структуры E-коалгебры
равносильно заданию некоторого морфизма операд E → EX .

В [6] было показано, что на нормализованном сингулярном цепном ком-
плексе N(X) топологического пространства X имеется естественная структура
E-коалгебры. Эта структура определяется морфизмом операд α : E → EN(X),
который для произвольного элемента e ∈ E(j) = Hom(∆̄[∗]; ∆̄[∗]⊗j) и каждой
образующей x ∈ Nn(X) задаётся формулой

α(e)(x) =
(
N(x̄) ⊗ . . . ⊗ N(x̄)

)
e(in),
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где N(x̄) : ∆̄[n] → N(X)—цепное отображение, индуцированное симплициаль-
ным отображением x̄ : ∆[n] → X, x̄(in) = x, и in ∈ ∆̄[n]n —образующая стан-
дартного симплициального симплекса ∆[n].

Следствием структуры E-коалгебры на нормализованном сингулярном цеп-
ном комплексе N(X) топологического пространства X является наличие на этом
цепном комплексе N(X) естественной структуры E∞-коалгебры, структурный
морфизм операд E∞ → EN(X) которой определяется как композиция указанных
выше морфизмов операд ϕ∞ : E∞ → E и α : E → EN(X).

Пусть заданы произвольные симметрические семейства E ′ и E ′′. Обозначим
через E ′�E ′′ симметрическое подсемейство симметрического семейства E ′×E ′′,
для которого дифференциальный Σj-модуль (E ′�E ′′)(j) порождается тензорны-
ми произведениями

E ′(k1) ⊗ E ′′(1) ⊗ . . . ⊗ E ′′(1) ⊗ E ′′(k2) ⊗ E ′′(1) ⊗ . . . ⊗ E ′′(1), j = k1 + k2 − 1.

Таким образом, симметрическое семейство E ′�E ′′ порождается элементами вида

a �i b = a ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ b ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1,

где a ∈ E ′(k1), 1 ∈ E ′′(1), b ∈ E ′′(k2), 1 � i � k1 и элемент b стоит в тензорном
произведении 1⊗ . . .⊗ 1⊗ b⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 на месте с номером i. Легко убедиться,
что для любых симметрических семейств E ′, E ′′, E ′′′ симметрическое семей-
ство E ′� (E ′′�E ′′′) изоморфно прямому слагаемому симметрического семейства
(E ′ � E ′′) � E ′′′.

Для произвольного симметрического семейства E и для каждого целого чис-
ла n � 0 определим симметрическое семейство E�n, полагая

E�n =
(
. . .
(
( E � E) � E)� . . .

)� E︸ ︷︷ ︸
n

, n > 0, E�0 = K,

Рассмотрим для любых симметрических семейств E ′ и E перестановочный
морфизм симметрических семейств

T : (E ′ � E) � E → (E ′ � E) � E ,

который на элементах (a�i b)�j c, где a ∈ E ′(k1), b ∈ E(k2), c ∈ E(k3), задаётся
следующим правилом:

T
(
(a �i b) �j c

)
=




(a �i b) �j c, i � j � k2 + i − 1,

(−1)dim(b) dim(c)(a �j c) �k3+i−1 b, j < i,

(−1)dim(b) dim(c)(a �j−k2+1 c) �i b, j > k2 + i − 1.

Определим теперь действие симметрической группы Σn−1 перестановок чи-
сел 2, 3, . . . , n на симметрическом семействе E�n. Для этого рассмотрим сначала
действие произвольной транспозиции σ = (k + 1, k) ∈ Σn−1 на симметрическом
семействе E�n, которое задаётся формулой

σ(e1 � . . . � en) = T
((

(e1 � . . . � ek−1) � ek

)� ek+1

)
� . . . � en ∈ E�n,
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где
T : (E�(k−1) � E) � E → (E�(k−1) � E) � E —

указанный выше перестановочный морфизм симметрических семейств. Стан-
дартная процедура разложения произвольной перестановки из Σn−1 в произ-
ведение транспозиций соседних чисел определяет действие группы Σn−1 на
симметрическом семействе E�n.

Пусть задано произвольное симметрическое семейство E . Для каждого цело-
го числа n � 0 определим симметрическое семейство E∧n как симметрическое
фактор-семейство симметрического семейства E�n по действию группы Σn−1.
Двойственным образом определяется симметрическое семейство E∨n как сим-
метрическое подсемейство симметрического семейства E�n, инвариантное отно-
сительно действия группы Σn−1.

A∞-морфизмом f : (X,µ) → (Y, µ) алгебр над операдой (E , π) называется
семейство отображений

f =
{
fn : E∨n × X → Y | fn

(
(E∨n × X)•

) ⊆ Y•+n, n � 0
}
,

где
f0 : E∨0 × X = K × X = X → Y —

отображение дифференциальных модулей, которые для каждого целого числа
n � 0 удовлетворяют соотношению

dfn+1 + (−1)nfn+1d = (−1)nµ(1 × fn) − fn(1 ∨ . . . ∨ 1 × µ) +

+
n∑

t=1

(−1)t+nfn(1 ∨ . . . ∨ 1 ∨ π ∨ 1 ∨ . . . ∨ 1 × 1),

где t—номер места, на котором стоит π. Гомотопией h : X → Y между A∞-мор-
физмами f, g : (X,µ) → (Y, µ) алгебр над операдой (E , π) называется семейство
отображений

h =
{
hn : E∨n × X → Y | hn

(
(E∨n × X)•

) ⊂ Y•+n+1, n � 0
}
,

где
h0 : (E∨0 × X)• = (K × X)• = X• → Y•+1 —

гомотопия между отображениями f0 и g0, которые для каждого целого числа
n � 0 удовлетворяют соотношению

dhn+1 + (−1)n+1hn+1d = fn+1 − gn+1 + hn(1 ∨ . . . ∨ 1 × µ) +

+ (−1)nµ(1 × hn) +
n∑

t=1

(−1)t+n+1hn(1 ∨ . . . ∨ 1 ∨ π ∨ 1 ∨ . . . ∨ 1 × 1),

где t—номер места, на котором стоит π.
Пусть заданы A∞-морфизмы E-алгебр η : X � Y : ξ, для которых выполне-

но условие ηξ = 1Y , и пусть задана некоторая гомотопия h : X → X между
A∞-морфизмами E-алгебр 1X и ξη, удовлетворяющая условиям hξ = 0, ηh = 0,
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hh = 0. Рассмотренную ситуацию будем записывать в виде (η : X � Y : ξ, h) и
называть A∞-SDR-ситуацией E-алгебр.

Двойственным образом при помощи ∧-произведения для симметрических се-
мейств определяются понятия A∞-морфизма коалгебр над кооперадой, гомо-
топии между A∞-морфизмами коалгебр над кооперадой и A∞-SDR-ситуации
коалгебр над кооперадой.

4. D∞-дифференциальные E∞-алгебры

В этом разделе вводится понятие D∞-дифференциальной E∞-алгебры, яв-
ляющееся квантовым аналогом понятия E∞-алгебры, и устанавливаются связи
между D∞-дифференциальной E∞-алгеброй и спектральными последовательно-
стями D∞-дифференциальных модулей.

Пусть заданы произвольные D
(s)
∞ -модули (X, d i+s) и (Y, d i+s). Тогда на тен-

зорном произведении X ⊗Y градуированных модулей X и Y имеется D
(s)
∞ -диф-

ференциал {d i+s : (X ⊗ Y )• → (X ⊗ Y )•−1}, компоненты которого задаются
формулой

d i+s(x ⊗ y) = d i+s(x) ⊗ y + (−1)dim(x)x ⊗ d i+s(y).

В частности, для каждого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) и любого целого числа n � 1

определён D
(s)
∞ -модуль (X⊗n, d i+s).

Для любых D
(s)
∞ -модулей (X, d i+s) и (Y, d i+s) рассмотрим дифференциаль-

ный модуль
hom(s)(X;Y ) = {hom(s)(X;Y )n}n∈Z.

Элементами модуля hom(s)(X;Y )n являются семейства отображений модулей
f = {f−ns+i : X• → Y•+n}, i � 0, и дифференциал

d : hom(s)(X;Y )n → hom(s)(X;Y )n−1

задаётся формулой(
d(f)

)−(n−1)s+i =
∑

k+m=i

d k+sf−ns+m + (−1)n+1f−ns+kdm+s, i � 0,

где f = {f−ns+i} ∈ hom(s)(X;Y )n.
Заметим теперь, что если заданные D

(s)
∞ -модули (X, d i+s) и (Y, d i+s) рас-

сматривать как D
(s−1)
∞ -модули (X, d i+(s−1)) и (Y, d i+(s−1)), где d s−1 = 0, то для

указанных D
(s)
∞ -модулей наряду с дифференциальным модулем hom(s)(X;Y )

определен ещё дифференциальный модуль hom(s−1)(X;Y ). Легко видеть,
что имеет место вложение дифференциальных модулей hom(s−1)(X;Y ) ⊂
⊂ hom(s)(X;Y ), которое ставит в соответствие каждому семейству отобра-
жений {f−n(s−1)+i} ∈ hom(s−1)(X;Y )n семейство отображений {g−ns+i} ∈
∈ hom(s)(X;Y )n, где g−ns+i = 0, если 0 � i < n, и g−ns+i = f−n(s−1)+(i−n),
если i � n.
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Для произвольного дифференциального модуля (X, d) и любых D
(s)
∞ -модулей

(Y, d i+s), (Z, d i+s) рассмотрим дифференциальный модуль hom(s)(X ⊗ Y ;Z),
считая дифференциальный модуль (X, d) D

(s)
∞ -модулем (X, d i+s), где d s = d,

d i+s = 0, i > 0, и рассмотрим дифференциальный модуль hom
(
X; hom(s)(Y ;Z)

)
,

стандартно определяемый для дифференциальных модулей X и hom(s)(Y ;Z).
Легко убедиться, что имеется изоморфизм дифференциальных модулей

hom(s)(X ⊗ Y ;Z) → hom
(
X; hom(s)(Y ;Z)

)
,

ставящий в соответствие семейству отображений g = {g−ns+i : (X⊗Y )•→Z•+n}
отображение f : X• → hom(s)(Y ;Z)•+n, которое задаётся формулой

f(x)−(n+k)s+i(y) = g−ns+i(x ⊗ y), k = dim(x).

Определим теперь для любого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) операду

(E(s)
X , π

)
, пола-

гая E(s)
X (j) = hom(s)(X⊗j ;X). Действие симметрической группы Σj на E(s)

X (j)
определяется действием Σj на X⊗j перестановкой сомножителей. Структура

операды на E(s)
X , т. е. умножение

π : E(s)
X × E(s)

X → E(s)
X ,

задаётся формулами

π(g0 ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk) =
{(

π(g0 ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk)
)−ns+i}

, i � 0,(
π(g0 ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk)

)−ns+i =
∑

i0+...+ik=i

g−n0s+i0
0 ◦ (g−n1s+i1

1 ⊗ . . . ⊗ g−nks+ik

k ),

где gt = {gnts+i
t } ∈ E(s)

X (jt)nt
, 1 � t � k, j0 = k, n0+. . .+nk = n. Таким образом,

для каждого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) определена операда

(E(s)
X , π

)
. Аналогично

определяется операда
(EX

(s), π
)
, структура которой задаётся равенствами

EX
(s)(j) = hom(s)(X;X⊗j),

π(g ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk) =
{(

π(g ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk)
)−ns+i}

,(
π(g0 ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gk)

)−ns+i =
∑

i0+...+ik=i

(g−n1s+i1
1 ⊗ . . . ⊗ g−nks+ik

k ) ◦ g−n0s+i0
0 .

Пусть задана любая операда (E , π). Рассмотрим каждый дифференциальный
модуль (E(j), d) как D

(s)
∞ -модуль (E(j), d i+s), где d s = d, d i+s = 0, i > 0. Тогда

для каждого D
(s)
∞ -модуля (X, d i+s) на градуированном модуле E × X, опреде-

лённом в разделе 3, имеется структура D
(s)
∞ -модуля (E × X, d i+s), компоненты

D
(s)
∞ -дифференциала которого определяются компонентами D

(s)
∞ -дифференциа-

лов сомножителей в тензорном произведении.
D

(s)
∞ -дифференциальный модуль (X, d i+s), где s � 1, называется D

(s)
∞ -диф-

ференциальной алгеброй над операдой (E , π), или D
(s)
∞ -дифференциальной E-ал-

геброй, или, более кратко, D
(s)
∞ E-алгеброй, если задан некоторый морфизм
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D
(s)
∞ -модулей {µi} : E × X → X, который для каждого целого числа k � 0

удовлетворяет условию

µk(π × 1) =
∑

i+j=k

µi(1 × µj).

Легко убедиться, что введение на D
(s)
∞ -модуле X структуры D

(s)
∞ E-алгебры

равносильно заданию некоторого морфизма операд E → E(s)
X , где E(s)

X — это рас-

смотренная выше операда, определяемая D
(s)
∞ -модулем X.

A∞-морфизмом D
(s)
∞ E-алгебр

f : (X, d i+s, µi) → (Y, d i+s, µi)

называется семейство отображений

f =
{
f−ns+i

n : E∨n × X → Y | f−ns+i
n

(
(E∨n × X)•

) ⊆ Y•+n, n � 0, i � 0
}
,

где
{f i

0} : E∨0 × X = K × X = X → Y —

морфизм D
(s)
∞ -модулей, которые для любых целых чисел n � 0 и k � 0 удовле-

творяют соотношениям∑
i+j=k

d i+sf
−(n+1)s+j
n+1 + (−1)nf

−(n+1)s+i
n+1 d j+s =

∑
k=i+j

(−1)nµi(1 × f−ns+j
n ) +

+
n∑

l=1

(−1)l+nf−ns+k
n (1∨ . . .∨1∨π∨1∨ . . .∨1×1)−

∑
k=i+j

f−ns+i
n (1∨ . . .∨1×µj),

где l —номер места, на котором стоит π. Гомотопией между A∞-морфизмами
D

(s)
∞ E-алгебр f, g : (X, d i+s, µi) → (Y, d i+s, µi) называется семейство отображе-

ний

h =
{
h−(n+1)s+i

n : E∨n×X → Y | h−(n+1)s+i
n

(
(E∨n×X)•

)⊂ Y•+n+1, n � 0, i � 0
}
,

которые для любых целых чисел n � 0 и k � 0 удовлетворяют соотношениям∑
i+j=k

d i+sh
−(n+2)s+j
n+1 + (−1)n+1h

−(n+2)s+i
n+1 d j+s = f

−(n+1)s+k
n+1 − g

−(n+1)s+k
n+1 +

+
∑

k=i+j

h−(n+1)s+i
n (1 ∨ . . . ∨ 1 × µj) +

∑
k=i+j

(−1)nµi
(
1 × h−(n+1)s+j

n

)
+

+
n∑

l=1

(−1)l+n+1h−(n+1)s+k
n (1 ∨ . . . ∨ 1 ∨ π ∨ 1 ∨ . . . ∨ 1 × 1),

где l —номер места, на котором стоит π.
Пусть заданы A∞-морфизмы D

(s)
∞ E-алгебр η : X � Y : ξ, для которых выпол-

нено условие ηξ = 1Y , и задана гомотопия h : X → X между A∞-морфизмами
D

(s)
∞ E-алгебр 1X и ξη, удовлетворяющая условиям hξ = 0, ηh = 0, hh = 0.
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Рассмотренная ситуация называется A∞-SDR-ситуацией D
(s)
∞ E-алгебр и запи-

сывается в виде (η : X � Y : ξ, h).
D

(s)
∞ E-алгебра (X, d i+s, µi) называется стабильной, если D

(s)
∞ -модуль

(X, d i+s) является стабильным и для каждого e × x ∈ E × X найдётся це-
лое число k � 1, зависящее от элемента e × x, для которого выполнено условие
µi(e × x) = 0, i > k.

Отметим, что любая стабильная D
(s)
∞ E-алгебра (X, d i+s, µi) определяет сум-

марную E-алгебру (X,Ds, µ), где отображение µ : E×X → X задаётся формулой
µ = µ0 + µ1 + . . . + µi + . . ., а Ds —это суммарный дифференциал стабильного
D

(s)
∞ -модуля (X, d i+s).
Напомним теперь (см. [7]), что структура E∞-алгебры является гомотопиче-

ски инвариантной и, в частности, для любой заданной над полем E∞-алгебры X
определена E∞-алгебра гомологий H(X).

E∞-алгеброй гомологий H(X, d i+s, µi) для заданной над полем стабильной
D

(s)
∞ E∞-алгебры (X, d i+s, µi) называется E∞-алгебра гомологий H(X) её сум-

марной E∞-алгебры (X,Ds, µ).

Теорема 4.1. Пусть заданы произвольная D
(s)
∞ E∞-алгебра X и произвольная

SDR-ситуация D
(s)
∞ -модулей (η̄ : X � Y : ξ̄, h̄). Тогда на D

(s)
∞ -модуле (Y, d i+s)

имеется структура D
(s)
∞ E∞-алгебры и, кроме того, имеется A∞-SDR-ситуация

D
(s)
∞ E∞-алгебр (η : X � Y : ξ, h), для которой выполнены начальные условия

ηi
0 = η̄i, ξi

0 = ξ̄i, hi−s
0 = h̄i−s, i � 0. Если заданная D

(s)
∞ E∞-алгебра X является

стабильной, то указанная D
(s)
∞ E∞-алгебра Y также является стабильной.

Следствие 4.1. Пусть заданы произвольная D
(s)
∞ E∞-алгебра X и произволь-

ная SDR-ситуация (η̄ : X � Y : ξ̄, h̄) дифференциальных модулей. Тогда на диф-
ференциальном модуле Y имеется структура D

(s)
∞ E∞-алгебры и, кроме того,

имеется A∞-SDR-ситуация D
(s)
∞ E∞-алгебр (η : X � Y : ξ, h), для которой вы-

полнены начальные условия η0
0 = η̄, ξ0

0 = ξ̄, h−s
0 = h̄. Если D

(s)
∞ E∞-алгебра X

является стабильной, то D
(s)
∞ E∞-алгебра Y также является стабильной.

Пусть над произвольным полем задана D
(s)
∞ E∞-алгебра (X, d i+s, µi). То-

гда определена SDR-ситуация (η̄ : X � H(X) : ξ̄, h̄) дифференциальных
модулей, где H(X) является гомологическим модулем дифференциально-
го модуля (X, d s). Если применить к этой SDR-ситуации дифференциаль-
ных модулей следствие 4.1, то получим на H(X) структуру D

(s)
∞ E∞-алге-

бры (H(X), d i+s
∗ , (µ∗)i), где ds

∗ = 0, и A∞-SDR-ситуацию D
(s)
∞ E∞-алгебр

(η : X � H(X) : ξ, h), которая продолжает SDR-ситуацию дифференциальных
модулей (η̄ : X � H(X) : ξ̄, h̄). Так как ds

∗ = 0, то D
(s)
∞ -модуль (H(X), di+s

∗ ) яв-
ляется D

(s+1)
∞ -модулем (H(X), d i+(s+1)), где d i+(s+1) = d

(i+1)+s
∗ . Учитывая, что

для D
(s)
∞ E∞-алгебры H(X) структурный морфизм {(µ∗)i : E∞×H(X) → H(X)}

взаимно-однозначно определяет морфизм операд µ∗ : E∞ → E(s)
H(X), и рассматри-
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вая композицию морфизмов операд

E∞
µ∗−→ E(s)

H(X) −→ E(s+1)
H(X) ,

где морфизм операд E(s)
H(X) → E(s+1)

H(X) определяется указанными выше вложения-
ми дифференциальных модулей

hom(s)
(
H(X)⊗j ;H(X)

)→ hom(s+1)
(
H(X)⊗j ;H(X)

)
, j � 1,

получаем следующее утверждение.

Следствие 4.2. Пусть над произвольным полем задана произвольная
D

(s)
∞ E∞-алгебра (X, d i+s, µi). Тогда на гомологическом модуле H(X) =

= Ker d s/ Im d s имеется структура D
(s)
∞ E∞-алгебры (H(X), di+s

∗ , µi
∗), где

ds
∗ = 0, и, кроме того, определена A∞-SDR-ситуация D

(s)
∞ E∞-алгебр

(η : X � H(X) : ξ, h), которая продолжает SDR-ситуацию дифференциаль-
ных модулей (η̄ : X � H(X) : ξ̄, h̄). Указанная на гомологическом модуле H(X)
структура D

(s)
∞ E∞-алгебры определяет на H(X) структуру D

(s+1)
∞ E∞-алгебры

(H(X), d i+(s+1), µi), которая задаётся формулами

d i+(s+1) = d
(i+1)+s
∗ , i � 0,

µi(e × x) = 0, 0 � i < dim(e), µi(e × x) = µ
i−dim(e)
∗ (e × x), i � dim(e),

где e × x—произвольный элемент из E × H(X).

Пусть теперь над полем задана произвольная D
(1)
∞ E∞-алгебра (X, d i+1, µi).

Тогда для этой D
(1)
∞ E∞-алгебры определена спектральная последовательность

D
(1)
∞ -модуля (X, d i+1) из теоремы 1.2. Рассмотрим вопрос о том, какая структура

имеется в членах этой спектральной последовательности. Пусть (X1, d
i+1
1 , µi

1) =
= (X, d i+1, µi). Если применить к этой D

(1)
∞ E∞-алгебре следствие 4.2 для s = 1,

то получим D
(2)
∞ E∞-алгебру (X2, d

i+1
2 , µi

2), где X2 = H(X1) = Ker d 1
1 / Im d 1

1 .
Если теперь к полученной D

(2)
∞ E∞-алгебре применить следствие 4.2 для s = 2,

то получим D
(3)
∞ E∞-алгебру (X3, d

i+3
3 , µi

3), где X3 = H(X2) = Ker d 2
2 / Im d 2

2 ,
к которой можно снова применить следствие 4.2 для s = 3. Итерируя рассмот-
ренный выше процесс последовательного применения следствия 4.2, получаем
следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть над полем задана произвольная D
(1)
∞ E∞-алгебра

(X, d i+1, µi), и пусть {(Xs, ds)}s�1 — спектральная последовательность D
(1)
∞ -мо-

дуля (X, d i+1) из теоремы 1.2. Тогда для каждого номера s � 1 член
(Xs, ds) этой спектральной последовательности имеет структуру D

(s)
∞ E∞-ал-

гебры (Xs, d
i+s
s , µi

s), где µi
1 = µi, ds

s = ds. Структура D
(s+1)
∞ E∞-алгебры

в члене Xs+1 индуцирована согласно следствию 4.2 структурой D
(s)
∞ E∞-алге-

бры в члене Xs, и, в частности, D
(s+1)
∞ E∞-алгебра Xs+1, если рассматривать
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её как D
(s)
∞ E∞-алгебру, является гомотопически эквивалентной D

(s)
∞ E∞-алге-

бре Xs. Если D
(1)
∞ E∞-алгебра (X, d i+1, µi) является стабильной, то E∞-алгебра

гомологий H(Xs, d
i+s
s , µi

s) для каждого номера s � 1 A∞-изоморфна E∞-алге-
бре (X∞,D = 0, µ), которая является суммарной E∞-алгеброй для предельной
D

(∞)
∞ E∞-алгебры (X∞, d i+∞ = 0, µi

∞).
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