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Аннотация

В физической литературе на пространстве гладких отображений одного многооб-
разия в другое рассматривается формальная лебегова мера. Цель данной работы—
дать определение этой меры как распределения двумя способами: используя функци-
ональные пространства некоммутативной геометрии и теории белого шума.

Abstract

R. Léandre, Lebesgue measure in infinite dimension as an infinite-dimensional dis-
tribution, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 13 (2007), no. 8, pp. 127—132.

Physicists deal with the formal Lebesgue measure on the space of smooth maps from
one manifold to another. The aim of the present paper is to give two definitions of this
measure as a distribution: using functional spaces of noncommutative geometry and those
of the white noise theory.

1. Введение

Пусть M и N —компактные римановы многообразия. Рассмотрим простран-
ство C∞(M ;N) гладких отображений x : M → N , снабжённое естественной
топологией пространства Фреше. Физики рассматривают на этом пространстве
формальную лебегову меру dD

(
x(·)). Хорошо известно, что она не является

настоящей счётно-аддитивной мерой.
В частности, функции Грина оператора Шрёдингера задаются фейнманов-

ским интегралом по пространству путей. Мы отсылаем читателя к обзору [3],
где описан строгий подход к его определению, а также к различным физическим
работам по этому вопросу (см. [5, 9, 18, 27]). Один из вариантов строгого опре-
деления основан на теории белого шума. Хандреккар и Стрейт [19] определяют
фейнмановский интеграл по путям в плоском пространстве как распределение
на пространстве белого шума; в [21] для построения фейнмановского интеграла
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по путям на многообразии использованы методы теории белого шума в соче-
тании с некоммутативной дифференциальной геометрией. Этот подход связан
с так называемым методом Хида—Стрейта в теории интегрирования по путям.
Наша цель— определить меру dD

(
x(·)) как распределение двумя способами:

— используя функциональные пространства некоммутативной геометрии [6],
— используя функциональные пространства теории белого шума, а именно
пространства Фока.

Мы отсылаем читателя к работе [23], в которой одновременно используется
аппарат некоммутативной геометрии и теории белого шума.
Автор благодарен Институту математики Китайской академии (Academia

Sinica) в Тайбэе (Тайвань), где была выполнена эта работа, за гостеприим-
ство.

2. «Мера Лебега» как цилиндрическая мера

Пусть S ∈ M . Рассмотрим вычисляющее отображение eS , ставящее в со-
ответствие отображению x(·) его значение x(S) в точке S. Пусть S1, . . . , Sr —
различные точки пространства M . Мы хотим, чтобы мера на Mr —формальный
образ меры dD

(
x(·)) при вычисляющем отображении eS1 × . . .×eSr

— совпадала
с произведением нормированных лебеговых мер на M . Так как M компактно,
эти меры удовлетворяют условию согласованности Колмогорова. Это объясняет,
почему мера dD

(
x(·)) цилиндрическая.

3. «Мера Лебега»
как распределение в рамках подхода Конна

Рассмотрим множество отображений ϕ(S, x) из M × N в R. Пусть ∆M,N —
оператор Лапласа. Определим гильбертово пространство Hk отображений ϕ,
таких что ∫

M×N

ϕ(∆M,N + 2)kϕ dmM,N = ‖ϕ‖2
Hk

< ∞.

Пусть ϕl—ортогональный базис пространства H0, порождённый собственными
функциями лапласиана ∆M,N с собственными значениями λl. Тогда Hk состоит
из рядов

∑
alϕl, таких что ∑

a2
l (λl + 2)k < ∞.

Пусть ϕL = ϕl1 ⊗ . . . ⊗ ϕln — соответствующий базис пространства H⊗n
k . (Мы

обозначили L = (l1, . . . , ln).)



Мера Лебега в бесконечномерных пространствах как бесконечномерное распределение 129

По определению пространство Конна состоит из рядов
∑
n�0

ϕn = σ, где ϕn ∈
∈ H⊗n

k . Это пространство наделено семейством норм∑
Cn‖ϕn‖k = ‖σ‖k,C < ∞, (3.1)

где ‖·‖k — гильбертова норма в H⊗n
k , индуцированная нормой в Hk.

Пусть ϕn =
∑

|L|=n

aLϕL и ‖L‖k =
∏

(λli +2)k. Тогда условие (3.1) эквивалент-

но тому, что суммы ∑
Cn

√ ∑
|L|=n

a2
L‖L‖2

k < ∞

конечны при всех k.
Обозначим C∞− множество всех таких σ, что норма ‖σ‖k,C конечна при

всех положительных k и C. Пусть C−∞— его топологическое двойственное. Мы
хотим показать, что «мера Лебега» на C∞(M ;N)—элемент пространства C−∞.
Определим функционал F , ставящий в соответствие ϕL произведение

F (ϕL) =
|L|∏
j=1

∫
M

ϕlj

(
S, x(S)

)
dS.

Теорема 3.1. Функционал F допускает такое продолжение на C∞−, что
F (σ)—ограниченная непрерывная функция на C∞(M ;N).

Доказательство. F (ϕL)—ограниченная непрерывная функция на простран-
стве отображений с топологией равномерной сходимости, причём её равномерная

норма ограничена числом
|L|∏
j=1

sup
M×N

|ϕlj |. По теореме вложения Соболева это чис-
ло можно оценить сверху величиной C|L|‖L‖k для некоторого k, где k не зависит
от L. Ряд

∑
L

C|L||aL| ‖L‖k сходится. Более точно, имеем

∑
|L|=n

|aL| ‖L‖k �
( ∑

|L|=n

a2
L‖L‖2

k′

)1/2( ∑
|L|=n

1
‖L‖2

k′′

)1/2

для достаточно больших k′ и k′′. Но λl ∼ Clr для некоторого положительного r,
и поэтому ряд

∑
1

(λl+2)k′′ сходится для достаточно больших k′′. Тогда∑
C|L||aL| ‖L‖k � K‖σ‖C′,k′

для некоторых C ′ и k′. Поэтому ряд F (σ) =
∑

aLF (ϕL) абсолютно сходится.

Очевидно, формально мы имеем∫
F (ϕL) dD

(
x(·)) =

∏
lj∈L

∫
M×N

ϕlj (S, x) dmM,N (x).
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Теорема 3.2. Пусть σ =
∑
L

aLϕL. Определим F (σ), полагая по определению

F (σ) =
∑

aL

∫
F (ϕL) dD

(
x(·)).

Эта конструкция задаёт элемент пространства C−∞.

Доказательство. Так как многообразие M × N компактно, имеем∣∣∣∣
∫

M×N

ϕlj dmM,N

∣∣∣∣ � 1,

отсюда следует, что∣∣∣∣
∫

F (σ) dD
(
x(·))∣∣∣∣ �

∑
|aL| � K‖σ‖C′,k′

для некоторых C ′ и k′, что эквивалентно нашему утверждению.

Замечание. Мы могли бы рассмотреть пространство H∞ гладких функций
на M × N , наделённое топологией Фреше, и пространство H⊗n

∞ гладких функ-
ций на (M ×N)n, также снабжённое топологией Фреше. Если ϕn принадлежит
пространству H⊗n

∞ , равномерная норма F (ϕn) на C∞(M ;N), так же как и инте-
грал

∫
F (σ) dD

(
x(·)), ограничены сверху sup-нормой ϕn, рассматриваемой как

функция на (M × N)n. Этот вариант рассуждения ближе к первоначальному
подходу Конна.

4. «Мера Лебега» и теория белого шума

В отличие от раздела 3, в этом разделе мы будем иметь дело с простран-
ством Фока. Вместо системы норм (3.1) мы рассмотрим систему гильбертовых
структур

‖σ‖2
k,C =

∑
C|L|a2

L‖L‖2
k < ∞.

Пересечение этих фоковских пространств образует при k → ∞ и C → ∞ про-
странство пробных функционалов теории белого шума W.N∞−. Его тополо-
гическое двойственное— пространство распределений W.N−∞ в теории белого
шума.

Теорема 4.1. Если σ принадлежит пространству W.N∞−, то F (σ)—ограни-
ченная непрерывная функция на C∞(M ;N).

Доказательство. Наше рассуждение аналогично проведённому в предыду-
щем разделе.
Достаточно показать, что ряд

∑ |aL| ‖L‖k сходится при некотором k, если σ
принадлежит пространству W.N−∞. Но∑

C|L|‖L‖−1
k′′ < ∞
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для некоторого достаточно малого C и достаточно большого k′′. Это утвержде-
ние следует из неравенства Коши—Шварца, так как

‖L‖k1+k2 = ‖L‖k1‖L‖k2 .

Теорема 4.2. Формула∫
F (σ) dD

(
x(·)) =

∑
aL

∫
F (ϕL) dD

(
x(·))

задаёт распределение на пространстве белого шума.

Доказательство. В самом деле, имеем∣∣∣∣
∫

F (σ) dD
(
x(·))∣∣∣∣ �

∑
|aL| ‖L‖k,

как и в предыдущем доказательстве. Рассуждение завершается ссылкой на нера-
венство Коши—Шварца.

Замечание. В действительности F (σ) может быть равно нулю для ненуле-
вых σ. Один из способов избежать этой трудности— рассматривать гильберто-
во пространство H̃ = H̃M ⊗ H̃N , где H̃M — гильбертово пространство функций
класса L2 на M , а H̃N — гильбертово пространство функций класса L2 на N
с нулевым средним, и построить систему взвешенных симметрических фоков-
ских пространств, связанных с H̃.
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