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Аннотация

Предметом настоящей работы являются связности в расслоениях, ассоциирован-
ных с многообразием Грассмана и пространством центрированных плоскостей. Работа
относится к исследованиям в области дифференциальной геометрии, осуществляет-
ся методом продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева, обобщающим метод подвижного
репера и внешних форм Э. Картана и опирающимся на исчисление внешних дифферен-
циальных форм. В статье разработаны основы нового метода исследования многооб-
разий Грассмана и его обобщений— теория индуцированных связностей пространств
плоскостей и центрированных плоскостей в n-мерном проективном пространстве.

Abstract

O. O. Belova, Connections in fiberings associated with the Grassman manifold and
the space of centered planes, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008),
no. 2, pp. 29—67.

In the present paper we study connections in the fiberings associated with the Grass-
mann manifold and the space of the centered planes. The work is related to the studies
in differential geometry. In the paper, we use the method of continuations and scopes of
G. F. Laptev which generalizes the moving frame method and the exterior forms method
of Cartan; the method depends on calculation of exterior differential forms. In the paper,
we develop a new method of research in Grassman manifolds and some generalization of
the method which includes the theory of the induced connections of the spaces of planes
and centered planes in the n-dimensional projective space.

Введение

Предметом настоящей работы являются связности в расслоениях, ассоции-
рованных с многообразием Грассмана и пространством центрированных плос-
костей. Работа относится к исследованиям в области дифференциальной гео-
метрии, осуществляется методом продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева [20],
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обобщающим метод подвижного репера и внешних форм Э. Картана и опираю-
щимся на исчисление внешних дифференциальных форм.

В статье разработаны основы нового метода исследования многообразий
Грассмана и его обобщений— теория индуцированных связностей пространств
плоскостей и центрированных плоскостей в n-мерном проективном простран-
стве. Многообразия плоскостей уже изучались в этом направлении (см.
[16, 21, 33]). Для семейств плоскостей успешно применялся метод ассоцииро-
ванных главных расслоений [28]. В настоящей работе завершается создание
аналогичного метода для пространств плоскостей и пространств центрирован-
ных плоскостей. В этом направлении имеется лишь результат Нордена [25]
о нормализации проективного пространства, которое является многообразием
Грассмана 0-мерных плоскостей. Хотя обширная теория оснащённых грассмано-
вых подмногообразий была развита школой прибалтийских геометров, в основ-
ном работами Ю. Г. Лумисте [22], В. И. Близникаса [15], И. В. Близникене [16]
и др., нами получены принципиально новые результаты, а подходы к исследова-
ниям отличаются от ранее применяемых. При дифференциально-геометрических
исследованиях многообразия Грассмана в проективном пространстве обычно ис-
пользовались деривационные формулы подвижного репера, содержащие формы,
удовлетворяющие структурным уравнениям линейной группы и условиям (эк-
ви)проективности [32, c. 62]. В данной работе применён неклассический анали-
тический аппарат, который обладает преимуществом при выделении подгрупп и
фактор-групп проективной группы. Многими геометрами многообразие Грассма-
на рассматривалось как множество плоскостей одной размерности в евклидовом
пространстве, проходящих через фиксированную точку [17]. Часто исследования
проводились другими методами [23,24].

1. Связность в расслоении,
ассоциированном с многообразием Грассмана

В данном разделе рассматривается многообразие Грассмана m-мерных плос-
костей в n-мерном проективном пространстве. Над ним возникает главное рас-
слоение, типовым слоем которого является подгруппа стационарности m-мерной
плоскости. В этом расслоении задаётся фундаментально-групповая связность по
Г. Ф. Лаптеву. Доказывается, что оснащение Бортолотти многообразия Грассма-
на индуцирует связность в ассоциированном расслоении (строится первый охват
объекта групповой связности компонентами оснащающего квазитензора). Вво-
дятся объекты кривизны и кручения групповой связности. Доказывается, что
данные объекты являются тензорами. Находятся ковариантный дифференциал
и ковариантные производные оснащающего квазитензора относительно груп-
повой связности. Доказывается, что ковариантные производные образуют тен-
зор. При внешнем дифференцировании ковариантного дифференциала вводится
тензор неабсолютных перенесений. При помощи ковариантных производных и
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пфаффовых производных компонент оснащающего квазитензора строятся второй
и третий охваты объекта групповой связности. Находятся условия совпадения
всех охватов и их связь. Даётся геометрическая интерпретация связностей трёх
типов при помощи параллельных перенесений и отображений. Доказывается,
что оснащение Бортолотти индуцирует в ассоциированном расслоении пучок
связностей 1-го типа. Вводится понятие тензора подвижности параллелизма,
обращение которого в нуль характеризует связанно вырожденные параллель-
ные перенесения оснащающих плоскостей, и находится его связь с тензором
деформации. Рассматривается специальное многообразие Грассмана.

1.1. Многообразие Грассмана в проективном пространстве

Отнесём n-мерное проективное пространство Pn к подвижному реперу
{A,AI} (I, J,K, . . . = 1, n), инфинитезимальные перемещения которого опре-
деляются формулами

dA = θA + ωIAI , dAI = θAI + ωJ
I AJ + ωIA. (1.1.1)

Формы Пфаффа ωI , ωI
J , ωI удовлетворяют структурным уравнениям Картана

проективной группы GP(n), действующей в проективном пространстве Pn:

DωI = ωJ ∧ ωI
J ,

DωI
J = ωK

J ∧ ωI
K + δI

JωK ∧ ωK + ωJ ∧ ωI , DωI = ωJ
I ∧ ωJ .

(1.1.2)

В пространстве Pn рассмотрим многообразие Грассмана V = Gr(m,n) m-мер-
ных плоскостей Lm, т. е. пространство всех m-плоскостей пространства Pn.
Произведём специализацию подвижного репера {A,Aa, Aα}, помещая вершины
A, Aa на плоскость Lm. Здесь и в дальнейшем индексы принимают значения
a, b, c, . . . = 1,m, α, β, γ, . . . = m + 1, n.

Из формул (1.1.1) следует, что уравнения ωα = 0, ωα
a = 0 служат условиями

стационарности плоскости Lm, т. е. формы ωα, ωα
a являются главными, а для

многообразия Грассмана— базисными. Тогда размерность многообразия равна
числу базисных форм, т. е.

dimV = (n − m)(m + 1).

1.2. Главное расслоение,
ассоциированное с многообразием Грассмана

С многообразием Грассмана V ассоциируем главное расслоение G(V ),

dim G = n(n + 1) − m(n − m − 1).

С учётом разбиения индексов и выделения базисных и слоевых форм распи-
шем структурные уравнения Картана (1.1.2). Структурные уравнения базисных
форм имеют вид

Dωα = ωa ∧ ωα
a − ωα

β ∧ ωβ , Dωα
a = ωb

a ∧ ωα
b − ωα

β ∧ ωβ
a + ωa ∧ ωα, (1.2.1)
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а уравнения слоевых форм имеют вид

Dωa = ωb ∧ ωa
b − ωa

α ∧ ωα, Dωa = ωb
a ∧ ωb − ωα ∧ ωα

a ,

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + (δa

c ωb + δa
b ωc) ∧ ωc + δa

b ωα ∧ ωα − ωa
α ∧ ωα

b ;
(1.2.2)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ + δα

β ωa ∧ ωa + (δα
γ ωβ + δα

β ωγ) ∧ ωγ + ωa
β ∧ ωα

a ; (1.2.3)

Dωa
α = ωb

α ∧ ωa
b + ωβ

α ∧ ωa
β + ωα ∧ ωa, Dωα = ωa

α ∧ ωa + ωβ
α ∧ ωβ . (1.2.4)

Специализация подвижного репера для многообразия Грассмана V приводит
к главному расслоению G(V ) со структурными уравнениями (1.2.1)—(1.2.4), ти-
повым слоем которого является подгруппа стационарности G плоскости Lm, а
базой— многообразие Грассмана V . Пространством расслоения G(V ) является
проективная группа GP(n), а проекция π : GP(n) → V ставит в соответствие
произвольному элементу группы GP(n) ту плоскость Lm многообразия V , ко-
торая инвариантна под действием этого элемента.

Расслоение G(V ) содержит главное фактор-расслоение P (V ) со структурны-
ми уравнениями (1.2.1), (1.2.2) и типовым слоем—фактор-группой P = GP(m)
группы GP(n), действующей на плоскости Lm. Другое фактор-расслоение H(V )
имеет структурные уравнения (1.2.1)—(1.2.3). Типовым слоем фактор-расслоения
H(V ) является фактор-группа H группы G, действующая на плоскости Lm и
в двойственной плоскости.

1.3. Фундаментально-групповая связность
в ассоциированном расслоении

В главном расслоении G(V ) зададим фундаментально-групповую связность
по Г. Ф. Лаптеву [19]. Рассмотрим преобразование вторичных форм с помощью
базисных форм многообразия V :

ω̃a = ωa − La
αωα − Γab

α ωα
b , ω̃a = ωa − Γaαωα − Πb

aαωα
b ,

ω̃a
b = ωa

b − La
bαωα − Γac

bαωα
c , ω̃α

β = ωα
β − Lα

βγωγ − Γαa
βγωγ

a ,

ω̃a
α = ωa

α − Γa
αβωβ − Πab

αβωβ
b , ω̃α = ωα − Lαβωβ − Ga

αβωβ
a .

(1.3.1)

Формы ω̃ (1.3.1) являются формами связности главного расслоения.
Найдём структурные уравнения форм связности. Для этого продифферен-

цируем формы (1.3.1) внешним образом, используя структурные уравнения
(1.2.2)—(1.2.4). Выразим формы Пфаффа ω из (1.3.1) и подставим в получен-
ные уравнения. Раскроем скобки, делая обратную замену по формулам (1.3.1)
в тех слагаемых, где формы ω̃ внешним образом умножаются на базисные. По-
лучим

Dω̃a = ω̃b ∧ ω̃a
b − (∆La

α − La
bαωb + Γab

α ωb + ωa
α) ∧ ωα −

− (∆Γab
α − Γab

eαωe + La
αωb) ∧ ωα

b + La
bαLb

βωα ∧ ωβ +

+ (Γcb
β La

cα − Γab
dβLd

αωα) ∧ ωβ
b + Γab

eαΓec
β ωα

b ∧ ωβ
c ,
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Dω̃a
b = ω̃c

b ∧ ω̃a
c + ω̃b ∧ ω̃a + δa

b ω̃c ∧ ω̃c −
− (∆La

bα − La
αωb + Γbαωa − δa

b Lc
αωc + δa

b Γcαωc − δa
b ωα + Γac

bαωc) ∧ ωα −
− (∆Γac

bα − Γac
α ωb + Πc

bαωa − δa
b Γec

α ωe + δa
b Πc

eαωe + La
bαωc + δc

bω
a
α) ∧ ωα

c +

+ (La
αΓbβ + La

cαLc
bβ + δa

b Lc
αΓcβ)ωα ∧ ωβ +

+ (Πc
bβLa

α + Γec
bβLa

eα − Ld
bαΓac

dβ − Γac
β Γbα − δa

b ΓeαΓec
β + δa

b Ld
αΠc

dβ)ωα ∧ ωβ
c +

+ (Γac
α Πd

bβ + Γac
eαΓed

bβ + δa
b Γec

α Πd
eβ)ωα

c ∧ ωβ
d ,

Dω̃a = ω̃b
a ∧ ω̃b − (∆Γaα + Πb

aαωb + Lb
aαωb) ∧ ωα −

− (∆Πb
aα + Γaαωb + δb

aωα + Γdb
aαωd) ∧ ωα

b +

+ ΓbαLb
aβωα ∧ ωβ + (ΓcαΓcb

aβ − Πb
cβLc

aα)ωα ∧ ωβ
b + Πb

dαΓdc
aβωα

b ∧ ωβ
c ,

Dω̃a
α = ω̃b

α ∧ ω̃a
b + ω̃β

α ∧ ω̃a
β + ω̃α ∧ ω̃a −

− (∆Γa
αβ + Πab

αβωb − La
bβωb

α + Lγ
αβωa

γ − La
βωα + Lαβωa) ∧ ωβ −

− (∆Πab
αβ + Γa

αβωb − Γab
dβωd

α + Γγb
αβωa

γ − Γab
β ωα + Gb

αβωa) ∧ ωβ
b +

+ (La
bβΓb

αγ + La
βLαγ − Lµ

αβΓa
µγ)ωβ ∧ ωγ +

+ (Gb
αγLa

β − Γab
dγΓd

αβ + Πcb
αγLa

cβ − Γab
γ Lαβ − Πab

ηγLη
αβ + Γµb

αγΓa
µβ)ωβ ∧ ωγ

b +

+ (Γab
β Gc

αγ + Πab
µβΓµc

αγ + Γab
dβΠdc

αγ)ωβ
b ∧ ωγ

c ,

Dω̃α
β = ω̃γ

β ∧ ω̃α
γ + δα

β ω̃a ∧ ω̃a −
− (∆Lα

βγ + Γαa
βγωa − δα

β ωγ + δα
β Γaγωa − δα

β La
γωa − δα

γ ωβ) ∧ ωγ −
− (∆Γαa

βγ + Lα
βγωa − δα

γ ωa
β − δα

β Γca
γ ωc + δα

β Πa
bγωb) ∧ ωγ

a +

+ (δα
β La

γΓaµ − Lη
βγLα

ηµ)ωγ ∧ ωµ +

+ (Lα
ηγΓηa

βµ − Γαa
ηµLη

βγ − δα
β Γca

µ Γcγ + δα
β Πa

bµLb
γ)ωγ ∧ ωµ

a +

+ (Γαa
ηγ Γηb

βµ + δα
β Γca

γ Πb
cµ)ωγ

a ∧ ωµ
b ,

Dω̃α = ω̃a
α ∧ ω̃a + ω̃β

α ∧ ω̃β −
− (∆Lαβ + Ga

αβωa + Γa
αβωa − Γaβωa

α + Lγ
αβωγ) ∧ ωβ −

− (∆Ga
αβ + Lαβωa + Πba

αβωb − Πa
cβωc

α + Γγa
αβωγ) ∧ ωβ

a +

+ (ΓaβΓa
αγ − Lµ

αβLµγ)ωβ ∧ ωγ +

+ (ΓbβΠba
αγ − Πa

bγΓb
αβ − Ga

µγLµ
αβ + Γµa

αγLµβ)ωβ ∧ ωγ
a +

+ (Πa
cβΠcb

αγ + Ga
µβΓµβ

αγ)ωβ
a ∧ ωγ

b , (1.3.2)

где оператор ∆ действует обычным образом:

∆Πab
αβ = dΠab

αβ + Πcb
αβωa

c + Πac
αβωb

c − Πab
γβωγ

α − Πab
αγωγ

β .

Для задания групповой связности в соответствии с теоремой Картана—Лап-
тева [19] необходимо и достаточно, чтобы в уравнениях (1.3.2) присутствовали
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лишь внешние произведения форм связности и базисных форм. Поэтому связ-
ность в главном расслоении будет задаваться с помощью поля объекта связности

Γ = {La
α, Γab

α , La
bα, Γac

bα, Γaα, Πb
aα, Γa

αβ , Πab
αβ , Lα

βγ , Γαa
βγ , Lαβ , Ga

αβ}
на базе V , компоненты которого должны удовлетворять уравнениям

∆La
α − La

bαωb + Γab
α ωb + ωa

α = La
αβωβ + Lab

αβωβ
b ,

∆Γab
α − Γab

cαωc + La
αωb = Γab

αβωβ + Γabc
αβ ωβ

c ,

∆La
bα − La

αωb + Γbαωa − δa
b Lc

αωc + δa
b Γcαωc + Γac

bαωc − δa
b ωα =

= La
bαβωβ + Lac

bαβωβ
c ,

∆Γac
bα − Γac

α ωb + Πc
bαωa − δa

b Γec
α ωe + δa

b Πc
eαωe + La

bαωc + δc
bω

a
α =

= Γac
bαβωβ + Γace

bαβωβ
e ,

∆Γaα + Πb
aαωb + Lb

aαωb = Γaαβωβ + Γb
aαβωβ

b ,

∆Πb
aα + Γaαωb + Γdb

aαωd + δb
aωα = Πb

aαβωβ + Πbc
aαβωβ

c ,

∆Γa
αβ + Πab

αβωb − La
bβωb

α + Lγ
αβωa

γ − La
βωα + Lαβωa = Γa

αβγωγ + Γab
αβγωγ

b ,

∆Πab
αβ + Γa

αβωb − Γab
dβωd

α + Γγb
αβωa

γ − Γab
β ωα + Gb

αβωa = Πab
αβγωγ + Πabc

αβγωγ
c ,

∆Lα
βγ + Γαa

βγωa + δα
β Γaγωa − δα

β La
γωa − δα

γ ωβ − δα
β ωγ = Lα

βγµωµ + Lαa
βγµωµ

a ,

∆Γαa
βγ + Lα

βγωa − δα
β Γca

γ ωc + δα
β Πa

bγωb − δα
γ ωa

β = Γαa
βγµωµ + Γαab

βγµωµ
b ,

∆Lαβ + Ga
αβωa + Γa

αβωa − Γaβωa
α + Lγ

αβωγ = Lαβγωγ + La
αβγωγ

a ,

∆Ga
αβ + Lαβωa + Πba

αβωb − Πa
cβωc

α + Γγa
αβωγ = Ga

αβγωγ + Gab
αβγωγ

b .

(1.3.3)

Дифференциальные уравнения (1.3.3) компонент объекта связности Γ при-
водят к следующей теореме.

Теорема 1.3.1. Объект групповой связности Γ содержит единственные про-
стейший и простой [32] геометрические подобъекты

Γ1 = {La
α, Γab

α , La
bα, Γac

bα, Γaα, Πb
aα}, Γ2 = {Γ1, Lα

βγ , Γαa
βγ},

задающие связности в фактор-расслоениях P (V ) и H(V ).

Определение 1.3.1. Подобъект Γ3 = {Lα
βγ , Γαa

βγ} объекта связности Γ, допол-
няющий простейший подобъект Γ1 до простого подобъекта Γ2 и не являющийся
геометрическим объектом, назовём объектом псевдосвязности.

Замечание 1.3.1. Объект псевдосвязности будет охарактеризован с помощью
центрального проектирования в разделе 1.11.

1.4. Объект кривизны

Ассоциированное расслоение с заданной групповой связностью есть про-
странство групповой связности, в структурные уравнения которого входят ком-
поненты объекта кривизны.
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Найдём выражения компонент объекта кривизны и дифференциальные урав-
нения, которым они удовлетворяют. Для этого рассмотрим внешние дифферен-
циалы (1.3.2) от форм связности (1.3.1). Подставим в них дифференциальные
уравнения (1.3.3) компонент объекта связности Γ, получим структурные урав-
нения форм связности

Dω̃a = ω̃b ∧ ω̃a
b + Ra

αβωα ∧ ωβ + Rab
αβωα ∧ ωβ

b + Rabc
αβ ωα

b ∧ ωβ
c ,

Dω̃a
b = ω̃c

b ∧ ω̃a
c + ω̃b ∧ ω̃a + δa

b ω̃c ∧ ω̃c +

+ Ra
bαβωα ∧ ωβ + Rac

bαβωα ∧ ωβ
c + Racd

bαβωα
c ∧ ωβ

d ,

Dω̃a = ω̃b
a ∧ ω̃b + Raαβωα ∧ ωβ + Kb

aαβωα ∧ ωβ
b + Kbc

aαβωα
b ∧ ωβ

c ,

Dω̃a
α = ω̃b

α ∧ ω̃a
b + ω̃β

α ∧ ω̃a
β + ω̃α ∧ ω̃a +

+ Ra
αβγωβ ∧ ωγ + Rab

αβγωβ ∧ ωγ
b + Rabc

αβγωβ
b ∧ ωγ

c ,

Dω̃α
β = ω̃γ

β ∧ ω̃α
γ + δα

β ω̃a ∧ ω̃a + Rα
βγµωγ ∧ ωµ + Rαa

βγµωγ ∧ ωµ
a + Rαab

βγµωγ
a ∧ ωµ

b ,

Dω̃α = ω̃a
α ∧ ω̃a + ω̃β

α ∧ ω̃β + Rαβγωβ ∧ ωγ + Ka
αβγωβ ∧ ωγ

a + Kab
αβγωβ

a ∧ ωγ
b ,

где компоненты объекта кривизны

R = {Ra
αβ , Rab

αβ , Rabc
αβ , Ra

bαβ , Rac
bαβ , Racd

bαβ , Raαβ , Kb
aαβ , Kbc

aαβ , Ra
αβγ , Rab

αβγ ,

Rabc
αβγ , Rα

βγµ, Rαa
βγµ, Rαab

βγµ, Rαβγ , Ka
αβγ , Kab

αβγ}
групповой связности Γ выражаются по формулам, в которые входят компоненты
объекта групповой связности и его пфаффовы производные.

Продолжаем уравнения (1.3.3) компонент объекта связности Γ. Затем, учи-
тывая формулы, по которым выражаются компоненты объекта кривизны R, на-
ходим дифференциальные сравнения компонент объекта кривизны R. Из этих
сравнений вытекает следующая теорема.

Теорема 1.4.1. Объект кривизны R— тензор, содержащий два подтензора,
которые являются тензорами кривизны подсвязностей Γ1 и Γ2.

1.5. Объект кручения

Подставляя в структурные уравнения (1.2.1) базисных форм многообразия
Грассмана формы связности (1.3.1), приходим к уравнениям

Dωα = ω̃a ∧ ωα
a − ω̃α

β ∧ ωβ + Sα
βγωβ ∧ ωγ + Sαa

βγ ωβ ∧ ωγ
a + Sαab

βγ ωβ
a ∧ ωγ

b ,

Dωα
a = ω̃b

a ∧ ωα
b − ω̃α

β ∧ ωβ
a + ω̃a ∧ ωα + Sα

aβγωβ ∧ ωγ + Sαb
aβγωβ ∧ ωγ

b +

+ Sαbc
aβγωβ

b ∧ ωγ
c ,

где компоненты объекта S выражаются по формулам

Sα
βγ = Lα

[βγ], Sαa
βγ = Γαa

βγ + δα
γ La

β , Sαab
βγ = −δα

�βΓ�ab
γ ], Sα

aβγ = −δα
[βΓaγ],

Sαb
aβγ = −δα

β Πb
aγ + δα

γ Lb
aβ − δb

aLα
γβ , Sαbc

aβγ = −δα
�βΓ�bc

aγ ] + δ�ba Γαc
�βγ ].
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Квадратные скобки означают альтернирование по крайним индексам, например

δα
�βΓ�ab

γ ] =
1
2
(δα

β Γab
γ − δα

γ Γba
β ).

В правых частях данных равенств содержатся лишь компоненты подобъекта Γ1,
поэтому будем называть объект S объектом кручения подсвязности Γ1.

Учитывая дифференциальные сравнения компонент подобъекта Γ1, приходим
к сравнениям по модулю базисных форм, из которых следует теорема 1.5.1.

Теорема 1.5.1. Объект кручения S подсвязности Γ1 фундаментально-группо-
вой связности Γ на многообразии Грассмана V m-мерных плоскостей является
тензором.

1.6. Оснащение Бортолотти, связность первого типа

Произведём оснащение Бортолотти [36] многообразия Грассмана, которое
состоит в присоединении к каждой m-мерной плоскости Lm (n−m− 1)-мерной
плоскости Pn−m−1, не имеющей общих точек с плоскостью Lm.

Плоскость Pn−m−1 зададим совокупностью точек Bα = Aα + λa
αAa + λαA.

Найдём уравнения относительной инвариантности плоскости Pn−m−1. Для этого
рассмотрим дифференциалы точек Bα. Подставляя в дифференциалы базисных
точек оснащающей плоскости формулы (1.1.1) инфинитезимальных перемещений
подвижного репера, учитывая выражения точек Bα и Aβ = Bβ − λa

βAa − λβA и
сворачивая данное выражение при помощи оператора ∆, получим

dBα = (δβ
αθ + ωβ

α + λa
αωβ

a + λαωβ)Bβ +

+ (∆λa
α + λαωa + ωa

α − λa
βλb

αωβ
b − λa

βλαωβ)Aa +

+ (∆λα + ωα + λa
αωa − λβλa

αωβ
a − λαλβωβ)A. (1.6.1)

Условия стационарности плоскости Pn−m−1 имеют вид

∆λa
α + λαωa + ωa

α ≡ 0, ∆λα + λa
αωa + ωα ≡ 0, (1.6.2)

или в более подробной записи

∆λa
α+λαωa+ωa

α = λa
αβωβ+λab

αβωβ
b , ∆λα+λa

αωa+ωα = λαβωβ+Λa
αβωβ

a . (1.6.3)

Теорема 1.6.1. Оснащение Бортолотти, задаваемое полем квазитензора
λ = {λa

α, λα} на многообразии V , индуцирует связность (первого типа)

01

Γ =
{ 0

La
α,

0

Γab
α ,

0

Γaα,
0

Πa
bα,

0

La
bα,

0

Γab
cα,

0

Lα
βγ ,

0

Γαa
βγ ,

01

Γa
αβ ,

01

Πab
αβ ,

01

Lαβ ,
01

Ga
αβ

}

в расслоении G(V ).

Доказательство заключается в построении охватов. Учитывая дифференци-
альные уравнения (1.3.3) компонент объекта групповой связности Γ и диффе-
ренциальные сравнения (1.6.2) компонент оснащающего квазитензора, можно
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построить охват объекта групповой связности Γ компонентами оснащающего
квазитензора λ:

0

Γab
α = 0,

0

La
bα = −δa

b λα,
0

La
α = λa

α,
0

Γab
cα = δb

cλ
a
α,

0

Γaα = 0,
0

Πb
aα = δb

aλα,
0

Γαa
βγ = −δα

γ λa
β ,

0

Lα
βγ = −δα

β λγ − δα
γ λβ ; (1.6.4)

01

Πab
αβ = −λa

βλb
α,

01

Lαβ = −λαλβ ,
01

Γa
αβ = −λαλa

β ,
01

Ga
αβ = −λa

αλβ . (1.6.5)

1.7. Ковариантный дифференциал
оснащающего квазитензора Бортолотти

С помощью способа Лаптева задания групповой связности вводится понятие
ковариантного дифференциала и ковариантных производных геометрического
объекта относительно этой связности.

Задавая на многообразии Грассмана V поле геометрического объекта λ, ком-
поненты которого удовлетворяют уравнениям (1.6.3), мы тем самым задавали
дифференциально-геометрическую структуру первого порядка на главном рас-
слоении G(V ).

Запишем условия (1.6.3) в развёрнутом виде:

dλa
α + λb

αωa
b + λαωa − λa

βωβ
α + ωa

α = λa
αβωβ + λab

αβωβ
b ,

dλα + λa
αωa − λβωβ

α + ωα = λαβωβ + Λa
αβωβ

a .
(1.7.1)

Внесём в уравнения (1.7.1) формы связности ω̃ (1.3.1), получим ковариантные
дифференциалы компонент объекта λ

∇λa
α = dλa

α + λb
αω̃a

b − λa
βω̃β

α + λαω̃a + ω̃a
α,

∇λα = dλα + λa
αω̃a − λβω̃β

α + ω̃α

(1.7.2)

и ковариантные производные

∇βλa
α = λa

αβ − λb
αLa

bβ + λa
γLγ

αβ − λαLa
β − Γa

αβ ,

∇b
βλa

α = λab
αβ − λc

αΓab
cβ + λa

γΓγb
αβ − λαΓab

β − Πab
αβ ,

∇βλα = λαβ − λa
αΓaβ + λγLγ

αβ − Lαβ ,

∇a
βλα = Λa

αβ − λb
αΠa

bβ + λγΓγa
αβ − Ga

αβ .

(1.7.3)

Итак, ковариантные дифференциалы компонент объекта λ выражаются через
ковариантные производные

∇λa
α = ∇βλa

αωβ + ∇b
βλa

αωβ
b , ∇λα = ∇βλαωβ + ∇a

βλαωβ
a .

Теорема 1.7.1. Ковариантные производные (1.7.3) оснащающего квазитензо-
ра λ в групповой связности Γ образуют тензор.
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Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из дифференциальных
сравнений для ковариантных производных

∆∇βλa
α + ∇βλαωa + ∇b

βλa
αωb ≡ 0, ∆∇b

βλa
α + ∇b

βλαωa + ∇βλa
αωb ≡ 0,

∆∇βλα + (∇βλa
α + ∇a

βλα)ωa ≡ 0, ∆∇a
βλα + ∇βλαωa + ∇a

βλb
αωb ≡ 0.

С помощью структурных уравнений найдём внешние дифференциалы от ко-
вариантных дифференциалов (1.7.2) компонент оснащающего квазитензора λ:

D∇λa
α = ∇λb

α ∧ ω̃a
b + ∇λα ∧ ω̃a −∇λa

β ∧ ω̃β
α + T a

αβγωβ ∧ ωγ +

+ T ab
αβγωβ ∧ ωγ

b + T abc
αβγωβ

b ∧ ωγ
c ,

D∇λα = ∇λa
α ∧ ω̃a −∇λβ ∧ ω̃β

α + Tαγµωγ ∧ ωµ + Sa
αγµωγ ∧ ωµ

a +

+ Sab
αγµωγ

a ∧ ωµ
b ,

где

T a
αβγ = Ra

αβγ + λb
αRa

bβγ − λa
µRµ

αβγ + λαRa
βγ ,

T ab
αβγ = Rab

αβγ + λc
αRab

cβγ − λa
µRµb

αβγ + λαRab
βγ ,

T abc
αβγ = Rabc

αβγ + λe
αRabc

eβγ − λa
µRµbc

αβγ + λαRabc
βγ ,

Tαβγ = Rαβγ + λa
αRaβγ − λµRµ

αβγ ,

Sa
αβγ = Ka

αβγ + λb
αKa

bβγ − λµRµa
αβγ ,

Sab
αβγ = Kab

αβγ + λc
αKab

cβγ − λµRµab
αβγ .

Таким образом, при внешнем дифференцировании ковариантного дифференци-
ала появляется объект, компоненты которого являются комбинациями компо-
нент тензора кривизны групповой связности с коэффициентами— компонентами
оснащающего квазитензора.

Определение 1.7.1. Объект

T = {T a
αβγ , T ab

αβγ , T abc
αβγ , Tαβγ , Sa

αβγ , Sab
αβγ}

называется объектом неабсолютных перенесений [32].

Теорема 1.7.2. Объект неабсолютных перенесений T образует тензор.

1.8. Связность второго типа в расслоении,
ассоциированном с многообразием Грассмана

При помощи ковариантных производных построим второй охват компонент
объекта связности Γ.

Из теоремы 1.7.1 вытекает инвариантность обращения в нуль ковариантных
производных (1.7.3) компонент оснащающего квазитензора λ. Приравнивая их
нулю, найдём выражения компонент Γa

αβ , Πab
αβ , Lαβ , Ga

αβ объекта связности Γ
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через компоненты простого подобъекта Γ2. Получаем пучок связностей второго
типа:

2

Γa
αβ = λa

αβ − λb
αLa

bβ + λa
γLγ

αβ − λαLa
β ,

2

Πab
αβ = λab

αβ − λc
αΓab

cβ + λa
γΓγb

αβ − λαΓab
β ,

2

Lαβ = λαβ + λγLγ
αβ − λa

αΓaβ ,
2

Ga
αβ = Λa

αβ + λγΓγa
αβ − λb

αΠa
bβ .

Учитывая охват подобъекта
0

Γ2 (1.6.4), имеем

02

Γa
αβ = λa

αβ − 2λαλa
β ,

02

Πab
αβ = λab

αβ − 2λa
βλb

α,

02

Lαβ = λαβ − 2λαλβ ,
02

Ga
αβ = Λa

αβ − 2λa
αλβ .

(1.8.1)

Теорема 1.8.1. Оснащение Бортолотти многообразия Грассмана V индуци-
рует пучок связностей второго типа в ассоциированном расслоении G(V ), из
которого выделяется связность второго типа

02

Γ =
{ 0

La
α,

0

Γab
α ,

0

Γaα,
0

Πa
bα,

0

La
bα,

0

Γab
cα,

0

Lα
βγ ,

0

Γαa
βγ ,

02

Γa
αβ ,

02

Πab
αβ ,

02

Lαβ ,
02

Ga
αβ

}
.

1.9. Связность третьего типа в расслоении
над многообразием Грассмана

Построим третий охват компонент объекта связности Γ. Учтём продолжен-
ные дифференциальные сравнения компонент оснащающего объекта λ, диф-
ференциальные уравнения (1.3.3), которым удовлетворяют компоненты объекта

связности Γ, и охват простого подобъекта
0

Γ2 (1.6.4). С учётом дифференциаль-
ных сравнений компонент λa

α оснащающего квазитензора λ получим, что

03

Γa
αβ = −λa

αβ ,
03

Πab
αβ = −λab

αβ ,
03

Lαβ = −λαβ ,
03

Ga
αβ = −Λa

αβ . (1.9.1)

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.9.1. Оснащение Бортолотти индуцирует связность третьего типа

03

Γ =
{ 0

La
α,

0

Γab
α ,

0

Γaα,
0

Πa
bα,

0

La
bα,

0

Γab
cα,

0

Lα
βγ ,

0

Γαa
βγ ,

03

Γa
αβ ,

03

Πab
αβ ,

03

Lαβ ,
03

Ga
αβ

}
.

1.10. Условия совпадения и связь объектов
групповых связностей трёх типов

Найдём условия, при которых совпадают построенные охваты трёх типов.
Для этого приравняем соответствующие компоненты объекта связности Γ по
парам и учтём формулы, по которым выражаются компоненты подобъекта Γ\Γ2,
охваченные тремя разными способами.
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Теорема 1.10.1. Связности любых двух типов совпадают тогда и только то-
гда, когда выполнены условия

λab
αβ = λa

βλb
α, λαβ = λαλβ , λa

αβ = λαλa
β , Λa

αβ = λa
αλβ . (1.10.1)

Условия (1.10.1) являются необходимыми и достаточными условиями сов-
падения связностей всех типов, поэтому можно сформулировать следующую
теорему.

Теорема 1.10.2. Связности всех трёх типов совпадают тогда и только тогда,
когда выполнены условия (1.10.1).

Теорема 1.10.3. Связность первого типа является средней [25, c. 129] по
отношению к связностям второго и третьего типов, т. е.

01

Γ =
1
2

( 02

Γ +
03

Γ
)
.

Доказательство. Сравнивая формулы (1.6.5), (1.8.1), (1.9.1), по которым вы-
ражаются компоненты объекта связности в построенных охватах, убеждаемся
в справедливости теоремы.

Теорема 1.10.4. Совпадение групповых связностей трёх типов эквивалентно
неподвижности оснащающей плоскости Бортолотти Pn−m−1.

Доказательство. Дифференциалы точек Bα (1.6.1) с учётом дифференци-
альных уравнений (1.6.3) компонент оснащающего квазитензора λ можно при-
вести к виду

dBα = (. . .)β
αBβ + [(λab

αβ − λa
βλb

α)ωβ
b + (λa

αβ − λa
βλα)ωβ ]Aa +

+ [(Λa
αβ − λβλa

α)ωβ
a + (λαβ − λαλβ)ωβ ]A.

Из этих формул, а также из формул (1.10.1) следует справедливость теоремы.

1.11. Геометрическая характеристика
индуцированных связностей с помощью отображений

Дадим геометрическую характеристику полученным простейшему и просто-
му подобъектам с помощью отображений имеющихся плоскостей.

Теорема 1.11.1. Простейший подобъект
0

Γ1 характеризуется центральным
проектированием плоскости Lm + dLm, смежной с образующей плоскостью Lm,
на исходную плоскость из центра— плоскости Бортолотти Pn−m−1:

0

Γ1 : Lm + dLm
Pn−m−1−−−−−→ Lm. (1.11.1)

Доказательство. Учитывая в выражениях дифференциалов точек образую-
щей плоскости Lm инфинитезимальные перемещения подвижного репера (1.1.1),
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выражения базисных точек Bα оснащающей плоскости Бортолотти, выражения

форм ω̃ групповой связности (1.3.1) и охват
0

Γ1, имеем, что

dA = (θ − λαωα)A +
0
ω̃aAa + ωαBα,

dAa = (θ − λαωα)Aa +
0
ω̃b

aAb +
0
ω̃aA + ωα

a Bα.

Интересующая нас проекция определяется формами проективной связности
0
ω̃a,

0
ω̃b

a,
0
ω̃a, которые выражаются с помощью подобъекта

0

Γ1.

Теорема 1.11.2. Объект псевдосвязности
0

Γ3 характеризуется центральным
проектированием плоскости Pn−m−1 + dPn−m−1, смежной с оснащающей плос-
костью Pn−m−1, на исходную плоскость из центра— образующей плоскости Lm:

0

Γ3 : Pn−m−1 + dPn−m−1
Lm−−→ Pn−m−1. (1.11.2)

Доказательство. Вводя формы связности ω̃ (1.3.1) в выражения дифферен-
циалов точек Bα (1.6.1), получим, что

dBα = (θ − λγωγ)Bα +
0
ω̃β

αBβ + (∆λa
α + λαωa + ωa

α − λa
βλb

αωβ
b − λa

βλαωβ)Aa +

+ (∆λα + λa
αωa + ωα − λβλa

αωβ
a − λαλβωβ)A. (1.11.3)

Рассматриваемая проекция из центра— плоскости Lm = [A,Aa] определяется

формами
0
ω̃β

α псевдосвязности
0

Γ3.

Следствие 1.11.1. Простой подобъект
0

Γ2 характеризуется парой отображений
(1.11.1), (1.11.2).

1.12. Пучок связностей первого типа

Оснащение Бортолотти индуцирует пучок связностей первого типа [27], в ко-
тором выделяется подсвязность.

Вводя формы связности ω̃ (1.3.1) и выражения ковариантных дифференциа-
лов (1.7.2) в выражения дифференциалов точек Bα (1.11.3), получим, что

dBα = (. . .)β
αBβ +(∇λa

α + laαβωβ + lab
αβωβ

b )Aa +(∇λα + lαβωβ +ma
αβωβ

a )A, (1.12.1)

где
laαβ = Γa

αβ + λb
αLa

bβ − λa
γLγ

αβ + λαLa
β − λa

βλα,

lab
αβ = Πab

αβ + λc
αΓab

cβ − λa
γΓγb

αβ + λαΓab
β − λa

βλb
α,

lαβ = Lαβ − λγLγ
αβ + λa

αΓaβ − λβλα,

ma
αβ = Ga

αβ − λγΓγa
αβ + λb

αΠa
bβ − λβλa

α.

(1.12.2)
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Дифференцируя величины (1.12.2), получим сравнения

∆laαβ + lab
αβωb + lαβωa ≡ 0, ∆lab

αβ + laαβωb + mb
αβωa ≡ 0,

∆lαβ + (ma
αβ + laαβ)ωa ≡ 0, ∆ma

αβ + lαβωa + lba
αβωb ≡ 0,

(1.12.3)

из которых следует, что объект l = {laαβ , lab
αβ , lαβ ,ma

αβ} является тензором.
Определение 1.12.1. Будем говорить, что групповая связность Γ принадле-

жит пучку первого типа [27], если тензор l равен нулю.

Приравняем компоненты объекта l к нулю и обозначим соответствующий

объект связности через
1

Γ. Получим следующие формулы для его компонент:

1

Γa
αβ = −λb

αLa
bβ + λa

γLγ
αβ − λαLa

β + λa
βλα,

1

Πab
αβ = −λc

αΓab
cβ + λa

γΓγb
αβ − λαΓab

β + λa
βλb

α,

1

Lαβ = λγLγ
αβ − λa

αΓaβ + λβλα,

1

Ga
αβ = λγΓγa

αβ − λb
αΠa

bβ + λβλa
α,

(1.12.4)

т. е. групповая связность Γ может быть сведена к подсвязности

Γ2 = {La
α, Γab

α , La
bα, Γac

bα, Γaα, Πb
aα, Lα

βγ , Γαa
βγ}.

Так возникает пучок групповых связностей первого типа, т. е. справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 1.12.1. Оснащение Бортолотти многообразия Грассмана V индуци-
рует пучок групповых связностей первого типа в расслоении G(V ).

Для выделения в пучке групповых связностей первого типа одной связно-

сти подставим в (1.12.4) выражения компонент объекта
0

Γ2 (1.6.4) и получим

формулы (1.6.5) для компонент связности первого типа
01

Γ .

1.13. Вырожденные параллельные перенесения
в индуцированных связностях многообразия Грассмана

В этом разделе нами рассматриваются всевозможные параллельные пере-
несения оснащающей плоскости, при помощи их даётся геометрическая ин-
терпретация связностей трёх типов, индуцированных оснащением Бортолотти
многообразия Грассмана. Рассматриваются условия обращения в нуль ковари-
антных дифференциалов компонент оснащающего квазитензора.

Определение 1.13.1. Будем говорить, что геометрический образ, задавае-
мый геометрическим объектом, переносится параллельно в некоторой связно-
сти, если ковариантный дифференциал геометрического объекта обращается
в нуль [32].
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Для многообразия Грассмана параллельные перенесения оснащающей плос-
кости вырожденны.
1. При обращении в нуль ковариантных производных оснащающего квазитен-
зора специальных смещений оснащающей плоскости Бортолотти Pn−m−1,
вообще говоря, не выделяется. Иначе говоря, параллельное перенесение
плоскости Pn−m−1 в произвольной связности Γ является свободно выро-
жденным [31].

2. В групповой связности первого типа параллельное перенесение оснаща-
ющей плоскости Pn−m−1 будет связанно вырожденным, т. е. плоскость
Бортолотти Pn−m−1 неподвижна при параллельном перенесении в этой
связности.

3. В групповой связности второго и третьего типов параллельное перенесение
оснащающей плоскости Pn−m−1 будет свободно вырожденным.

Тензор σ, при обращении которого в нуль связности совпадают, будем назы-
вать тензором деформации [25, c. 128; 26].

Замечание 1.13.1. Деформация связности второго типа по отношению к связ-

ности первого типа равна σ, т. е.
02

Γ −
01

Γ = σ. Деформация связности третьего
типа по отношению к связностям первого и второго типов пропорциональна σ

с коэффициентами −1 и −2, т. е.
03

Γ −
01

Γ = −σ,
03

Γ −
02

Γ = −2σ.
В разделе 1.12 была получена формула (1.12.1), по которой дифференциалы

базисных точек плоскости Бортолотти выражались через ковариантные диффе-
ренциалы оснащающего квазитензора λ и компоненты тензора l (1.12.2).

Определение 1.13.2. Тензор l, компоненты которого служат коэффициен-
тами при базисных формах в выражениях дифференциалов базисных точек
оснащающей плоскости при введении в них ковариантных дифференциалов и
обращение которого в нуль характеризует связанно вырожденные параллельные
перенесения оснащающих плоскостей, назовём тензором подвижности паралле-
лизма.

Компоненты тензора подвижности параллелизма l удовлетворяют сравнени-
ям (1.12.3).

Замечание 1.13.2. Компоненты тензоров деформации σ и подвижности па-
раллелизма l многообразия Грассмана удовлетворяют одинаковым дифференци-
альным сравнениям.

Групповая связность Γ принадлежит пучку первого типа, если тензор l ра-
вен нулю. Учитывая выражения компонент объекта l, формулы охватов (1.6.4),
(1.6.5), (1.8.1), (1.9.1) компонент объекта связности Γ и равенства, по которым
выражаются компоненты объекта σ, получим следующую теорему.

Теорема 1.13.1. Тензор подвижности параллелизма l в связности первого
типа обращается в нуль (l = 0), в связности второго типа совпадает с тензо-
ром деформации (l = σ), а в связности третьего типа противоположен тензору
деформации (l = −σ).
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1.14. Связность над областью проективного пространства

В качестве примера будет рассмотрен частный случай многообразия Грас-
смана V = Gr(m,n) m-мерных плоскостей Lm, когда m = 0.

В проективном пространстве Pn исследована область V0, описанная точ-
кой A, т. е. специальное многообразие Грассмана точек V0 = Gr(0, n) [32].
Все полученные результаты для многообразия Грассмана, т. е. для общего слу-
чая, подтвердились и для этого частного случая, рассматривавшегося Норденом.

2. Связность в расслоении, ассоциированном
с пространством центрированных плоскостей

B разделе 1 мы изучили многообразие Грассмана m-мерных плоскостей.
В данном разделе исследуется пространство центрированных плоскостей, т. е.
пространство m-мерных плоскостей с фиксированным центром. Строится ассо-
циированное расслоение (главное расслоение), базой которого является про-
странство центрированных плоскостей, а типовым слоем— подгруппа стаци-
онарности центрированной плоскости. В главном расслоении выделяются все
фактор-расслоения. Вводится фундаментально-групповая связность с помощью
поля объекта связности и доказывается, что сильное аффинное оснащение про-
странства центрированных плоскостей позволяет задать связности в главном
расслоении. Доказывается, что объект кручения групповой связности является
квазитензором. Выясняются геометрические характеристики подобъектов с по-
мощью центральных проектирований и параллельных перенесений оснащающих
плоскостей. Определяются ковариантные дифференциалы и ковариантные про-
изводные оснащающего квазитензора, причём, в отличие от многообразия Грас-
смана, только часть ковариантных производных образует тензор, что усложняет
нахождение второго охвата компонент объекта групповой связности компонен-
тами оснащающего квазитензора. Находятся условия совпадения охватов трёх
типов и выражения, их связывающие. Вводится тензор деформации и объ-
ект, который является линейной комбинацией компонент тензора деформации
и оснащающего квазитензора. Выделяется пучок связностей первого типа, ин-
дуцированный аналогом нормализации Нордена пространства центрированных
плоскостей.

2.1. Пространство центрированных плоскостей
в проективном пространстве

В n-мерном проективном пространстве Pn рассмотрим пространство Π всех
центрированных плоскостей размерности m.

Произведём специализацию подвижного репера {A,Aa, Aα}: вершину A по-
местим в центр m-мерной плоскости Lm, а вершины Aa на плоскость Lm. Цен-
трированную плоскость будем обозначать L∗

m.
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Из деривационных формул (1.1.1) следует, что уравнения

ωα = 0, ωa = 0, ωα
a = 0

являются условиями стационарности центрированной плоскости L∗
m, т. е. формы

ωα, ωa, ωα
a главные. Для пространства центрированных плоскостей эти формы

базисные, тогда
dim Π = dimV + m = n + m(n − m).

2.2. Главное расслоение, ассоциированное
с пространством центрированных плоскостей

Выделим главное расслоение и укажем все его фактор-расслоения.
С пространством Π центрированных плоскостей L∗

m ассоциируется главное
расслоение G(Π), причём dimG = n(n + 1) − m(n − m).

Базисные формы ωα, ωa, ωα
a удовлетворяют структурным уравнениям Карта-

на (1.1.2):

Dωα = ωa ∧ ωα
a − ωα

β ∧ ωβ , Dωa = ωb ∧ ωa
b − ωa

α ∧ ωα,

Dωα
a = (δα

β ωb
a − δb

aωα
β ) ∧ ωβ

b + ωa ∧ ωα.
(2.2.1)

Внешние дифференциалы от вторичных форм имеют вид

Dωa = ωb
a ∧ ωb − ωα ∧ ωα

a , (2.2.2)

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + (δa

c ωb + δa
b ωc) ∧ ωc + δa

b ωα ∧ ωα − ωa
α ∧ ωα

b , (2.2.3)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ + δα

β ωa ∧ ωa + (δα
γ ωβ + δα

β ωγ) ∧ ωγ + ωa
β ∧ ωα

a , (2.2.4)

Dωa
α = ωb

α ∧ ωa
b + ωβ

α ∧ ωa
β + ωα ∧ ωa, (2.2.5)

Dωα = ωa
α ∧ ωa + ωβ

α ∧ ωβ . (2.2.6)

Таким образом, над пространством Π мы построили главное расслоение G(Π)
со структурными уравнениями (2.2.1)—(2.2.6), типовым слоем которого явля-
ется подгруппа стационарности G центрированной плоскости L∗

m, а базой—
пространство Π.

Выделим из главного расслоения G(Π) следующие фактор-расслоения:
1) фактор-расслоение линейных реперов, принадлежащих плоскости L∗

m, ти-
повым слоем которого является линейная фактор-группа GL(m), действу-
ющая в пучке прямых, принадлежащих плоскости L∗

m, со структурными
уравнениями (2.2.1), (2.2.3);

2) фактор-расслоение нормальных линейных реперов, двойственное подрас-
слоению, рассмотренному в пункте 1), со структурными уравнениями
(2.2.1), (2.2.4);

3) фактор-расслоение плоскостных коаффинных реперов, принадлежащих
плоскости L∗

m, типовым слоем которого является коаффинная фактор-груп-
па GA∗(m), действующая в плоскости L∗

m, причём GL(m) ⊂ GA∗(m) ⊂ G,
со структурными уравнениями (2.2.1)—(2.2.3);
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4) аффинное фактор-расслоение, типовым слоем которого является фак-
тор-группа, действующая в пучке прямых с центром в точке A, со струк-
турными уравнениями (2.2.1), (2.2.3)—(2.2.5);

5) максимальное фактор-расслоение со структурными уравнениями
(2.2.1)—(2.2.5), составленное из фактор-расслоения плоскостных ко-
аффинных реперов и аффинного фактор-расслоения.

2.3. Фундаментально-групповая связность

В главном расслоении G(Π) зададим фундаментально-групповую связность
по Г. Ф. Лаптеву [19]. Для этого введём новые слоевые формы:

ω̃a = ωa − Γaαωα − Γabω
b − Πb

aαωα
b , ω̃a

b = ωa
b − La

bαωα − La
bcω

c − Γac
bαωα

c ,

ω̃α
β = ωα

β − Lα
βγωγ − Lα

βaωa − Γαa
βγωγ

a ,

ω̃a
α = ωa

α − La
αβωβ − La

αbω
b − Γab

αβωβ
b , ω̃α = ωα − Γαβωβ − Γαaωa − Πa

αβωβ
a .

(2.3.1)

Структурные уравнения форм связности (2.3.1) главного расслоения находим
по аналогии с разделом 1.3. Связность в главном расслоении задаётся с помощью
поля объекта связности Γ на базе Π, компоненты которого должны удовлетво-
рять следующим уравнениям:

∆La
bα − La

bcω
c
α + Γac

bαωc − δa
b ωα = La

bαβωβ + La
bαcω

c + Lac
bαβωβ

c ,

∆La
bc − δa

c ωb − δa
b ωc = La

bcαωα + La
bceω

e + Lae
bcαωα

e ,

∆Γac
bα + δc

bω
a
α = Γac

bαβωβ + Γac
bαeω

e + Γace
bαβωβ

e ,

∆Γaα − Γabω
b
α + (Πb

aα + Lb
aα)ωb = Γaαβωβ + Γaαbω

b + Γb
aαβωβ

b ,

∆Γab + Lc
abωc = Γabαωα + Γabcω

c + Γc
abαωα

c ,

∆Πb
aα + Γdb

aαωd + δb
aωα = Πb

aαβωβ + Πb
aαcω

c + Πbc
aαβωβ

c ,

∆La
αβ + Γab

αβωb − La
bβωb

α + Lγ
αβωa

γ − La
αbω

b
β = La

αβγωγ + La
αβbω

b + Lab
αβγωγ

b ,

∆La
αb − La

cbω
c
α + Lβ

αbω
a
β − δa

b ωα = La
αbβωβ + La

αbcω
c + Lac

αbβωβ
c ,

∆Γab
αβ − Γab

dβωd
α + Γγb

αβωa
γ = Γab

αβγωγ + Γab
αβcω

c + Γabc
αβγωγ

c ,

∆Lα
βγ − Lα

βaωa
γ + Γαa

βγωa − δα
β ωγ − δα

γ ωβ = Lα
βγµωµ + Lα

βγaωa + Lαa
βγµωµ

a ,

∆Lα
βa − δα

β ωa = Lα
βaγωγ + Lα

βabω
b + Lαb

βaγωγ
b ,

∆Γαa
βγ − δα

γ ωa
β = Γαa

βγµωµ + Γαa
βγbω

b + Γαab
βγµωµ

b ,

∆Γαβ −Γαaωa
β +(Πa

αβ + La
αβ)ωa− Γaβωa

α + Lγ
αβωγ =Γαβγωγ + Γαβaωa + Γa

αβγωγ
a ,

∆Γαa − Γbaωb
α + Lb

αaωb + Lβ
αaωβ = Γαaβωβ + Γαabω

b + Γb
αaβωβ

b ,

∆Πa
αβ + Γba

αβωb − Πa
cβωc

α + Γγa
αβωγ = Πa

αβγωγ + Πa
αβbω

b + Πab
αβγωγ

b .

(2.3.2)
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Теорема 2.3.1. Объект групповой связности Γ содержит пять простых [32]
геометрических подобъектов

Γ1 = {La
bc, Γac

bα, La
bα}, Γ2 = {Lα

βa, Γαa
βγ , Lα

βγ},
Γ3 = {Γ1, Γaα, Γab, Πb

aα}, Γ4 = {Γ1, Γ2, La
αb, Γab

αβ , La
αβ}, Γ5 = {Γ3 \ Γ1, Γ4},

задающих связности в соответствующих фактор-расслоениях.

Доказательство. Утверждение следует из уравнений (2.3.2).

2.4. Объект кривизны

Найдём выражения компонент объекта кривизны и дифференциальные урав-
нения, которым они удовлетворяют. Для этого рассмотрим внешние дифферен-
циалы от форм связности (2.3.1). Подставим в них дифференциальные уравне-
ния (2.3.2) компонент объекта связности Γ, получим структурные уравнения
форм связности

Dω̃a
b = ω̃c

b ∧ ω̃a
c + Ra

bαβωα ∧ ωβ + Ra
bceω

c ∧ ωe + Ra
bαcω

α ∧ ωc +

+ Rac
bαβωα ∧ ωβ

c + Rad
bcαωc ∧ ωα

d + Racd
bαβωα

c ∧ ωβ
d ,

Dω̃a = ω̃b
a ∧ ω̃b + Raαβωα ∧ ωβ + Rabcω

b ∧ ωc + Raαbω
α ∧ ωb +

+ Kb
aαβωα ∧ ωβ

b + Rc
abαωb ∧ ωα

c + Kbc
aαβωα

b ∧ ωβ
c ,

Dω̃a
α = ω̃b

α ∧ ω̃a
b + ω̃β

α ∧ ω̃a
β + Ra

αβγωβ ∧ ωγ + Ra
αbcω

b ∧ ωc +

+ Ra
αβbω

β ∧ ωb + Rac
αbβωb ∧ ωβ

c + Rab
αβγωβ ∧ ωγ

b + Rabc
αβγωβ

b ∧ ωγ
c ,

Dω̃α
β = ω̃γ

β ∧ ω̃α
γ + Rα

βγµωγ ∧ ωµ + Rα
βabω

a ∧ ωb + Rα
βγaωγ ∧ ωa +

+ Rαa
βγµωγ ∧ ωµ

a + Rab
βaγωa ∧ ωγ

b + Rαab
βγµωγ

a ∧ ωµ
b ,

Dω̃α = ω̃a
α ∧ ω̃a + ω̃β

α ∧ ω̃β + Rαβγωβ ∧ ωγ + Rαabω
a ∧ ωb + Rαβaωβ ∧ ωa +

+ Ka
αβγωβ ∧ ωγ

a + Rb
αaβωa ∧ ωβ

b + Kab
αβγωβ

a ∧ ωγ
b .

Теорема 2.4.1. Объект кривизны R является тензором.

Доказательство следует непосредственно из дифференциальных сравнений
компонент объекта кривизны R. Например,

∆Ra
bαc − Rae

bcαωe − 2Ra
becω

e
α ≡ 0.

2.5. Квазитензор кручения групповой подсвязности
в пространстве центрированных плоскостей

Подставляя в структурные уравнения базисных форм (2.2.1) пространства Π
формы связности (2.3.1), приходим к уравнениям

Dωα = ωa ∧ ωα
a − ω̃α

β ∧ ωβ + Sα
βγωβ ∧ ωγ + Sα

βaωβ ∧ ωa + Sαa
βγ ωβ ∧ ωγ

a ,
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Dωa = ωb ∧ ω̃a
b + ωα ∧ ω̃a

α + Sa
bcω

b ∧ ωc + Sa
bαωb ∧ ωα + Sa

αβωα ∧ ωβ +

+ Sac
bαωb ∧ ωα

c + Sab
αβωα ∧ ωβ

b ,

Dωα
a = ω̃b

a ∧ ωα
b − ω̃α

β ∧ ωβ
a + ω̃a ∧ ωα + Sα

aβγωβ ∧ ωγ + Sα
abβωb ∧ ωβ +

+ Sαb
aβγωβ ∧ ωγ

b + Sαb
aβcω

c ∧ ωβ
b + Sαbc

aβγωβ
b ∧ ωγ

c ,

где компоненты объекта S выражаются по формулам

Sα
βγ = Lα

[βγ], Sα
βa = Lα

βa, Sαa
βγ = Γαa

βγ ,

Sa
bc = La

[bc], Sa
bα = La

bα − La
αb, Sa

αβ = La
[αβ],

Sac
bα = Γac

bα, Sab
αβ = Γab

αβ ,

Sα
aβγ = δα

[γΓaβ], Sα
abγ = δα

γ Γab, Sαb
aβγ = δα

γ Lb
aβ − δb

aLα
γβ − δα

β Πb
aγ ,

Sαb
aβc = δα

β Lb
ac − δb

aLα
βc, Sαbc

aβγ = −δα
�βΓ�bc

aγ ] + δ�ba Γαc
�βγ ].

(2.5.1)

Квадратные скобки означают альтернирование по крайним индексам. В правых
частях равенств (2.5.1) содержатся лишь компоненты подобъекта Γ1, поэтому
будем называть объект S объектом кручения подсвязности Γ1 групповой связ-
ности Γ в пространстве Π центрированных плоскостей L∗

m.
Учитывая дифференциальные сравнения компонент подобъекта Γ1, соответ-

ствующие уравнениям (2.3.2), приходим к их сравнениям по модулю базисных
форм:

∆Sα
βγ + Sαa

[βγ]ωa − Sα
[βaωa

γ] ≡ 0, ∆Sα
βa − δα

β ωa ≡ 0,

∆Sαa
βγ − δα

γ ωa
β ≡ 0, ∆Sa

bc ≡ 0, ∆Sa
bα − 2Sa

bcω
c
α + Sac

bαωc − Sβ
αbω

a
β ≡ 0,

∆Sa
αβ + Sa

b[αωb
β] + Sγ

αβωa
γ + Sab

[αβ]ωb ≡ 0, ∆Sac
bα + δc

bω
a
α ≡ 0,

∆Sab
αβ − Sab

cβωc
α + Sγb

αβωa
γ ≡ 0,

∆Sα
aβγ + Sα

ab[βωb
γ] + Sαb

a[βγ]ωb − Sα
βγωa ≡ 0,

∆Sα
abβ + Sαc

aβbωc + Sα
βbωa ≡ 0, ∆Sαb

aβc − δb
cδ

α
β ωa ≡ 0, ∆Sαbc

aβγ ≡ 0,

∆Sαb
aβγ − Sαb

aγcω
c
β − 2δα

�βS�cb
aγ ]ωc − δb

aSαc
γβωc ≡ 0.

(2.5.2)

Теорема 2.5.1. Объект кручения S подсвязности Γ1 является квазитензором,
содержащим простейшие [32] тензоры

Sa
bc, Sαbc

aβγ ,

простейшие квазитензоры

Sα
βa, Sαa

βγ , Sac
bα, Sαa

bβc

и простые квазитензоры

{Sα
βa, Sαa

βγ , Sα
βγ}, {Sa

bc, Sac
bα, Sβ

αb, Sa
bα},

{Sab
cβ , Sγb

αβ , Sab
αβ}, {Sαc

aβb, Sα
βb, Sα

abβ}, {Sαb
aγc, Scb

aγ , Sαc
γβ , Sαb

aβγ}.



Связности в расслоениях, ассоциированных с многообразием Грассмана 49

Замечание 2.5.1. Поскольку объект кручения S связности Γ1 является ква-
зитензором, связность Γ1 всегда с кручением.

Проследим динамику квазитензора кручения S при последовательных ка-
нонизациях: 1) при размещении вершин Aα в нормали первого рода; 2) при
размещении вершин Aa в нормали второго рода; 3) при одновременном разме-
щении данных вершин в соответствующих нормалях.

1. Поместим вершины Aα в нормаль первого рода, при этом

ωa
α ≡ 0. (2.5.3)

Запишем дифференциальные сравнения (2.5.2) компонент объекта кручения S
с учётом (2.5.3):

∆Sαa
βγ ≡ 0, ∆Sa

bc ≡ 0, ∆Sa
bα + Sac

bαωc ≡ 0, ∆Sa
αβ + Sab

[αβ]ωb ≡ 0,

∆Sac
bα ≡ 0, ∆Sab

αβ ≡ 0, ∆Sα
aβγ + Sαb

a[βγ]ωb − Sα
βγωa ≡ 0,

∆Sαb
aβc − δb

cδ
α
β ωa ≡ 0, ∆Sαbc

aβγ ≡ 0, ∆Sα
βγ + Sαa

[βγ]ωa ≡ 0,

∆Sα
βa − δα

β ωa ≡ 0, ∆Sα
abβ + Sαc

aβbωc + Sα
βbωa ≡ 0,

∆Sαb
aβγ − 2δα

�βS�cb
aγ ]ωc − δb

aSαc
γβωc ≡ 0.

(2.5.4)

Теорема 2.5.2. При адаптации подвижного репера к полю нормалей первого
рода Pn−m квазитензор кручения S остаётся квазитензором, содержащим пять
простейших тензоров

Sαa
βγ , Sa

bc, Sac
bα, Sab

αβ , Sαbc
aβγ ,

четыре простых тензора

{Sαa
βγ , Sα

βγ}, {Sab
αβ , Sa

αβ}, {Sac
bα, Sa

bα}, {Scb
aγ , Sαc

γβ , Sαb
aβγ},

два простейших квазитензора

Sα
βa, Sαb

aβc

и один простой квазитензор

{Sαc
aγb, Sα

γb, Sα
abγ}.

Доказательство следует из дифференциальных сравнений (2.5.4).

2. Если отказаться от предыдущей канонизации, а поместить вершины Aa

в нормаль второго рода Pm−1, то

ωa ≡ 0. (2.5.5)

Дифференциальные сравнения (2.5.2) компонент объекта кручения S с учё-
том (2.5.5) принимают вид
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∆Sα
βγ − Sα

[βaωa
γ] ≡ 0, ∆Sα

βa ≡ 0, ∆Sαa
βγ − δα

γ ωa
β ≡ 0,

∆Sa
bc ≡ 0, ∆Sa

bα − 2Sa
bcω

c
α − Sβ

αbω
a
β ≡ 0, ∆Sac

bα + δc
bω

a
α ≡ 0,

∆Sa
αβ + Sa

b[αωb
β] + Sγ

αβωa
γ ≡ 0, ∆Sab

αβ − Sab
cβωc

α + Sγb
αβωa

γ ≡ 0,

∆Sα
aβγ + Sα

ab[βωb
γ] ≡ 0, ∆Sα

abβ ≡ 0,

∆Sαb
aβγ − Sαb

aγcω
c
β ≡ 0, ∆Sαb

aβc ≡ 0, ∆Sαbc
aβγ ≡ 0.

(2.5.6)

Из (2.5.6) вытекает следующая теорема.

Теорема 2.5.3. При адаптации подвижного репера к полю нормалей второго
рода Pm−1 квазитензор кручения S остаётся квазитензором. Он содержит пять
простейших тензоров

Sα
βa, Sa

bc, Sαbc
aβγ , Sαb

aβc, Sα
abγ ,

четыре простых тензора

{Sα
βa, Sα

βγ}, {Sa
bc, Sβ

αb, Sa
bα}, {Sαb

aγc, Sαb
aβγ}, {Sα

abβ , Sα
aβγ},

два простейших квазитензора
Sαa

βγ , Sac
bα

и один простой квазитензор

{Sab
cβ , Sγb

αβ , Sab
αβ}.

3. Произведём одновременно канонизации, рассмотренные в пунктах 1 и 2,
т. е. Aα ∈ Pn−m, Aa ∈ Pm−1. При этом будут справедливы условия (2.5.3),
(2.5.5). Тогда дифференциальные сравнения (2.5.2) примут следующий вид:

∆Sα
βγ ≡ 0, ∆Sα

βa ≡ 0, ∆Sαa
βγ ≡ 0, ∆Sa

bc ≡ 0, ∆Sa
bα ≡ 0,

∆Sac
bα ≡ 0, ∆Sa

αβ ≡ 0, ∆Sab
αβ ≡ 0, ∆Sα

aβγ ≡ 0, ∆Sα
abβ ≡ 0,

∆Sαb
aβγ ≡ 0, ∆Sαb

aβc ≡ 0, ∆Sαbc
aβγ ≡ 0.

Теорема 2.5.4. При адаптации подвижного репера нормализации простран-
ства Π квазитензор кручения S становится тензором, у которого все компонен-
ты— простейшие тензоры.

2.6. Аналог сильной нормализации Нордена,
связность первого типа

Осуществим сильное аффинное оснащение Лумисте [22] (аналог сильной
нормализации Нордена [25, c. 197, 206] пространства Π) полями следующих
геометрических образов: (n − m − 1)-мерной плоскостью Pn−m−1, не имеющей
общих точек с плоскостью L∗

m, и (m − 1)-мерной плоскостью Pm−1, принадле-
жащей плоскости L∗

m и не проходящей через её центр A.
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Замечание 2.6.1. В отличие от плоскости Бортолотти, которая дополняет
образующий элемент—m-плоскость— до проективного пространства и которая
являлась оснащающей в разделе 1, данная плоскость Pn−m−1 является ана-
логом плоскости Картана (центрированная плоскость L∗

m —аналог касательной
плоскости к поверхности в точке A).

Плоскость Pn−m−1 зададим совокупностью точек Bα = Aα + λa
αAa + λαA, а

плоскость Pm−1 — точками Ba = Aa + λaA.
Рассмотрим дифференциалы точек Bα, Ba, учтём в них деривационные фор-

мулы и выражения базисных точек плоскостей Pn−m−1, Pm−1, свернём часть
слагаемых при помощи оператора ∆. Тогда

dBα = θBα + (ωβ
α + λa

αωβ
a + λαωβ)Bβ +

+ (∆λa
α + λαωa + ωa

α − λa
βλb

αωβ
b − λαλa

βωβ)Ba +

+ [∆λα + λa
αωa + ωα − λa(∆λa

α + ωa
α) − µβλa

αωβ
a − µβλαωβ − λaλαωa]A,

(2.6.1)

dBa = θBa + (ωb
a + λaωb − λb

αωα
a − λaλb

αωα)Bb + (ωα
a + λaωα)Bα +

+ (∆λa + ωa − λaλbω
b − µαωα

a − µαλaωα)A, (2.6.2)

где введено обозначение µα = λα − λa
αλa.

Требуя относительной инвариантности оснащающих плоскостей, из (2.6.1),
(2.6.2) получим дифференциальные уравнения для компонент оснащающего гео-
метрического объекта λ = {λa

α, λα, λa}:
∆λa

α + ωa
α = λa

αβωβ + λa
αbω

b + λab
αβωβ

b ,

∆λα + λa
αωa + ωα = λαβωβ + λαaωa + Λa

αβωβ
a ,

∆λa + ωa = λabω
b + λaαωα + λb

aαωα
b .

(2.6.3)

Дифференциальные уравнения (2.6.3) можно записать в виде сравнений по мо-
дулю базисных форм ωα, ωa, ωα

a :

∆λa
α + ωa

α ≡ 0, ∆λα + λa
αωa + ωα ≡ 0, ∆λa + ωa ≡ 0. (2.6.4)

Отсюда вытекает следующая теорема.

Теорема 2.6.1. Оснащающий геометрический объект λ является квазитен-
зором.

Теорема 2.6.2. Оснащение пространства Π центрированных плоскостей L∗
m

полями плоскостей Pn−m−1 и Pm−1 позволяет задать связность (первого типа)
в ассоциированном расслоении.

Доказательство. Учитывая дифференциальные уравнения (2.3.2) компонент
объекта связности Γ и сравнения (2.6.4) компонент оснащающего квазитензо-
ра λ, получим, что оснащающий квазитензор λ позволяет охватить компоненты
объекта групповой связности следующим образом:
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0

La
bα = λbλ

a
α − δa

b µα,
0

La
bc = −δa

c λb − δa
b λc,

0

Γab
cα = δb

cλ
a
α,

0

Lα
βγ = −δα

β µγ − δα
γ λβ ,

0

Lα
βa = −δα

β λa,
0

Γαa
βγ = −δα

γ λa
β ;

(2.6.5)

01

Γaα = λaλbλ
b
α,

01

Γab = −λaλb,
01

Πb
aα = δb

aλα,
01

La
αβ = −λbλ

b
αλa

β ,

01

La
αb = −δa

b µα,
01

Γab
αβ = −λa

βλb
α,

01

Γαβ = −λαλβ + λaλa
βµα,

01

Γαa = −λaµα,
01

Πa
αβ = −λa

αλβ .

(2.6.6)

Обозначим первый охват через

01

Γ =
{ 0

La
bα,

0

La
bc,

0

Γab
cα,

0

Lα
βγ ,

0

Lα
βa,

0

Γαa
βγ ,

01

Γaα,
01

Γab,
01

Πb
aα,

01

La
αβ ,

01

La
αb,

01

Γab
αβ ,

01

Γαβ ,
01

Γαa,
01

Πa
αβ

}
.

2.7. Ковариантный дифференциал
и ковариантные производные оснащающего квазитензора

С помощью способа Лаптева задания групповой связности, аналогично раз-
делу 1, мы вводим понятие ковариантного дифференциала и ковариантных про-
изводных геометрического объекта относительно этой связности.

Запишем дифференциальные уравнения (2.6.3) оснащающего квазитензора
в развёрнутом виде и внесём в эти уравнения формы связности ω̃ (2.3.1). Тогда
левые части вновь полученных равенств будут ковариантными дифференциала-
ми оснащающего квазитензора λ, они имеют следующий вид:

∇λa
α = dλa

α + λb
αω̃a

b − λa
βω̃β

α + ω̃a
α,

∇λα = dλα − λβω̃β
α + λa

αω̃a + ω̃α, ∇λa = dλa − λbω̃
b
α + ω̃a.

(2.7.1)

Правые части равенств являются линейными комбинациями, в которых ковари-
антные производные, т. е. коэффициенты при базисных формах Пфаффа, выгля-
дят следующим образом:

∇βλa
α = λa

αβ − λb
αLa

bβ + λa
γLγ

αβ − La
αβ , ∇b

βλa
α = λab

αβ − λc
αΓab

cβ + λa
γΓγb

αβ − Γab
αβ ,

∇βλα = λαβ + λγLγ
αβ − λa

αΓaβ − Γαβ ,

∇a
βλα = Λa

αβ + λγΓγa
αβ − λb

αΠa
bβ − Πa

αβ ,

∇bλ
a
α = λa

αb − λc
αLa

cb + λa
βLβ

αb − La
αb, ∇b

αλa = λb
aα + λcΓcb

aα − Πb
aα,

∇αλa = λaα + λbL
b
aα − Γaα, ∇aλα = λαa + λβLβ

αa − λb
αΓbα − Γαa,

∇bλa = λab + λcL
c
ab − Γab.

(2.7.2)

Обозначим совокупность ковариантных производных компонент максималь-
ного оснащающего подквазитензора λ0 = {λa

α, λa} следующим образом:
∇iλ0 = {∇βλa

α, ∇b
βλa

α, ∇bλ
a
α, ∇b

αλa, ∇αλa, ∇bλa},
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тогда все ковариантные производные можно записать в виде

∇iλ = {∇iλ0, ∇βλα, ∇a
βλα, ∇aλα},

где i = 1,dim Π.
Продолжая дифференциальные уравнения компонент оснащающего квази-

тензора λ с помощью структурных уравнений (1.1.2) и используя дифференци-
альные уравнения (2.3.2) компонент объекта связности Γ, находим дифферен-
циальные сравнения для ковариантных производных (2.7.2):

∆∇βλa
α −∇bλ

a
αωb

β + ∇b
βλa

αωb ≡ 0, ∆∇b
βλa

α ≡ 0, ∆∇bλ
a
α ≡ 0,

∆∇βλα + (∇βλa
α + ∇a

βλα)ωa −∇aλαωa
β − λa

αβωa ≡ 0,

∆∇a
βλα + ∇a

βλb
αωb − λba

αβωb ≡ 0, ∆∇aλα + ∇aλb
αωb − λb

αaωb ≡ 0,

∆∇αλa + ∇b
αλaωb −∇bλaωb

α ≡ 0, ∆∇b
αλa ≡ 0, ∆∇bλa ≡ 0.

(2.7.3)

Из сравнений (2.7.3) следуют две теоремы.

Теорема 2.7.1. Совокупность ковариантных производных ∇iλ0 компонент
максимального подквазитензора λ0 образует тензор.

Теорема 2.7.2. Совокупность функций {∇iλ, λa
αβ , λb

αa, λba
αβ , λa

α} образует
квазитензор, причём совокупность ковариантных производных ∇iλ оснащаю-
щего квазитензора λ не образует тензора.

2.8. Связность второго типа в расслоении
над пространством центрированных плоскостей

При помощи ковариантных производных построим второй охват компонент
объекта связности Γ.

Когда мы рассматривали в разделе 1 многообразие Грассмана, все компонен-
ты ковариантных производных оснащающего квазитензора составляли тензор.
При рассмотрении пространства Π центрированных плоскостей мы столкнулись
с тем фактом, что лишь часть компонент ковариантных производных оснащаю-
щего квазитензора является тензором. Таким образом, для построения второго
охвата компонент объекта групповой связности Γ компонентами оснащающего
квазитензора λ мы можем приравнять нулю лишь совокупность ковариантных
производных ∇iλ0, а именно те, которые согласно теореме 2.7.1 образуют тензор.
Проделав это, получим

2

La
αβ = λa

αβ − λb
αLa

bβ + λa
γLγ

αβ ,
2

Γab
αβ = λab

αβ − λc
αΓab

cβ + λa
γΓγb

αβ ,

2

La
αb = λa

αb − λc
αLa

cb + λa
βLβ

αb,
2

Πb
aα = λb

aα + λcΓcb
aα,

2

Γaα = λaα + λbL
b
aα,

2

Γab = λab + λcL
c
ab.
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С учётом охвата (2.6.5) подобъекта
{0

Γ1,
0

Γ2

}
=

{ 0

La
bα,

0

La
bc,

0

Γab
cα,

0

Lα
βa,

0

Γαa
βγ ,

0

Lα
βγ

}

эти равенства примут вид
02

La
αβ = λa

αβ − λa
βλb

αλb − λa
βλα,

02

Γab
αβ = λab

αβ − 2λb
αλa

β ,

02

La
αb = λa

αb + δa
b λc

αλc,
02

Πb
aα = λb

aα + δb
aλcλ

c
α,

02

Γab = λab − 2λaλb,
02

Γaα = λaα + 2λaλbλ
b
α − λaλα.

(2.8.1)

Учитывая выражения (2.8.1) и дифференциальные сравнения, соответствующие
уравнениям (2.3.2) объекта Γ, можно охватить остальные компоненты объекта Γ
групповой связности:

02

Γαa = −λbaλb
α + 2λaλbλ

b
α + λb

αaλb,
02

Πa
αβ = λba

αβλb − λa
bβλb

α − 2λa
αλb

βλb,

02

Γαβ = −2λaλbλ
a
αλb

β − λaβλa
α + λaλβλa

α + λa
αβλa − λαλβ .

(2.8.2)

Мы выражали компоненты объекта групповой связности
{ 2

La
αβ ,

2

Γab
αβ ,

2

La
αb,

2

Πb
aα,

2

Γab,
2

Γaα

}

через компоненты составного подобъекта {Γ1,Γ2}, т. е. получили пучок макси-
мальных подсвязностей.

Теорема 2.8.1. Аналог сильной нормализации Нордена пространства Π цен-
трированных плоскостей индуцирует пучок подсвязностей (второго типа) в мак-
симальном подрасслоении, из которого выделяется максимальная подсвязность

второго типа
02

Γ5.

Теорема 2.8.2. Аналог сильной нормализации Нордена пространства Π ин-

дуцирует связность второго типа
02

Γ =
{02

Γ5,
02

Γαa,
02

Πa
αβ ,

02

Γαβ

}
.

2.9. Связность третьего типа в расслоении
над пространством центрированных плоскостей

Учтём продолженные дифференциальные сравнения компонент оснащаю-
щего объекта λ, дифференциальные уравнения (2.3.2), которым удовлетворя-
ют компоненты объекта связности Γ, и охват (2.6.5) составного подобъекта{0

Γ1,
0

Γ2

}
, получим

03

La
αβ = λa

bαλb
β − λba

βαλb + λa
βλb

αλb − λa
βλα,

03

Γab
αβ = −λba

βα,

03

La
αb = −λa

bα,
03

Πb
aα = −λb

αa,
03

Γab = −λba,
03

Γaα = λbaλb
α − λb

αaλb − λaλα,

03

Γαa = −λaα,
03

Πa
αβ = −λa

βα,
03

Γαβ = λaαλa
β − λaλa

βα + λaλβλa
α − λαλβ .

(2.9.1)
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Теорема 2.9.1. Нормализация Нордена индуцирует связность третьего типа

03

Γ =
{ 0

La
bα,

0

La
bc,

0

Γab
cα,

0

Lα
βγ ,

0

Lα
βa,

0

Γαa
βγ ,

03

Γaα,
03

Γab,
03

Πb
aα,

03

La
αβ ,

03

La
αb,

03

Γab
αβ ,

03

Γαβ ,
03

Γαa,
03

Πa
αβ

}
.

2.10. Условия совпадения и связь объектов
групповых связностей трёх типов

Найдём условия, при которых совпадают построенные охваты трёх типов.
Для этого мы приравняем соответствующие компоненты объекта связности Γ
по парам и учтём формулы (2.6.6), (2.8.1), (2.8.2), (2.9.1), т. е. равенства, по
которым выражаются компоненты объекта Γ в связностях трёх типов.

Как и в случае многообразия Грассмана, мы получаем общее условие сов-
падения всех трёх охватов, которое аналогично условию совпадения охватов по
парам.

Теорема 2.10.1. Связности первого, второго и третьего типов совпадают то-
гда и только тогда, когда выполняются условия

λa
αβ = λαλa

β , λab = λaλb, λab
αβ = λa

βλb
α,

λa
αb = −δa

b λα, λb
aα = δb

aµα, λaα = λaµα.

Теорема 2.10.2. Связности первого, второго и третьего типов подчиняются
зависимости

02

Γ =
01

Γ +
01

Γp −
03

Γp,

где p означает перестановку индексов функции Γ. Если в качестве Γ выступает
L(ind), то Γp = Π(ind) и наоборот, а ind означает, что компоненты функции
содержат индексы. Например, (Γab

αβ)p = Γba
βα, (La

αβ)p = Πa
βα.

Доказательство. Сравнивая формулы (2.6.6), (2.8.1), (2.8.2), (2.9.1), по ко-
торым выражаются компоненты объекта связности в построенных охватах, убе-
ждаемся, что теорема справедлива.

2.11. Тензор неабсолютных перенесений

С помощью структурных уравнений найдём внешние дифференциалы от ком-
понент ковариантного дифференциала (2.7.1):

D∇λa
α = ∇λb

α ∧ ω̃a
b −∇λa

β ∧ ω̃β
α + T a

αβγωβ ∧ ωγ + T a
αbcω

b ∧ ωc +

+ T a
αβbω

β ∧ ωb + T ab
αβγωβ ∧ ωγ

b + T ac
αbβωb ∧ ωβ

c + T abc
αβγωβ

b ∧ ωγ
c ,

D∇λα = ∇λa
α ∧ ω̃a −∇λβ ∧ ω̃β

α + Tαβγωβ ∧ ωγ + Tαabω
a ∧ ωb +

+ Tαβaωβ ∧ ωa + Sa
αβγωβ ∧ ωγ

a + T b
αaβωa ∧ ωβ

b + Sab
αβγωβ

a ∧ ωγ
b ,
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D∇λa = −∇λb ∧ ω̃b
a + Taαβωα ∧ ωβ + Tabcω

b ∧ ωc + Taαbω
α ∧ ωb +

+ T b
aαβωα ∧ ωβ

b + T c
abαωb ∧ ωα

c + T bc
aαβωα ∧ ωβ

c ,

где

T a
αβγ = Ra

αβγ + λb
αRa

bβγ − λa
µRµ

αβγ , T ab
αβγ = Rab

αβγ + λc
αRab

cβγ − λa
µRµb

αβγ ,

T a
αbc = Ra

αbc + λe
αRa

ebc − λa
βRβ

αbc, T abc
αβγ = Rabc

αβγ + λe
αRabc

eβγ − λa
µRµbc

αβγ ,

Tαβγ = Rαβγ + λa
αRαβγ − λµRµ

αβγ , T a
αβb = Ra

αβb + λc
αRa

cβb − λa
γRγ

αβb,

Sa
αβγ = Ka

αβγ + λb
αKa

bβγ − λµRµa
αβγ , Sab

αβγ = Kab
αβγ + λc

αKab
cβγ − λµRµab

αβγ ,

T b
αaβ = Rb

αaβ + λc
αRb

caβ − λγRγb
αaβ , Tαab = Rαab + λc

αRcab − λβRβ
αab,

Tαβa = Rαβa + λb
αRbβa − λγRγ

αβa, T b
aαβ = Kb

aαβ − λcR
cb
aαβ ,

T bc
aαβ = Kbc

aαβ − λeR
ebc
aαβ , T c

abα = Rc
abα − λeR

ec
abα,

T ac
αbβ = Rac

αbβ + λe
αRac

ebβ − λa
γRγc

αbβ , Taαβ = Raαβ − λbR
b
aαβ ,

Tabc = Rabc − λeR
e
abc, Taαb = Raαb − λcR

c
aαb.

Теорема 2.11.1. Объект неабсолютных перенесений T образует тензор.

Доказательство следует из дифференциальных сравнений объекта кривиз-
ны R и выражений компонент объекта T .

2.12. Отображения,
характеризующие индуцированные связности

Дадим геометрическую характеристику связностям, индуцированным в рас-
слоениях линейных реперов.

Теорема 2.12.1. Простой подобъект
0

Γ1 объектов связности
01

Γ ,
02

Γ и
03

Γ ха-
рактеризуется центральным проектированием плоскости Pm−1 + dPm−1, смеж-
ной с плоскостью Pm−1, на исходную плоскость Pm−1 из центра— плоскости
Pn−m = [Pn−m−1, A]:

0

Γ1 : Pm−1 + dPm−1
Pn−m−−−−→ Pm−1. (2.12.1)

Доказательство. Плоскость Pm−1 задаётся совокупностью точек Ba = Aa+
+ λaA. Находя их дифференциалы и учитывая полученные охваты, запишем

dBa = ϑBa +
0
ω̃b

aBb + (ωα
a + λaωα)Bα +

01

∇λaA, (2.12.2)

где ϑ = θ − µαωα − λaωa, µα = λα − λb
αλb.

Проекция плоскости Pm−1 + dPm−1, смежной с плоскостью Pm−1, из цен-

тра— плоскости Pn−m = [Pn−m−1, A] определяется формами связности
0
ω̃b

a, ко-

торые выражаются с помощью подобъекта
0

Γ1, т. е. выполняется (2.12.1).
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Теорема 2.12.2. Простой подобъект
0

Γ2 объектов связности
01

Γ ,
02

Γ и
03

Γ харак-
теризуется центральным проектированием плоскости Pn−m−1 +dPn−m−1, смеж-
ной с оснащающей плоскостью Pn−m−1, на исходную плоскость Pn−m−1 из
центра— образующей плоскости L∗

m:

0

Γ2 : Pn−m−1 + dPn−m−1
L∗

m−−→ Pn−m−1. (2.12.3)

Доказательство. Плоскость Pn−m−1 задаётся системой точек Bα, диффе-
ренциалы которых приводятся к виду

dBα = ϑBα +
0
ω̃β

αBβ +
01

∇λa
αAa +

01

∇λαA. (2.12.4)

Проекция (2.12.3) плоскости Pn−m−1+dPn−m−1, смежной с плоскостью Pn−m−1,
на плоскость Pn−m−1 из центра— плоскости L∗

m определяется формами связно-

сти
0
ω̃β

α, которые выражаются с помощью подобъекта
0

Γ2.

2.13. Параллельные перенесения в связности первого типа

В данном разделе рассматриваются параллельные перенесения оснащающих
плоскостей в связности первого типа.

Теорема 2.13.1. Оснащающую плоскость Pn−m−1 в групповой связности

первого типа
01

Γ переносить параллельно нельзя.

Доказательство. Приравнивая нулю компоненты ковариантных дифферен-

циалов
01

∇λa
α = 0,

01

∇λα = 0 в (2.12.4), получим, что

dBα = ϑBα +
0
ω̃β

αBβ ,

т. е. плоскость Pn−m−1 остаётся на месте.

Теорема 2.13.2. Аналог нормали второго рода Pm−1 переносится параллель-
но в связности первого типа тогда и только тогда, когда он смещается в гипер-
плоскости Pn−1 = Pm−1 ⊕ Pn−m−1.

Доказательство. Учитывая, что
01

∇λa = 0 в выражениях (2.12.2) дифферен-
циалов базисных точек Ba, получим, что

dBa = ϑBa +
0
ω̃b

aBb + (ωα
a + λaωα)Bα,

откуда видно, что при рассматриваемом параллельном перенесении плос-
кость Pm−1 смещается в гиперплоскости Pn−1, натянутой на эту плоскость и
плоскость Pn−m−1.

Теорема 2.13.3. Плоскость Pn−m−1 переносится параллельно в связности,

определяемой подобъектом
01

Γ4 объекта связности
01

Γ , тогда и только тогда, когда
она смещается в плоскости Pn−m = [Pn−m−1, A].
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Доказательство. Плоскости Pm−1 и Pn−m−1 соответственно задаются си-
стемами точек Ba = Aa+λaA и Bα = Aα+λa

αAa+λαA. Находя дифференциалы
точек Bα, учитывая в них выражения точек Ba и охваты первого типа (2.6.5),
(2.6.6), получим, что

dBα = (δβ
αθ + ωβ

α + λa
αωβ

a + λαωβ)Bβ +
01

∇λa
αBa + (

01

∇λα − λa

01

∇λa
α)A. (2.13.1)

Из равенств (2.13.1) видно, что обращение в нуль ковариантного дифференциала
01

∇λa
α характеризует рассматриваемый параллельный перенос в связности, опре-

деляемой подобъектом
01

Γ4 объекта связности
01

Γ , при котором плоскость Pn−m−1

смещается в плоскости Pn−m.

Теорема 2.13.4. Плоскость Pn−m−1 переносится параллельно в линейной
комбинации [29, 32] связности первого типа тогда и только тогда, когда она
смещается в гиперплоскости Pn−1.

Доказательство. Из выражений (2.13.1) следует, что обращение в нуль ли-

нейной комбинации ковариантных дифференциалов
01

Ωα =
01

∇λα − λa

01

∇λa
α харак-

теризует рассматриваемый параллельный перенос в линейной комбинации связ-
ности, при котором плоскость Pn−m−1 смещается в гиперплоскости Pn−1.

2.14. Пучок связностей первого типа,
индуцированный аналогом нормализации Нордена
пространства центрированных плоскостей

Преобразуем дифференциалы точек Bα, подставляя вместо дифференциа-
лов компонент оснащающего квазитензора их выражения через ковариантные
дифференциалы:

dBα = (. . .)β
αBβ + (∇λa

α + laαβωβ + laαbω
b + lab

αβωβ
b )Ba +

+
(∇λα + lαβωβ + lαaωa + ma

αβωβ
a − λa(∇λa

α + laαβωβ + laαbω
b + lab

αβωβ
b )

)
A,

dBa = (. . .)b
aBb + (. . .)α

aBα + (∇λa + laαωα + labω
b + lbaαωα

b )A,
(2.14.1)

где

laαβ = La
αβ + λb

αLa
bβ − λa

γLγ
αβ − λαλa

β , laαb = La
αb + λc

αLa
cb − λa

βLβ
αb + δa

b λα,

lab
αβ = Γab

αβ + λc
αΓab

cβ − λa
γΓγb

αβ − λb
αλa

β , lαβ = Γαβ + λa
αΓaβ − λγLγ

αβ − λαλβ ,

lαa = Γαa + λb
αΓba − λβLβ

αa, (2.14.2)

ma
αβ = Πa

αβ + λb
αΠa

bβ − λγΓγa
αβ − λa

αλβ , laα = Γaα − λbL
b
aα − λaµα,

lab = Γab − λcL
c
ab − λaλb, lbaα = Πb

aα − λcΓcb
aα − δb

aµα,

причём µα = λα − λa
αλa. Дифференцируя величины (2.14.2), убеждаемся, что

объект l является тензором.
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Приравняем его компоненты нулю и обозначим объект связности в этом

случае через
1

Γ. Получим следующие формулы для его компонент:
1

La
αβ = −λb

αLa
bβ + λa

γLγ
αβ + λαλa

β ,
1

La
αb = −λc

αLa
cb + λa

βLβ
αb − δa

b λα,

1

Γab
αβ = −λc

αΓab
cβ + λa

γΓγb
αβ + λb

αλa
β ,

1

Γαβ = −λa
αλbL

b
aβ + λγLγ

αβ + λaλbλ
a
αλb

β + µαλβ ,

1

Γαa = −λb
αλcL

c
ba + λβLβ

αa − λaλbλ
b
α,

1

Πa
αβ = −λb

αλcΓca
bβ + λγΓγa

αβ + λa
αλb

βλb,

1

Γaα = λbL
b
aα + λaµα,

1

Γab = λcL
c
ab + λaλb,

1

Πb
aα = λcΓcb

aα + δb
aµα.

(2.14.3)

Так возникает пучок групповых связностей первого типа.

Теорема 2.14.1. Аналог сильной нормализации Нордена пространства Π цен-

трированных плоскостей L∗
m индуцирует пучок

1

Γ групповых связностей первого
типа.

Следствие 2.14.1. Аналог нормализации Нордена пространства Π индуциру-

ет связность первого типа
01

Γ .

Доказательство. Для выделения в пучке групповых связностей первого

типа
1

Γ подсвязности
01

Γ подставим в (2.14.3) выражения компонент объекта{0

Γ1,
0

Γ2

}
(2.6.5) и получим формулы для остальных компонент объекта связ-

ности первого типа
01

Γ , причём они совпадут с выражениями (2.6.6).

2.15. Вырожденные параллельные перенесения
в индуцированных связностях
пространства центрированных плоскостей

Рассматриваются свободно вырожденные и связанно вырожденные парал-
лельные перенесения для связностей трёх типов, индуцированных нормали-
зацией Нордена пространства Π центрированных плоскостей. Таким образом,
даётся ещё одна геометрическая характеристика связностей.

Исследуя дифференциалы базисных точек Bα оснащающей плоскости
Pn−m−1 при введении ковариантных дифференциалов с учётом выражений диф-
ференциалов точек Bα (2.14.1) и формул (2.14.2), по которым находятся компо-
ненты объекта l, и найденных охватов, убеждаемся, что справедливы следующие
теоремы.

Теорема 2.15.1. При обращении в нуль ковариантных производных оснаща-
ющего квазитензора λ специальных смещений оснащающих плоскостей Pn−m−1,
Pm−1, вообще говоря, не выделяется. Иначе говоря, параллельные перенесения
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данных плоскостей в произвольной связности Γ являются свободно вырожден-
ными [31].

Теорема 2.15.2. В групповой связности первого типа параллельное пере-
несение оснащающей плоскости Pn−m−1 будет связанно вырожденным, т. е.
плоскость Pn−m−1 неподвижна при параллельном перенесении в этой связно-
сти.

Теорема 2.15.3. В групповой связности первого типа параллельное перене-
сение гиперплоскости Pn−1 = Pn−m−1 ⊕ Pm−1 будет связанно вырожденным,
т. е. гиперплоскость Pn−1 неподвижна при параллельном перенесении в этой
связности.

Теорема 2.15.4. В групповой связности третьего типа параллельное перене-
сение оснащающей плоскости Pn−m−1 будет свободно вырожденным.

Теорема 2.15.5. В групповых связностях второго и третьего типов парал-
лельное перенесение гиперплоскости Pn−1 будет свободно вырожденным.

Теорема 2.15.6. В групповых связностях второго и третьего типов парал-
лельное перенесение оснащающей плоскости Pm−1 будет свободно вырожден-
ным.

По аналогии с разделом 1 введён тензор подвижности параллелизма l и
тензор деформации Σ. Эти объекты связаны следующим образом: компонен-
ты тензора подвижности параллелизма l в связности первого типа обращаются
в нуль (l = 0); в связности второго типа они совпадают с соответствующими
компонентами подтензора σ тензора деформации или равны нулю, когда таких
компонент не существует; в связности третьего типа они противоположны со-
ответствующим компонентам простейших подтензоров тензора деформации Σ
или компонентам объекта χ с переставленными индексами (объект χ является
линейной комбинацией тензора деформации Σ и оснащающего квазитензора λ).

3. Геометрические связности
в пространстве центрированных плоскостей

В данном разделе пространство Π центрированных плоскостей представлено
в виде двух однородных расслоений, т. е. пространство Π является составным
многообразием в смысле В. В. Вагнера [18]. В этих расслоениях заданы ли-
нейные дифференциально--геометрические связности по В. И. Близникасу. До-
казывается, что оснащения пространства Π полями плоскостей Pn−m и Pm−1

(A /∈ Pm−1 ⊂ Lm, Pn−m ∩ Lm = A), которые являются аналогами нормалей
первого и второго рода в смысле Нордена, позволяют задать эти связности.

В разделе 2 мы изучали в n-мерном проективном пространстве Pn простран-
ство Π всех центрированных плоскостей размерности m. Пространство Π можно
представить в виде двух однородных расслоений:
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1) уравнения ωa = 0, ωα = 0 образуют вполне интегрируемую подсистему,
которая выделяет из пространства Π подпространство S, представляющее
из себя связку m-мерных плоскостей проективного пространства Pn, про-
ходящих через одну точку. В связи с этим пространство Π центрированных
плоскостей представим в виде расслоения S(Pn), базой которого служит
область пространства Pn, а типовым слоем— связка S;

2) уравнения ωα = 0, ωα
a = 0 также образуют вполне интегрируемую подси-

стему, которая выделяет из пространства Π центрированных плоскостей
совокупность T плоскостей L∗

m, принадлежащих одной нецентрированной
плоскости Lm. Поэтому пространство Π можно представить в виде дру-
гого расслоения T (V ), базой которого является многообразие Грассмана
V = Gr(m,n) плоскостей Lm, а типовым слоем— совокупность T .

3.1. Геометрическая связность в расслоении S(Pn)

Пространство Π центрированных плоскостей представим как расслоение
S(Pn). Линейную дифференциально-геометрическую связность [30] в рассло-
ении S(Pn) по В. И. Близникасу [14] зададим с помощью форм

ω̂α
a = ωα

a − Gα
abω

b − Gα
aβωβ . (3.1.1)

Продифференцируем формы (3.1.1) внешним образом, используя структурные
уравнения Картана (1.1.2):

Dω̂α
a = (δα

β ωb
a − δb

aωα
β − Gα

aβωb) ∧ ω̂β
b − ∆Gα

ab ∧ ωb +

+ (−∆Gα
aβ + Gα

abω
b
β + δα

β ωa) ∧ ωβ − Gα
aβGβ

bcω
b ∧ ωc − Gα

aβGβ
bγωb ∧ ωγ , (3.1.2)

где оператор ∆ действует обычным образом. Для задания связности в рассло-
ении S(Pn) мы должны задать поле объекта связности G = {Gα

ab, G
α
aβ} в про-

странстве Π. Учитывая внешние дифференциалы (3.1.2) форм ω̂α
a , получим

∆Gα
ab = Gα

abcω
c + Gα

abβωβ + Gαc
abβωβ

c ,

∆Gα
aβ − Gα

abω
b
β − δα

β ωa = Gα
aβbω

b + Gα
aβγωγ + Gαb

aβγωγ
b .

(3.1.3)

Теорема 3.1.1. Объект геометрической связности G является квазитензором,
содержащим подтензор Gα

ab.

Учитывая в структурных уравнениях (3.1.2) дифференциальные уравнения
(3.1.3), мы найдём выражения дифференциалов форм связности ω̂α

a (3.1.1), в ко-
торых присутствует объект кривизны R:

Dω̂α
a = (δα

β ωb
a − δb

aωα
β − Gα

aβωb + Gαb
acβωc + Gαb

αγβωγ) ∧ ω̂β
b +

+ Rα
abcω

b ∧ ωc + Rα
abβωb ∧ ωβ + Rα

aβγωβ ∧ ωγ ,

где компоненты объекта кривизны R выражаются по формулам

Rα
abc = Gα

a[bc] − Gα
aβGβ

[bc] + Gαe
a[bβGβ

ec], Rα
aβγ = Gα

a[βγ] + Gab
a[βµGµ

bγ],

Rα
abβ = Gα

abβ − Gα
aβb − Gα

aγGγ
bβ + Gαc

abγGγ
cβ − Gαc

aβγGγ
cb.

(3.1.4)
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Продолжая дифференциальные уравнения (3.1.3) компонент объекта G геомет-
рической связности, находим сравнения по модулю базисных форм ωα, ωa, ωα

a

пространства Π на пфаффовы производные компонент объекта связности G и
учитывая выражения (3.1.4) компонент объекта кривизны R геометрической
связности расслоения S(Pn), находим дифференциальные сравнения компонент
кривизны:

∆Rα
abc ≡ 0, ∆Rα

abβ − 2Rα
abcω

c
β ≡ 0, ∆Rα

aβγ + Rα
ab[βωb

γ] ≡ 0.

Теорема 3.1.2. Объект кривизны R геометрической связности расслоения
S(Pn) образует тензор.

Осуществим оснащение пространства Π полем (m − 1)-мерных плоско-
стей Pm−1 (аналог нормализации второго рода в смысле Нордена [32]). Плос-
кость Pm−1 зададим совокупностью точек Ba = Aa + λaA. Найдём дифферен-
циалы базисных точек оснащающей плоскости:

dBa = (δb
aθ + ωb

a + λaωb)Bb + (ωα
a + λaωα)Aα + (dλa + ωa − λbω

b
a − λaλbω

b)A.

Требуя относительную инвариантность плоскости Pm−1, получим условия

ωα
a + λaωα ≡ 0, (3.1.5)

∆λa + ωa ≡ 0. (3.1.6)

Условие (3.1.5) выполняется автоматически, так как формы ωα, ωα
a входят

в состав базисных форм пространства Π центрированных плоскостей. Таким
образом, оснащающий квазитензор λ = {λa} удовлетворяет сравнениям (3.1.6).

Теорема 3.1.3. Аналог нормализации второго рода пространства Π центри-
рованных плоскостей, рассматриваемого как однородное расслоение S(Pn), ин-
дуцирует геометрическую связность G в этом расслоении.

Доказательство. Действительно, из дифференциальных уравнений компо-
нент объекта геометрической связности (3.1.3) и дифференциальных сравнений
(3.1.6) оснащающего квазитензора получим охват:

0

Gα
aβ = −δα

β λa,
0

Gα
ab = 0. (3.1.7)

Продолжая дифференциальные уравнения, соответствующие сравнениям
(3.1.6), приходим к следующим сравнениям:

∆λab + λbωa + λaωb ≡ 0, ∆λaα − λabω
b
α + λb

aαωb + λaωα ≡ 0,

∆λb
aα − δb

aλcω
c
α + δb

aωα ≡ 0,

причём λ′ = {λ, λab, λaα, λb
aα}—продолженный оснащающий квазитензор.

Введём объект, компоненты которого выражаются по формулам λα = 1
mλa

aα.
Дифференциальные сравнения этих компонент выглядят следующим образом:

∆λα − λbω
b
α + ωα ≡ 0. (3.1.8)

Мы видим, что объект {λa, λα} является квазитензором.
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Теорема 3.1.4. Объект {λa, λα} определяет гиперплоскость Pn−1 = [Ba,Dα],
где Dα = Aα + λαA.

Доказательство. Находим дифференциалы точек Ba, Dα, сворачивая часть
слагаемых при помощи оператора ∆:

dBa = (δb
aθ + ωb

a + λaωb)Bb + (ωα
a + λaωα)Dα +

+ (∆λa + ωa − λaλbω
b − λaλαωα − λαωα

a )A,

dDα = (δβ
αθ + ωβ

α + λαωβ)Dβ + (ωa
α + λαωa)Ba +

+ (∆λα + ωα − λaωa
α − λαλaωa − λαλβωβ)A.

(3.1.9)

Гиперплоскость Pn−1 = [Ba,Dα] определяется тогда, когда выполнены сравне-
ния (3.1.6), (3.1.8).

Продолжая дифференциальное уравнение, соответствующее дифференциаль-
ному сравнению (3.1.8), приходим к следующим сравнениям по модулю форм ωα,
ωa, ωα

a :

∆λαβ − λαaωa
β + λa

αβωa + λβωα + λαωβ − λaβωa
α ≡ 0,

∆λαa + λαωa + λaωα − λbaωb
α ≡ 0, ∆λa

αβ + λβωa
α − λa

bβωb
α ≡ 0.

Рассмотрим дифференциалы базисных точек (3.1.9). Учитывая дифферен-
циальные уравнения объекта, определяющего гиперплоскость Pn−1, запишем
дифференциалы базисных точек данной плоскости с учётом форм геометриче-
ской связности (3.1.1) и охвата (3.1.7) объекта G геометрической связности:

dBa = (. . .)b
aBb +

0

ω̂α
aDα +

(
τabω

b + τaαωα + τ b
aα

0

ω̂α
b

)
A, (3.1.10)

dDα = (. . .)β
αDβ + (. . .)a

αBa +
(
ταaωa + ταβωβ + λa

αβ

0

ω̂β
a

)
A, (3.1.11)

где

τab = λab − λaλb, τaα = λaα − λb
aαλb, τ b

aα = λb
aα − δb

aλα,

ταa = λαa − λαλa, ταβ = λαβ − λαλβ − λa
αβλa,

(3.1.12)

причём
0

ω̂α
a —форма индуцированной геометрической связности.

Из дифференциальных уравнений компонент (3.1.12) видно, что объект

τ = {τab, τaα, τ b
aα, ταa, ταβ}

является тензором.
Уравнения

ω̂α
a = 0 (3.1.13)

образуют интегрируемую систему вдоль одномерного семейства плоскостей L∗
m,

что следует из структурных уравнений.
Таким образом, при построенном охвате, обращении объекта τ в нуль и

условии (3.1.13) оснащающая плоскость Pm−1 остаётся на месте (см. (3.1.10)).
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Теорема 3.1.5. Оснащающая плоскость Pm−1 остаётся на месте при об-
ращении в нуль компонент подтензора {τab, τaα, τ b

aα} и форм геометрической
связности G вдоль любого одномерного семейства плоскостей L∗

m.

Теорема 3.1.6. Оснащающая гиперплоскость Pn−1 = [Ba,Dα] остаётся на
месте при обращении в нуль тензора τ и форм геометрической связности G
вдоль любого одномерного семейства плоскостей L∗

m.

Доказательство следует из формул (3.1.10), (3.1.11), (3.1.13).

3.2. Геометрическая связность в расслоении T (V )

Пространство центрированных плоскостей представим в виде расслоения
T (V ).

Геометрическую связность в расслоении T (V ) зададим с помощью форм

ω̂a = ωa − F a
αωα − Qab

α ωα
b . (3.2.1)

Найдём внешние дифференциалы форм (3.2.1):

Dω̂a = (−ωa
b + F a

αωα
b ) ∧ ω̂b − (∆F a

α + Qab
α ωb + ωa

α) ∧ ωα −
− (∆Qab

α ) ∧ ωα
b − F a

αF b
βωβ ∧ ωα

b + F a
αQbc

β ωα
b ∧ ωβ

c . (3.2.2)

Компоненты объекта геометрической связности F = {F a
α , Qab

α } удовлетворя-
ют дифференциальным уравнениям

∆F a
α + Qab

α ωb + ωa
α = F a

αβωβ + F a
αbω

b + F ab
αβωβ

b ,

∆Qab
α = Qab

αβωβ + Qab
αcω

c + Qabc
αβ ωβ

c .
(3.2.3)

Теорема 3.2.1. Объект геометрической связности F является квазитензором,
содержащим подтензор Qab

α .

Подставляем в структурные уравнения (3.2.2) форм ω̂a дифференциальные
уравнения (3.2.3) компонент объекта геометрической связности F , находим вы-
ражения дифференциалов форм связности (3.2.1), в которых присутствует объ-
ект кривизны R.

Теорема 3.2.2. Объект кривизны R геометрической связности расслоения
T (V ) образует тензор.

Рассмотрим аналог нормализации первого рода Нордена, т.е. осуществим
оснащение пространства Π полем (n − m)-мерных плоскостей Pn−m = [Cα, A],
где Cα = Aα + λa

αAa. Тогда

dCα = (δβ
αθ + ωβ

α + λa
αωβ

a )Cβ + (∆λa
α + ωa

α − λa
βλb

αωβ
b )Aa + (ωα + λa

αωa)A.

Требуя относительную инвариантность плоскости, получим

∆λa
α + ωa

α ≡ 0. (3.2.4)
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Сопоставляя дифференциальные уравнения компонент объекта геометрической
связности F (3.2.3) и выражения (3.2.4), находим охват объекта геометрической
связности компонентами оснащающего квазитензора λ:

0

Qab
α = 0,

0

F a
α = λa

α. (3.2.5)

Теорема 3.2.3. Аналог нормализации первого рода пространства центриро-
ванных плоскостей, представленного как однородное расслоение T (V ), индуци-
рует геометрическую связность F .

Продолжаем уравнения, соответствующие дифференциальным сравнениям
(3.2.4), получим

∆λa
αb − δa

b λc
αωc − δa

b ωα ≡ 0, ∆λa
αβ − λa

αbω
b
β + λab

αβωb + λa
βωα ≡ 0,

∆λab
αβ + λb

αωa
β + λa

βωb
α ≡ 0.

Рассмотрим дифференциалы базисных точек оснащающей плоскости, учтём
в них дифференциальные уравнения компонент пфаффовых производных осна-
щающего квазитензора, выражения форм связности (3.2.1) и охват (3.2.5). Тогда

dCα = (. . .)β
αCβ + (. . .)αA +

(
τa
αβωβ + λa

αb

0

ω̂b + τab
αβωβ

b

)
Aa, (3.2.6)

где
τa
αβ = λa

αβ + λa
αbλ

b
β , τab

αβ = λab
αβ − λa

βλb
α.

Компоненты объекта τ1 = {τa
αβ , τab

αβ} образуют тензор, так как
∆τa

αβ + τab
αβωb ≡ 0, ∆τab

αβ ≡ 0.

Если в (3.2.6)
0

ω̂b = 0, τ1 = 0, то dCα = (. . .)β
αCβ + (. . .)αA. Уравнения

0

ω̂b = 0
образуют интегрируемую систему вдоль одномерного семейства плоскостей L∗

m,
поэтому справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2.4. Оснащающая плоскость Pn−m не смещается при обращении
в нуль форм геометрической связности F и тензора τ1 вдоль произвольного
одномерного семейства плоскостей L∗

m.
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