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Аннотация

В работе приведено упрощённое доказательство известного факта, что при лю-
бых n и d многочлены yd

n образуют дифференциальный стандартный базис идеала
[yd

n]. В отличие от комбинаторного доказательства, восходящего к идеям Леви, в этом
доказательстве используется техника базисов Грёбнера. При некоторых предположе-
ниях доказано обратное утверждение: всякий однородный многочлен f , составляющий
дифференциальный стандартный базис идеала [f ], имеет вид yd

n.

Abstract

A. I. Zobnin, One-element differential standard bases with respect to inverse lexico-
graphical orderings, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 4,
pp. 121—135.

We give a simplified proof of the following fact: for all nonnegative integers n and d
the monomial yd

n forms a differential standard basis of the ideal [yd
n]. In contrast to

Levi’s combinatorial proof, in this proof we use the Gröbner bases technique. Under some
assumptions we prove the converse result: if an isobaric polynomial f forms a differential
standard basis of [f ], then f = yd

n.

Автор посвящает эту работу
своему научному руководителю Евгению Васильевичу Панкратьеву,

трагически погибшему в автокатастрофе 23 января 2008 года.

1. Введение

Базисы Грёбнера, появившиеся в середине XX века, стали ключевым ин-
струментом конструктивного исследования полиномиальных идеалов. Неудиви-
тельно, что стали появляться различные обобщения этого понятия на другие
алгебраические структуры. Для работы в кольце дифференциальных многочле-
нов можно по-разному строить такие обобщения, сохраняя те или иные свойства
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базисов Грёбнера. Основоположники дифференциальной алгебры Дж. Ритт [16]
и Э. Колчин [10] ввели понятие характеристического множества, аналогичного
в некотором смысле базису Грёбнера. Этот инструмент хорошо изучен и позво-
ляет конструктивно работать с радикальными дифференциальными идеалами.
Другое более прямое обобщение (дифференциальный стандартный базис) было
предложено Ф. Оливье [15] и Дж. Карра-Ферро [6, 7] и изучалось в [1, 3, 19].
Некоторые итоги этих исследований приведены в [8, 12, 13]. Дифференциаль-
ный стандартный базис можно определить для любых конечно порождённых
идеалов, но в большинстве случаев он оказывается бесконечным, что делает
его неприменимым на практике. Более того, наличие конечного базиса зави-
сит не только от идеала, но и от упорядочения на мономах. Доказано [7, 19],
что для порядков, «похожих» на лексикографический, базис конечен тогда и
только тогда, когда в идеале есть квазилинейный многочлен (т. е. многочлен,
разрешённый относительно старшей производной). Из работы Г. Леви [14] сле-
дует, что для порядков, «противоположных» лексикографическому, конечным
стандартным базисом (состоящим из yd

n) обладают также идеалы вида [yd
n]. Ста-

тья Г. Леви вышла в 1942 г., задолго до появления базисов Грёбнера и тем
более дифференциальных стандартных базисов. На самом деле она посвящена
доказательству теоремы о минимальной степени, для чего её автору пришлось
изучить комбинаторику идеала [yd

n]. Доказательства, приведённые в этой работе,
основываются на сложных комбинаторных конструкциях. Мы приведём новое
доказательство установленного Г. Леви замечательного факта, использующее
технику базисов Грёбнера и критерии Бухбергера.

Задача полного описания критериев конечности дифференциальных стан-
дартных базисов при «антилексикографических» порядках полностью не ре-
шена, однако в этой работе мы приведём её частичное решение для одного
однородного многочлена при порядке типа InvLex. Точнее, мы докажем, что,
при некоторых дополнительных предположениях на однородный по весу и сте-
пени многочлен f , из того что f образует стандартный базис для [f ], следует,
что f = yd

n. Дополнительные предположения— это требование, чтобы некото-
рый S-полином, включающий исходный многочлен f , имел дополнительную сте-
пень 1, и гипотеза о том, что старшие мономы высоких производных не зависят
от младших переменных. Эта гипотеза пока не доказана, но известно, что дан-
ные условия выполняются во многих частных случаях. Так, они справедливы,
если в производных многочлена f не происходит сокращения старших мономов.

2. Обозначения и используемые факты

Мы будем работать в обыкновенном кольце дифференциальных многочленов
F{y} с дифференцированием δ над полем констант F нулевой характеристики.
Стандартные обозначения, используемые в теории дифференциальных многочле-
нов, взяты нами из [10, 16, 17]. Кольцо F{y} можно рассматривать как обычное
кольцо многочленов F [y0, y1, y2, . . .] от счётного набора переменных, на котором
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действует оператор δ, такой что δ(a + b) = δa + δb и δ(ab) = δab + aδb, причём
δc = 0 для всех c ∈ F и δyk = yk+1. Идеал такого кольца называется диффе-
ренциальным, если он замкнут относительно действия δ. Через [f ] обозначается
минимальный дифференциальный идеал, содержащий элемент f . Переменные
y0, y1, y2, . . . естественным образом упорядочены по возрастанию их индексов.

Обозначим через uf старшую переменную многочлена f , а через rk f —ранг
многочлена f (старшую переменную в максимальной степени). Если f = const,
то полагаем uf = rk f = 1. На рангах естественным образом вводится лекси-
кографический порядок, который продолжается до частичного порядка < на
многочленах. Запись f � y∞

n будет обозначать uf � yn, что эквивалентно
f < yn+1. Заметим, что если f � yk

n, k � ∞, то δf � y1
n+1 (производная

всегда линейна по старшей переменной).
Мы называем мономом выражение вида

M =
n∏

i=0

yai
i ,

где ai ∈ N0. Термом мы называем моном с коэффициентом. Степень монома
определяется как обычно: deg M =

∑
ai. Весом монома M называется сумма

всех нижних индексов входящих в него переменных (с учётом кратностей):
wt M =

∑
iai. Заметим, что оператор дифференцирования δ сохраняет степени

мономов и увеличивает их вес ровно на 1. Мы будем рассматривать в этой
работе дифференциальные многочлены, однородные одновременно по весу и по
степени.

На множестве всех дифференциальных мономов M можно естественным об-
разом ввести порядки, отличные от лексикографического. Требования к этим
порядкам следующие:

— ∀M,M1,M2 ∈ M (M1 ≺ M2 =⇒ MM1 ≺ MM2);
— ∀M ∈ M (M � 1);
— переменные yi должны быть упорядочены по возрастанию индексов.

Каждый такой порядок вполне упорядочивает M [18]. В общем виде порядки
удобно задавать согласованным набором мономиальных матриц, или «беско-
нечной» матрицей [19]. Заметим, что в силу третьего свойства существует
только один лексикографический порядок. Если рассматривать только моно-
мы с равными весами и степенями, то на них можно также задать обратный
лексикографический порядок (предполагая, что мономы с разными весами или
степенями сравниваются этим порядком как-то иначе). Рассмотрим, например,
порядок WtDegInvLex:

M ≺WtDegInvLex N ⇐⇒ (wt M,deg M,N) ≺lex (wt N, deg N,M).

Благодаря предварительному сравнению по весу переменные оказываются упо-
рядоченными по возрастанию индексов. Множество мономов фиксированного
веса и степени является конечным, и потому их можно сравнить в обратном
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лексикографическом порядке. Мы будем работать с однородными по весу и сте-
пени многочленами, поэтому нас не будет интересовать, как сравниваются мо-
номы разных весов или разных степеней. В частности, всё, что будет доказано
для порядка WtDegInvLex, будет справедливо и, например, для порядка

M ≺ N ⇐⇒ (wt M + deg M,N) ≺lex (wt N + deg N,M).

Для однородных мономов при описанных порядках верно следующее: чем мень-
ше самая старшая переменная, тем старше моном. Можно было бы определить
порядок WtDegRevLex с похожим свойством: чем больше самая младшая пе-
ременная, тем старше моном. Оба этих порядка относятся к так называемым
β-упорядочениям, поскольку для них моном lm δkyd

0 всегда является β-моно-
мом [14] (т. е. он зависит не более чем от двух переменных, индексы которых
отличаются на 1). В частности, lm δkdyd

0 = yd
k. Однако старший моном произ-

вольного однородного многочлена относительно порядков типа RevLex может
не быть лексикографически младшим мономом (т. е. может не совпадать со
старшим мономом при порядках InvLex), поэтому порядки типа RevLex мы не
считаем обратными лексикографическими∗.

Пусть на M зафиксирован некоторый допустимый порядок ≺. Тогда через
lm≺ f и lt≺ f мы будем соответственно обозначать старший моном и старший
терм многочлена f .

3. Дифференциальные стандартные базисы

Зафиксируем допустимый порядок ≺. Множество G образует дифференци-
альный стандартный базис идеала [G] относительно порядка ≺, если

ΘG := {δkg | k ∈ N0, g ∈ G}—
алгебраический базис Грёбнера идеала [G]�F [y, y1, y2, . . .] относительно ≺. Как
и в случае обычных многочленов [4], это эквивалентно тому, что все S-полиномы
вида Sδagi,δbgj

алгебраически редуцируются к нулю относительно множества
ΘG для всех gi, gj ∈ G, a, b � 0. Есть ещё одно эквивалентное определение: все
S-полиномы имеют стандартное представление относительно сокращаемого
в S-полиноме наименьшего общего кратного мономов производных:

Sδkgi,δmgj
=

∑
pa,bδ

agb,

где pa,b —многочлены, причём lm(pa,bδ
agb) ≺ LCM(lm≺ δkgi, lm≺ δmgj).

Нас будет особо интересовать случай, когда множество G одноэлементно.
Пусть G = {g}. Очевидно, что условию редуцируемости к нулю должен удо-
влетворять и «первый» S-полином многочленов g и δg. Для g = yd

n такой
S-полином просто равен нулю. Мы покажем, что именно благодаря этому

∗Строго говоря, порядки типа RevLex являются обратными лексикографическими для изменён-
ного на противоположный порядка переменных.
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факту идеал yd
n имеет конечный дифференциальный стандартный базис при

β-упорядочении. То, что моном yd
n образует стандартный базис для [yd

n] отно-
сительно таких порядков, было известно ранее [1, 19] и следовало из работы
Г. Леви [14]. Разумеется, понятие стандартного базиса появилось значитель-
но позже работы Леви, содержащей специфические комбинаторные выкладки.
Мы приведём более простое доказательство конечности этого базиса для [yd

n].
Ф. Оливье и М. В. Кондратьева в беседах с автором высказывали предполо-
жение, что такое доказательство в принципе должно существовать. Заметим,
что существуют и другие подходы к доказательству этого факта (например,
Д. Трушин установил, что левый идеал в кольце дифференциальных опера-
торов, описывающий сизигии идеала [yd

n], является главным, откуда также
возможно вывести утверждение), но наша цель— продемонстрировать приме-
нение техники базисов Грёбнера, которая, несомненно, будет полезна и для
исследования более сложных примеров. Мы также докажем, что не существует
других однородных многочленов, порождающих дифференциальный идеал с ко-
нечным одноэлементным дифференциальным стандартным базисом при порядке
InvLex.

Основная трудность при работе c обратными лексикографическими упоря-
дочениями состоит в том, что они, в отличие от лексикографического упоря-
дочения, не сохраняют строгого неравенства между старшими мономами при
дифференцировании. В результате возникает феномен сокращения старших мо-
номов в производных многочлена [1]. Так, в производных многочлена

f = y0 y2 y6 − 10 y0 y3 y5 + 10 y0 y4 y4 + 4 y1 y2 y5 − 10 y1 y3 y4 + 5 y2 y2 y4

никогда не появляются β-мономы, несмотря на то что такие мономы появляются
при дифференцировании каждого слагаемого по отдельности. Другими словами,
никакая производная f не содержит мономов y3

n, y
2
nyn+1 и yny2

n+1, которые были
бы старшими, если бы не сокращались. Заметим, что если многочлен положите-
лен (например, сам является мономом), то такого феномена не возникает. Для
лексикографического порядка сокращения старших мономов в производных ни-
когда не возникают: если lmlex f = Myn, где M � yn, то lmlex δkf = Myn+k для
любого k � 0.

Карра-Ферро [8] доказала теорему о первых S-полиномах при лексикогра-
фическом упорядочении: если S(f, δf) и S(δf, δ2f) редуцируются к нулю от-
носительно множества {f, δf, δ2f}, то f —квазилинейный многочлен. С другой
стороны для идеалов, порождённых квазилинейными многочленами, лексикогра-
фический дифференциальный стандартный базис всегда конечен. К сожалению,
эта теорема не может быть напрямую обобщена на β-упорядочения.

Итак, наша цель— доказать следующее условия конечности: однородный по
весу и степени многочлен f образует дифференциальный стандартный базис
идеала [f ] относительно обратного лексикографического упорядочения тогда и
только тогда, когда f = cyd

n. Необходимость мы докажем при дополнитель-
ном предположении на многочлен f : его старшие мономы сокращаются «не
очень сильно» и имеется S-полином S(f, δqf) степени deg f + 1. Достаточное
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условие мы выведем из того факта, что первый S-полином S(yd
n, δyd

n) равен
нулю.

4. Необходимое условие конечности

Предложение. Пусть ≺—обратное лексикографическое упорядочение и f —
однородный по весу и степени многочлен, deg f = d. Пусть для некоторого q
S-полином S0,q := S(f, δqf) имеет степень d + 1 и редуцируется к нулю отно-
сительно f и его производных. Тогда многочлен f делится на свою старшую
переменную.

Доказательство. Если d = 1, то всё очевидно: f = cyn удовлетворяет усло-
вию предложения.

Пусть d � 2. По предположению deg S0,q = d + 1, т. е. S0,q = cayaf − cbybδ
qf

для некоторых a, b � 0, ca, cb ∈ F . Если этот S-полином редуцируется к нулю,
то имеется стандартное представление вида∑

α

cαyαδβf = 0, (1)

где cα ∈ F и α+β+wt f = const. Будем считать, что все cα, попавшие в эту сум-
му, отличны от 0. Каждое слагаемое однозначно определяется параметром α—
индексом переменной, на которую была домножена некоторая производная ис-
ходного многочлена. Условимся называть переменную yα в слагаемых этой сум-
мы «дополнительным множителем» для δβf .

Среди слагаемых (1) рассмотрим какое-нибудь слагаемое с максимальным
лексикографически старшим мономом L. Пусть α = a соответствует такому
слагаемому. Если lmlex f = MyN , где M � y∞

N , то lmlex δβf = MyN+β . Так
как сумма (1) равна нулю, то упомянутый выше моном L обязан сократиться.
Значит, имеются по крайней мере два слагаемых с таким старшим мономом.
Посмотрим, какие «дополнительные множители» могут соответствовать моному
L = Myayb. Если yc — такой множитель и он делит M , то моном M

yc
yayb должен

делиться на M (иначе он не будет лексикографически старшим мономом неко-
торой производной исходного многочлена f). Тогда либо c = a, либо c = b, т. е.
в сумме (1) имеются ровно два слагаемых с максимальным лексикографически
старшим мономом, поэтому a �= b. При этом M � y∞

a и M � y∞
b . Итак, выбор

одной из этих переменных в качестве «дополнительного множителя» однознач-
но определяет порядок производной, на которую этот множитель умножается
в слагаемом суммы (1), а значит, он определяет и всё слагаемое. Пусть b > a
и Mya = lmlex δkf . Заметим, что в силу максимальности b многочлен δkf дол-
жен иметь минимально возможный вес. Но по условию в сумме присутствует
слагаемое с исходным многочленом f . Значит, k = 0. Итак, yb служит «допол-
нительным множителем» для f . Пусть P = lm≺ f . Тогда P � ya < yb. Если
P = Mya, то f состоит из единственного слагаемого и, конечно, делится на ya.
Предположим, что P �= Mya. Тогда P не делится на M , поскольку степени и
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веса мономов P и Mya совпадают. Слагаемое cPyb = lt≺(ybf) обязано сокра-
титься, поэтому в сумме (1) имеется другое слагаемое ytδ

lf , содержащее такой
же моном Pyb (здесь l > 0). Его «дополнительный множитель» yt отличен от yb

(точнее, он меньше yb). Значит, переменная yb присутствует в многочлене δlf .
Поэтому lmlex δlf � yb. Если неравенство здесь строгое, то получаем противоре-
чие с тем, чтоMyayb —лексикографически старший моном слагаемых суммы (1).
Значит, lmlex δlf = Myb, откуда t = a, т. е. P делится на ya. Итак, в много-
члене f и лексикографически старшее, и лексикографически младшее слагаемое
делится на ya. Значит, и сам f делится на свою старшую переменную ya.

Далее мы будем считать, что для однородного по весу и степени многочле-
на f выполнена следующая гипотеза, предполагающая, что количество возмож-
ных сокращений старших мономов в его производных невелико:

∀ a � 0 ∃ k0 � 0 (∀ k � k0 все переменные в lm δkf старше ya). (2)

Мы предполагаем, что эта гипотеза справедлива для всех однородных многочле-
нов. Она будет заведомо верна, если в производных f не происходит сокращения
старших мономов (например, если все коэффициенты в f рациональны и имеют
одинаковый знак).

Теорема. Пусть f —многочлен, удовлетворяющий условиям гипотезы и пре-
дыдущего предложения, т. е.
— f однороден по весу и степени;
— для f выполнено условие (2);
— при некотором q верно∗, что deg S(f, δqf) = d + 1.

Тогда если f образует дифференциальный стандартный базис для [f ] относи-
тельно обратного лексикографического упорядочения, то f = cyd

n.

Доказательство. Если f образует дифференциальный стандартный ба-
зис [f ], то S(f, δqf) редуцируется относительно f и его производных к нулю.
Тогда из предыдущего предложения следует, что f делится на свою старшую
переменную yn. Выделим максимальную степень множителя yn в многочлене f :
f = gyd

n, где d > 0, g � y∞
n и g не делится на yn. Предположим, что deg g > 0.

Докажем, что для всех s � 0 верно, что

hs := gs+1δsyd
n ∈ [f ].

Действительно, при s = 0 это так. Далее по индукции получаем, что

hs+1 = gδhs − (s + 1)hsδg ∈ [hs] ⊂ [f ].

Если f образует стандартный базис идеала [f ], то все такие многочлены hs

должны редуцироваться к нулю относительно многочлена f и его производных.
В частности, это должно выполняться для s = td:

∀ t � 0 ∃ k � 0 (lm≺ δkf | lm(gtd+1δtdyd
n) = (lm g)td+1yd

n+t).

∗И. Смирнов показал, что это условие может и не выполняться: S-полиномы многочлена
5y0y3y4 − y1y2y4 − 2y1y2

3 + y2
2y3 со всеми его производными имеют степени больше 4.
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Заметим, что по предположению deg δkf > d при всех k, поэтому lm δkf должен
содержать какую-нибудь переменную из lm g, т. е. переменную не старше yn.
Но это противоречит условию (2). Значит, deg g = 0 и f = cyd

n.

5. Достаточное условие конечности

Сначала докажем техническое утверждение.

Лемма 1. Коэффициент при yafw−a в выражении δw−1(y0f1 − d · y1f0) равен

(w − 1)!
a! (w − a − 1)!

− d
(w − 1)!

(a − 1)! (w − a)!
=

(w − 1)!
a! (w − a)!

(w − a − da).

Этот коэффициент равен нулю только при w = a(d + 1), т. е. только при слага-
емом yafad.

Доказательство. Эта формула следует из обобщённого правила Лейбница

δn(fg) =
n∑

k=0

(
n

k

)
δkfδn−kg.

Теорема. Дифференциальный стандартный базис идеала [yd
n] при всяком

β-упорядочении состоит из одного многочлена yd
n.

Доказательство. Не теряя общности, будем считать, что n = 0. Достаточно
доказать теорему для любого β-упорядочения, так как старшие мономы про-
изводных yd

n при таких порядках одинаковы и являются β-мономами. Выберем
порядок WtDegInvLex.

Старшим мономом при β-упорядочении в производных вида δwyd является
β-моном— единственный моном веса w и степени d, который можно записать
в виде ya

i yd−a
i+1 , 0 < a � d. Поэтому если w2 
 w1, то старшие мономы производ-

ных δw1yd и δw2yd не имеют общих переменных. По первому критерию Бухбер-
гера [4] S-полином этих производных можно не рассматривать. (Отметим, что
такое свойство справедливо не только для монома yd, но и для любого положи-
тельного многочлена, точнее для любого многочлена, в котором не сокращаются
старшие мономы в производных.) Пусть fw :=δwyd. Чтобы определить пары про-
изводных, старшие мономы которых имеют нетривиальное зацепление, выпишем
и пронумеруем некоторый набор старших мономов производных для yd:

0: lm fkd = yd
k,

1: lm fkd+1 = yd−1
k yk+1,

. . .

i : lm fkd+i = yd−i
k yi

k+1,

. . .

d − 1: lm f(k+1)d−1 = yk yd−1
k+1,
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d : lm f(k+1)d = yd
k+1,

d + 1: lm f(k+1)d+1 = yd−1
k+1 yk+2,

. . .

2d − 1: lm f(k+2)d−1 = yk+1 yd−1
k+2.

Здесь выписаны те производные большего порядка, с которыми могут иметь
зацепление старшие мономы многочленов fkd, . . . , f(k+1)d−1. (Зацепление с про-
изводными меньшего порядка мы рассматриваем при предыдущем k.) Зафикси-
руем некоторое значение k � 0. Обозначим для простоты fkd+i через hi, где
0 � i < 2d (индекс i соответствует номеру в приведённой таблице старших мо-
номов). Обозначим S-полином многочленов hi и hj через Si,j (можем считать,
что 0 � i < d, i < j < 2d). Как обычно, будем называть наименьшим общим
кратным данной S-пары выражение

LCMi,j := LCM(lm hi, lm hj).

Дополнительной степенью S-пары назовём число deg LCMi,j −d. Наши S-пары
могут иметь дополнительную степень от 1 до d − 1.

Рассмотрим сначала S-пары, имеющие дополнительную степень 1. Они соот-
ветствуют S-полиномам вида

Si,i+1 = Ayk+1hi − Bykhi+1,

где 0 � i < d, c ∈ F , а также S-полиному
Sd−1,d+1 = Ayk+2hd−1 − Bykhd+1,

где A,B ∈ F . Коэффициенты A и B в этих записях, конечно, зависят от k и i,
но ради компактности записи мы обозначаем их одинаково.

Запишем условие равенства нулю «самого первого» S-полинома (в наших
обозначениях это S0,1 при k = 0):

y0f1 − d · y1f0 = 0.

Выведем из этого выражения, что все остальные S-полиномы дополнительной
степени 1 имеют стандартное представление. Для этого продифференцируем
это равенство необходимое количество раз, чтобы среди слагаемых появились
нужные нам выражения yk+1hi и ykhi+1:

δw−1(y0f1 − d · y1f0) = 0. (3)

По лемме 1 в левой части этого равенства присутствуют с ненулевыми коэф-
фициентами все слагаемые вида yafw−a, кроме, быть может, слагаемого yafad,
если w = a(d + 1). Поскольку lm(yafad) = yd+1

a �= LCMi,i+1, то оба выражения
yk+1hi и ykhi+1 входят в левую часть равенства (3) с ненулевыми коэффи-
циентами. Старшие мономы этих выражений равны yd−i

k yi+1
k+1. Они являются

β-мономами. Так как эти мономы зависят лишь от двух переменных, то имеют-
ся ровно два перечисленных выше выражения (со значениями a, равными k и
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k + 1) с такими старшими мономами. Поэтому старшие мономы всех остальных
слагаемых yafw−a в левой части (3) будут меньше монома yd−i

k yi+1
k+1 относитель-

но β-упорядочения.
Итак, имеет место равенство

0 = δw−1(dy1f0 − y0f1) = ck+1yk+1hi − ckykhi+1 +
∑

a�=k, k+1

cayafw−a,

причём
lm yk+1hi = lm ykhi+1 = yd−i

k yi+1
k+1

и
lm yafw−a ≺ yd−i

k yi+1
k+1 при a �= k, k + 1.

Так как левая часть равна нулю, то моном yd−i
k yi+1

k+1 должен справа сократиться,
но ck+1 �= 0 и ck �= 0. Значит, разность ck+1yk+1fkd+i − ckykfkd+i+1 пропорцио-
нальна S-полиному Si,i+1:

0 =
ck+1

A
Si,i+1 +

∑
a�=k, k+1

cayafw−a.

Итак, этот S-полином имеет стандартное представление.
Для S-полинома Sd−1,d+1 рассуждения почти аналогичны. Отличие состоит

в том, что LCMd−1,d+1 = ykyd−1
k+1yk+2. Хотя это наименьшее общее кратное за-

висит уже от трёх переменных, всё равно есть только два способа записать его
в виде lm yafw−a:

ykyd−1
k+1yk+2 = lm(ykhd+1) = lm(yk+2hd−1) �= lm(yk+1hd).

Моном ykyd−1
k+1yk+2 не является β-мономом. Однако единственный моном, кото-

рый старше его, равен yd+1
k+1. Моном yd+1

k+1 может появиться в качестве старшего
монома только в слагаемом yk+1hd. Поэтому ck+1 = 0, иначе этот моном не
сократится. Значит, снова можно утверждать, что все остальные мономы несо-
кратившихся слагаемых yafw−a при a �= k, k + 2 меньше, чем ykyd−1

k+1yk+2. Это
даёт стандартное представление для Sd−1,d+1.

Мы доказали, что все S-полиномы дополнительной степени 1 имеют стан-
дартное представление. Заметим, что для d = 2 доказательство уже закончено.
Пусть d > 2. Рассмотрим теперь другие S-полиномы в порядке возрастания их
дополнительной степени. Если это Si,j , где 0 � i < i + 1 < j � d, т. е. НОК
зависит только от двух переменных yk и yk+1, то стандартное представление
такого S-полинома можно получить из домноженных стандартных представле-
ний «промежуточных» S-полиномов Si,i+1 и Si+1,j , которые имеют меньшую
дополнительную степень. Это в точности соответствует второму критерию Бух-
бергера [4], так как

lm hi+1 = yd−i−1
k yi+1

k+1 | LCMi,j = yd−i
k yj

k+1.

Точно так же рассмотрение S-полинома Sd−i,d+j , где j < i, сводится
к Sd−i,d−j и Sd−j,d+j . Аналогично рассмотрение Sd−i,d+j , где j > i, сводит-
ся к Sd−i,d+i и Sd+i,d+j .
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Остаётся рассмотреть «симметричные» S-полиномы дополнительной степе-
ни i вида

Sd−i,d+i = cyi
khd+i − yi

k+2hd−i.

Будем рассматривать их по возрастанию i. Мы можем считать, что все S-полино-
мы с меньшей дополнительной степени уже имеют стандартные представления.
Заметим, что Sd−1,d+1 имеет дополнительную степень 1, и поэтому он уже
рассмотрен ранее. Пусть i > 1. Вычислим НОК нашего S-полинома:

L := LCMd−i,d+i = yi
kyd−i

k+1y
i
k+2 = yi

k lm hd+i = yi
k+2 lm hd−i.

Заметим, что моном L может получиться только двумя указанными выше спо-
собами.

Будем выделять Sd−i,d+i из выражения

yi−1
k+2δ

w(y0f1 − d · y1f0) = 0, (4)

где w = (k + 1)d − i + k + 1 подобрано так, чтобы при дифференцировании
возникло слагаемое yk+2hd−i. По лемме 1 это слагаемое не сократится и будет
присутствовать в выражении (4). Переписав (4) в виде равенства∑

a

cαMαfβ = 0, (5)

мы получим однородное по весу и степени выражение, где deg Mα = i. Рассмот-
рим в левой части слагаемое Mαfβ с самым старшим мономом. Предположим,
что M := Mα lm fβ � L. Покажем, что сумму (5) можно переписать таким об-
разом, чтобы максимальный моном M уменьшился, а коэффициент при yi

khd+i

не изменился. Для этого изучим строение такого монома M , предполагая, что
≺—обратный лексикографический порядок.
Лемма 2 (о стягивании переменных). Пусть M ≺lex L = yi

kyd−i
k+1y

i
k+2, при-

чём deg M = deg L и wt M = wt L. Тогда M = Kyq
k+1y

r
k+2, где K � y∞

k , причём
r < i и q + r > d.

Доказательство. То, что r < i, явно следует из условия. Заметим, что,
увеличивая индекс самой младшей переменной на 1 и одновременно уменьшая
на 1 индекс самой старшей переменной, мы не меняем веса и степени моно-
ма. Значит, и M и L такими преобразованиями («стягиваниями переменных»)
можно привести к β-моному такого же веса и степени, т. е. к виду yd+i

k+1. Ин-
декс старшей переменной yk+2 монома M при этом уменьшится на 1 ровно
r раз. Индекс каждой переменной из K увеличится по крайней мере один раз.
Поэтому deg K � r < i. Так как степени мономов M и L равны d + i, то
d + i = deg K + q + r < i + q + r, откуда следует, что q + r > d.

Пусть M записан так же, как в условии леммы. Рассмотрим все возможные
случаи появления монома M в сумме (5). Поскольку d−r < q, то такой старший
моном будет получаться из выражения Ky

q−(d−r)
k+1 hd+r (оно может и не присут-

ствовать в (5)). Пусть Mafb —другое выражение с таким же старшим мономом.
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Рассмотрим S-полином многочленов fb и hd+r. Ясно, что его НОК делит M .
Покажем, что он отличен от M . Действительно, предположим противное. Тогда
lm fb должен зависеть от yk+1, так как q− (d−r) > 0. Значит, lm fb = yd−q

k yq
k+1,

откуда p = d − q и K = yd−q
k . Но в этом случае получаем противоречие:

deg M = (d − q) + q + r = d + r < d + i.

Итак, НОК рассматриваемого S-полинома— собственный делитель M . Пусть
Q—их частное. Моном Q не зависит от yk+2, поскольку degyk+2

hd+r = r. Вы-
чтем из нашей суммы многочлен Q · Sfb,hd+q

с таким коэффициентом, чтобы
выражение caMafb сократилось. Так как дополнительная степень этого S-поли-
нома меньше i, то по условию он имеет стандартное представление, которое ока-
жется в правой части равенства. В итоге мы сможем переписать сумму (5) так,
чтобы старший моном слагаемых не увеличился, а вместо выражения caMafb

с некоторым коэффициентом добавилось Ky
q−(d−r)
k+1 hd+r. Заметим, что посколь-

ку частное Q не зависело от yk+2, коэффициент перед выражением yi
k+2hd−i не

изменился.
Проделаем такую операцию для всех слагаемых вида caMafb со старшим мо-

номом L, где fb �= hd+r. В итоге в изменённой сумме (5) может остаться только
одно слагаемое вида cγMγhd+r со старшим мономом L. Но этот моном должен
сократиться, поэтому cγ = 0. Таким образом мы получим новую сумму вида (5),
старший моном слагаемых которой меньше M . Продолжая этот процесс, мы
получим сумму, в которой именно L будет старшим мономом слагаемых (напо-
мним, что коэффициент перед yi

k+2hd−i был отличен от нуля и не изменялся).
Чтобы сумма равнялась нулю, в ней должно быть другое слагаемое со старшим
мономом L. Но, как мы видели, таким может быть только yi

khd+i. Итак, наша
сумма приняла вид

cSd−i,d+i +
∑
α

cαMαfβ = 0,

где lm Mαfβ ≺ L. Это даёт стандартное представление для Sd−i,d+i.

В заключение приведём пример, иллюстрирующий доказательство теоремы.
Рассмотрим идеал [y3

0 ]. Выпишем несколько первых производных образующих:

f0 := f = y3
0 ,

f1 := δf = 3y2
0y1,

f2 := δ2f = 6y0y
2
1 + 3y2

0y2,

f3 := δ3f = 6y3
1 + 18y0y1y2 + 3y2

0y3,

f4 := δ4f = 36y2
1y2 + 18y0y

2
2 + 24y0y1y3 + 3y2

0y4,

f5 := δ5f = 90y1y
2
2 + 60y2

1y3 + 60y0y2y3 + 30y0y1y4 + 3y2
0y5,

f6 := δ6f = 90y3
2 + . . . .

Видно, что многочлены f0, f1 и f2 имеют нетривиальное зацепление только
с многочленами f0, . . . , f5. Рассмотрим сначала S-полиномы дополнительной
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степени 1. Это S0,1, S1,2, S2,3 и S2,4. Заметим, что S0,1 = 0. Выведем из этого,
что, например, S2,3 = y1f2 − y0f3 имеет стандартное представление. НОК этого
S-полинома равен y0y

3
1 и имеет вес 3. Поэтому продифференцируем равенство

y0f1 − 3y1f0 = 0 веса 1 дважды:

0 = δ2(y0f1 − 3y1f0) = y0f3 − y1f2 − 5y2f1 − 3y3f0 = −S2,3 − 5y2f1 − 3y3f0.

Старший моном слагаемых y2f1 и y3f0 отличен от y0y
3
1 — самого старшего отно-

сительно InvLex монома веса 3 и степени 4. Поэтому равенство

S2,3 = −5y2f1 − 3y3f0

является стандартным представлением S2,3. Аналогично строятся стандартные
представления для S1,2 и S2,4. Так же доказывается наличие стандартного пред-
ставления у S-полиномов дополнительной степени 1 между высшими производ-
ными f .

Рассмотрим теперь S-полиномы дополнительной степени 2: S1,4, S2,5 и S1,5.
Первые два S-полинома отбрасываются по второму критерию Бухбергера. Дей-
ствительно, LCM1,4 = y2

0y2
1y2 делится на LCM1,2 = y2

0y2
1 и LCM2,4 = y0y

2
1y2, а

S-полиномы S1,2 и S2,4 уже рассмотрены. Для S2,5 всё аналогично.
Особым случаем является «симметричный» S-полином

S1,5 = 30y2
2f1 − y2

0f5

с LCM1,5 = y2
0y1y

2
2 . Он не выражается похожим образом через рассмотренные

ранее S-полиномы и требует отдельного изучения. Рассмотрим выражение

0 = y2δ
2(y0f1 − 3y1f0) = y0y2f3 − y1y2f2 − 5y2

2f1 − 3y2y3f0.

Сюда уже входит слагаемое y2
2f1 с коэффициентом −5. Однако старший моном

первых двух слагаемых равен y0y
3
1y2, что больше чем y2

0y1y
2
2 при порядках

InvLex. Этот моном равен y0y1 lm f4. Рассмотрим S-полиномы S3,4 и S2,4. По
предположению они уже имеют стандартное представление:

S2,4 = 6y2f2 − y0f4 = −8y3f1 − 3y4f0,

S3,4 = 6y2f3 − y1f4 = −11y4f1 − 14y3f2 + y0f5 − 3y5f0.

Попытаемся с их помощью избавиться от слагаемых y0y2f3 и y1y2f2 исходного
выражения. Получится следующее:

1
6
y0(y1f4 − 11y4f1 − 14y3f2 + y0f5 − 3y5f0) −

− 1
6
y1(y0f4 − 8y3f1 − 3y4f0) − 5y2

2f1 − 3y2y3f0 =

= −11
6

y0y4f1 − 7
3
y0y3f2 +

1
6
y2
0f5 −

− 1
2
y0y5f0 +

4
3
y1y3f1 +

1
2
y1y4f0 − 5y2

2f1 − 3y2y3f0.
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Заметим, что коэффициент перед y2
2f1 не изменился, слагаемые со старшим мо-

номом y0y
3
1y2 сократились, а в сумме появилось недостающее слагаемое 1

6y2
0f5.

Умножая всё выражение на 6, получаем стандартное представление для S1,5:

S1,5 = 30y2
2f1 − y2

0f5 =
= −11y0y4f1 − 14y0y3f2 − 3y0y5f0 + 8y1y3f1 + 3y1y4f0 − 3y2y3f0.

Автор выражает благодарность участникам семинара по базисам Грёбне-
ра и дифференциальной алгебре механико-математического факультета МГУ
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