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Аннотация

В 1998 г. Е. Коусело, С. Гонсалес, В. Т. Марков и А. А. Нечаев определили
рекурсивные коды и получили результаты, позволяющие выдвинуть гипотезу о су-
ществовании рекурсивных МДР-кодов размерности 2 и длины 4 над любым ко-
нечным алфавитом мощности q /∈ {2, 6}, которая осталась недоказанной лишь для
q ∈ {14, 18, 26, 42}. В данной работе доказано существование такого кода для q = 42.
Использована новая конструкция— псевдогеометрия с кластерами.

Abstract

V. T. Markov, A. A. Nechaev, S. S. Skazhenik, E. O. Tveritinov, Pseudogeometries
with clusters and an example of a recursive [4, 2, 3]42-code, Fundamentalnaya i priklad-
naya matematika, vol. 14 (2008), no. 4, pp. 181—192.

In 1998, E. Couselo, S. Gonzalez, V. Markov, and A. Nechaev defined the recursive
codes and obtained some results that allowed one to conjecture the existence of recursive
MDS-codes of dimension 2 and length 4 over any finite alphabet of cardinality q /∈ {2, 6}.
This conjecture remained open only for q ∈ {14, 18, 26, 42}. It is shown in this paper that
there exist such codes for q = 42. We used a new construction, that of pseudogeometry
with clusters.
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1. Введение

Пусть Ω = {a1, . . . , aq}—произвольное конечное множество, q = |Ω| � 2.
Любое подмножество K ⊆ Ωn называется кодом длины n или n-кодом в алфа-
вите Ω, код K называется [n, k]Ω-кодом, если |K| = qk (здесь, вообще говоря,
k ∈ R). Мы назовём k комбинаторной размерностью кода K. Расстояние
(Хемминга) d(�u,�v) между двумя словами �u,�v ∈ Ωn определяется как число раз-
личных координат с одинаковыми номерами в словах �u и �v. Расстояние d(K)
кода K есть минимум расстояний между его различными словами. Будем го-
ворить, что [n, k]Ω-код K есть [n, k, d]Ω-код, или [n, k, d]q-код, если d(K) = d.
Известно, что длина n, размерность k и расстояние d произвольного кода удо-
влетворяют неравенству

d � n − k + 1

(граница Синглтона [3]). Если d = n − k + 1, код называется МДР-кодом.
В первом нетривиальном случае, когда n = 4, k = 2, задача построения

[4, 2]q-МДР-кода, т. е. [4, 2, 3]q-кода, эквивалентна построению двух ортогональ-
ных латинских квадратов в алфавите мощности q. Очевидно, таких квадратов
не существует, если q = 2. Отсутствие таких квадратов при q = 6 (гипотеза
Эйлера) было доказано в [5]. К середине прошлого века было доказано, что для
всех остальных значений q > 2 ортогональная пара латинских квадратов, т. е.
[4, 2, 3]q-код, существует [4].
В [1, 2] было начато исследование проблемы, часть которой в рамках вве-

дённых определений можно сформулировать как проблему построения ортого-
нальных латинских квадратов с дополнительными условиями. В общем виде эта
проблема формулируется следующим образом.
Назовём код K полным k-рекурсивным кодом, если существует функ-

ция f : Ωk → Ω (k � n), такая что K есть множество всех слов
u(0, n − 1) =

(
u(0), . . . , u(n − 1)

) ∈ Ωn, удовлетворяющих условию u(i + k) =
= f

(
u(i), . . . , u(i + k − 1)

)
для i ∈ 0, n − k, u(0), . . . , u(k − 1)—произвольные

элементы из Ω. Далее такой код обозначается через K(n, f). Любой подкод
полного k-рекурсивного кода K назовём k-рекурсивным.
В [1, 2] исследовался вопрос о существовании (автоматически полного) ре-

курсивного МДР-кода при заданных значениях n, k и q. В первом нетриви-
альном случае (n = 4, k = 2) было доказано существование рекурсивного
[4, 2, 3]q-кода при всех q /∈ {2, 6, 14, 18, 26, 42}, причём если q ∈ {2, 6}, то та-
ких кодов, как известно, не существует, а при q ∈ {14, 18, 26, 42} вопрос остался
открытым. Частично мы отвечаем на него в данной работе: построен рекурсив-
ный [4, 2, 3]42-код.
Отметим, что вопрос о существовании рекурсивного [4, 2, 3]q-кода эквива-

лентен вопросу о существовании рекурсивно дифференцируемой квазигруппы
порядка q [1]. Напомним, что квазигруппа— это множество Ω с бинарной опе-
рацией ·, в которой каждое из уравнений a ·x = b и y ·a = b имеет единственное



Псевдогеометрии с кластерами и пример рекурсивного [4, 2, 3]42-кода 183

решение для любых a, b ∈ Ω. Операция на Ω может рассматриваться как функ-
ция f : Ω × Ω → Ω, эта функция также будет иногда называться квазигруппой.
Квазигруппа (Ω, ·) называется рекурсивно дифференцируемой, если операция
x � y = y · (x · y) определяет на Ω структуру квазигруппы. Группоид (Ω,�)
называется рекурсивной производной квазигруппы (Ω, ·). Доказано [1, теоре-
ма 2.17], что код {(x, y, x · y, x � y) : x, y ∈ Ω} (рекурсивный по определению)
является МДР-кодом тогда и только тогда, когда квазигруппа (Ω, ·) рекурсивно
дифференцируема, и любой рекурсивный [4, 2, 3]q-код имеет такой вид.
Очевидно, что операция на конечном множестве Ω определяет квазигруппу

тогда и только тогда, когда её таблица Кэли— латинский квадрат, т. е. каждая
строка и каждый столбец этой таблицы есть перестановка элементов множе-
ства Ω. Таким образом, построение рекурсивно дифференцируемой квазигруп-
пы заданной мощности q равносильно построению пары латинских квадратов,
определённых операциями · и � соответственно, причём эти латинские квад-
раты оказываются ортогональными (см., например, [4, с. 244]). В терминах
квазигрупповых операций ортогональность таблиц Кэли (Ω, ◦) и (Ω, ∗) означает,
что система уравнений x ◦ y = a, x ∗ y = b имеет единственное решение x, y ∈ Ω
для любых a, b ∈ Ω.
Квазигруппа (Ω, ◦) называется идемпотентной, если a ◦ a = a для любого

a ∈ Ω.
В [1] использовались две основных конструкции: расширение квазигруппы

с помощью трансверсалей и построение идемпотентных рекурсивно дифферен-
цируемых квазигрупп с помощью псевдогеометрий. В данной работе использо-
вано обобщение второго из этих подходов.

2. Псевдогеометрии с нуклеусами и кластерами

Определение 2.1. Пусть P —некоторое непустое множество (элементы ко-
торого будем называть точками), L—некоторое множество непустых подмно-
жеств множества P (называемых прямыми). Пара (P,L) называется псевдогео-
метрией, если каждые две различные точки множества P принадлежат ровно
одной прямой.
Пусть (P,L)—псевдогеометрия. Произвольное подмножество N ⊂ L, состо-

ящее из попарно не пересекающихся прямых, называется нуклеусом псевдогео-
метрии (P,L).

Теорема 2.2 [2, теорема 8]. Пусть (P,L)—псевдогеометрия с нукле-
усом N , такая что выполняются следующие условия:
1) для любой прямой L ∈ L \ N существует идемпотентная рекурсивно диф-
ференцируемая квазигруппа gL(x, y) на множестве L;

2) для любой прямой N ∈ N существует рекурсивно дифференцируемая ква-
зигруппа hN (x, y) на множестве N .

Тогда существует рекурсивно дифференцируемая квазигруппа на множестве P.
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Переход к псевдогеометрии с кластерами состоит в том, что точки псевдогео-
метрии заменяются некоторыми непересекающимися конечными множествами,
называемыми кластерами.

Определение 2.3. Рассмотрим некоторое разбиение C множества P на непу-
стые непересекающиеся подмножества C ∈ C. Элементы множества C назовём
кластерами. Пусть (C,L)—псевдогеометрия с множеством точек C. Тогда тройку
(P, C,L) назовём псевдогеометрией на кластерах C. Нуклеусом псевдогеометрии
(P, C,L) назовём произвольное множество попарно не пересекающихся прямых.
Объединение кластеров, принадлежащих прямой L ∈ L, обозначим через L̄.
Ясно, что обычную псевдогеометрию можно рассматривать как псевдогео-

метрию на кластерах, каждый из которых состоит из одной точки.
Следующее утверждение— обобщение теоремы 2.2.

Теорема 2.4. Пусть (P, C,L)—псевдогеометрия на кластерах C с нукле-
усом N и для любой прямой L ∈ L определена квазигрупповая операция gL(x, y)
на множестве L̄, причём выполняются следующие условия:

1) каждая квазигруппа (L̄, gL), L ∈ L, рекурсивно дифференцируема;
2) если C ∈ L и L ∈ L \ N , то C —подквазигруппа в L̄;
3) если L,M ∈ L \ N и L ∩ M = {C}, C ∈ C, то gL(x, y) = gM (x, y) для
любых x, y ∈ C.

Тогда существует рекурсивно дифференцируемая квазигруппа на множестве P.
Доказательство. Определим операцию на множестве P следующим обра-

зом.

1. Если точки x, y ∈ P принадлежат различным кластерам Cx и Cy, то су-
ществует единственная прямая L ∈ L, содержащая оба этих кластера.
Положим g(x, y) = gL(x, y).

2. Если точки x, y ∈ P принадлежат одному кластеру C и существует (един-
ственная по определению нуклеуса) прямая L ∈ N , такая что C ∈ L, то
положим g(x, y) = gL(x, y).

3. Если точки x, y ∈ P принадлежат одному кластеру C и не существует
прямой, принадлежащей нуклеусу и содержащей кластер C, то положим
g(x, y) = gL(x, y), где L—произвольная прямая, содержащая кластер C
(в силу третьего условия результат не зависит от выбора прямой L).

Аналогично доказательству теоремы 2.2, приведённому в [2], покажем, что
операция g(x, y) определяет квазигруппу на P и при условии 1) эта квазигруппа
оказывается рекурсивно дифференцируемой. Действительно, пусть x, z ∈ P.
Рассмотрим два случая и в каждом из них найдём элемент y ∈ P, такой что
g(x, y) = z.

1. Точки x, z ∈ P принадлежат различным кластерам Cx и Cz. Тогда су-
ществует единственная прямая L ∈ L, содержащая оба эти кластера. По-
скольку gL определяет квазигруппу на L̄, существует элемент y ∈ L̄, такой
что gL(x, y) = z. Если y /∈ Cx, то по определению операции на P имеем
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g(x, y) = gL(x, y) = z. Если же y ∈ Cx, то в силу условия 2) L ∈ N , и
снова получаем g(x, y) = gL(x, y) = z.

2. Точки x, z ∈ P принадлежат одному кластеру C. Тогда опять имеется две
возможности. Если существует прямая L ∈ N , содержащая кластер C,
то найдётся точка y ∈ L̄, такая что g(x, y) = gL(x, y) = z. В противном
случае можно выбрать любую прямую L ∈ L, такую что C ∈ L. В силу
условия 2) существует элемент y ∈ C, такой что gL(x, y) = z, причём
в силу условия 3) элемент y не зависит от выбора прямой L. Снова по
определению операции на P имеем g(x, y) = gL(x, y) = z.

Аналогично проверяется возможность правого деления в группоиде (P, g). Из
конечности множества P следует, что (P, g)—квазигруппа.
Осталось показать, что эта квазигруппа является рекурсивно дифференци-

руемой. Для этого достаточно проверить, что при любых x, z ∈ P существует
элемент y ∈ P, такой что g

(
y, g(x, y)

)
= z. Снова рассмотрим два случая.

1. Точки x, z ∈ P принадлежат различным кластерам Cx и Cz. Тогда суще-
ствует единственная прямая L ∈ L, содержащая оба этих кластера. В си-
лу условия 1) существует элемент y ∈ L̄, такой что gL

(
y, gL(x, y)

)
= z.

При этом gL(x, y) ∈ L, следовательно, g(x, y) = gL(x, y) и g
(
y, g(x, y)

)
=

= gL

(
y, gL(x, y)

)
.

2. Если точки x, z ∈ P принадлежат одному кластеру C, то опять существуют
две возможности. Если имеется прямая L ∈ N , содержащая кластер C, то
можно повторить предыдущие рассуждения. В противном случае достаточ-
но воспользоваться тем, что подквазигруппа C рекурсивно дифференциру-
емой квазигруппы очевидно является рекурсивно дифференцируемой.

3. Основная конструкция

Опишем общую конструкцию построения псевдогеометрии из системы по-
парно ортогональных латинских квадратов.
Пусть q—натуральное число, причём существует система f1, . . . , fk из k по-

парно ортогональных латинских квадратов порядка q, fi : (0, q − 1)2 → 0, q − 1.
Рассмотрим множество P всех пар (x, y), x ∈ 0, q − 1, y ∈ −1, k. Определим
прямые двух типов:

1) горизонтальные прямые

{(x, y) : x ∈ 0, q − 1}
для любого фиксированного y ∈ −1, k;

2) наклонные прямые

{(i,−1), (j, 0)} ∪ {(fy(i, j), y) : y ∈ 1, k}
для любой фиксированной пары i, j ∈ 0, q − 1.
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Полученная псевдогеометрия APG(q, k) содержит q(k + 2) точек, k + 2 го-
ризонтальных и q2 наклонных прямых, причём каждая горизонтальная (наклон-
ная) прямая содержит q (соответственно k + 2) точек.

•
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• • • • •

�
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�
� • • •

��������• • • • • • • •

�
�

�
�

�
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Рис. 1. Псевдогеометрия порядка 42

Рассмотрим псевдогеометрию APG(8, 5), использующую три ортогональных
латинских квадрата, которые будут построены в разделе 4. Удалим из неё про-
извольную точку. Рассмотрим получившуюся псевдогеометрию как псевдогео-
метрию на кластерах (P, C,L) (на данном этапе все кластеры порядка 1). Доба-
вим один «бесконечно удалённый» кластер порядка 3 к множеству C и каждой
горизонтальной прямой. Получим псевдогеометрию (P ′, C′,L′) порядка 42 с го-
ризонтальными прямыми длины 10 и 11, наклонными прямыми длины 4 и 5.
Прямые длины 4 и прямая длины 10 образуют нуклеус N ′. Эти прямые действи-
тельно не пересекаются, так как их общий кластер был удалён, а через любые
два кластера проходит только одна прямая. Построенная псевдогеометрия пока-
зана на рис. 1. Пустой кружок обозначает удалённую точку, а чёрные кружки—
точки множества P. Единственный нетривиальный кластер расположен в левой
части рисунка. Сплошные линии показывают горизонтальные прямые, пунктир-
ная линия— одну наклонную прямую, принадлежащую нуклеусу, а точечная—
одну прямую, не принадлежащую нуклеусу.

Теперь, чтобы применить теорему 2.4 к указанной конструкции, осталось
определить операции на прямых, удовлетворяющие условиям этой теоремы. Для
этого нам потребуются некоторые дополнительные построения.
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4. Вспомогательные построения

Для построения рекурсивно дифференцируемой квазигруппы порядка 42 нам
понадобятся следующие объекты:

1) рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 4;
2) идемпотентная рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 5;
3) три попарно ортогональные квазигруппы порядка 8;
4) рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 10 с подквазигруппой
порядка 3;

5) рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 11 с подквазигруп-
пой порядка 3, такая что элементы, не входящие в эту подквазигруппу, —
идемпотенты.

Квазигруппы из пунктов 1)—4) известны (см. [1,2]). Их также легко постро-
ить на компьютере и получить, например, следующие таблицы Кэли.
Квазигруппа порядка 4 и её рекурсивная производная:

0 1 2 3
2 3 0 1
3 2 1 0
1 0 3 2 ,

0 3 1 2
2 1 3 0
3 0 2 1
1 2 0 3 .

Квазигруппа порядка 5 и её рекурсивная производная:

0 2 1 4 3
3 1 4 0 2
4 3 2 1 0
2 4 0 3 1
1 0 3 2 4 ,

0 4 3 1 2
4 1 0 2 3
3 0 2 4 1
1 2 4 3 0
2 3 1 0 4 .

Ортогональные латинские квадраты порядка 8 получаются из следую-
щей конструкции. Пусть F8—поле из восьми элементов. Введём функции
fi : F

2
8 → F8,

fi(x, y) = x + αi · y,

где αi, i ∈ 1, 3, — попарно различные элементы F
∗
8. Соответствующие квазигруп-

пы попарно ортогональны. Мы использовали следующие три квадрата:

0 1 2 3 4 5 6 7
1 0 3 2 5 4 7 6
2 3 0 1 6 7 4 5
3 2 1 0 7 6 5 4
4 5 6 7 0 1 2 3
5 4 7 6 1 0 3 2
6 7 4 5 2 3 0 1
7 6 5 4 3 2 1 0 ,

0 2 4 6 3 1 7 5
1 3 5 7 2 0 6 4
2 0 6 4 1 3 5 7
3 1 7 5 0 2 4 6
4 6 0 2 7 5 3 1
5 7 1 3 6 4 2 0
6 4 2 0 5 7 1 3
7 5 3 1 4 6 0 2 ,

0 3 6 5 7 4 1 2
1 2 7 4 6 5 0 3
2 1 4 7 5 6 3 0
3 0 5 6 4 7 2 1
4 7 2 1 3 0 5 6
5 6 3 0 2 1 4 7
6 5 0 3 1 2 7 4
7 4 1 2 0 3 6 5 .
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Рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 10 с подквазигруппой
порядка 3 получается расширением с помощью трансверсалей квазигруппы по-
рядка 7 (см. [1, пример после следствия 4.6]):

0 1 2 7 9 4 6 8 3 5
1 2 0 8 3 5 7 9 4 6
2 0 1 3 5 7 9 4 6 8
4 3 8 9 1 0 5 6 7 2
8 7 5 4 2 6 1 0 9 3
5 4 9 6 7 8 2 3 1 0
9 8 6 1 0 3 4 5 2 7
6 5 3 2 4 1 0 7 8 9
3 9 7 5 6 2 8 1 0 4
7 6 4 0 8 9 3 2 5 1 ,

0 2 1 6 3 7 4 8 5 9
1 0 2 7 4 8 5 9 6 3
2 1 0 9 6 3 7 4 8 5
9 8 6 2 7 5 3 0 1 4
3 9 7 1 5 2 8 6 4 0
4 3 8 5 0 1 6 2 9 7
5 4 9 3 8 6 0 1 7 2
6 5 3 8 2 4 9 7 0 1
7 6 4 0 1 9 2 5 3 8
8 7 5 4 9 0 1 3 2 6 .

Пример рекурсивно дифференцируемой квазигруппы порядка 11 с подква-
зигруппой порядка 3, дополнение к которой состоит из идемпотентов, не был
известен ранее. В следующем разделе описан алгоритм её построения с помо-
щью компьютера.

5. Алгоритм перебора
для построения квазигруппы порядка 11

Обозначим Ω = {0, . . . , 10}, G = (Ω, ·), G′ = (Ω,�), где x � y = y · (x · y).

1. Берём Z3 в качестве рекурсивно дифференцируемой квазигруппы поряд-
ка 3 (так как она заполняет левый верхний угол в квазигруппе порядка 10)
и заполняем левый верхний угол таблицы размера 11×11. Заполняем диа-
гональ, учитывая идемпотентность остальных элементов G.

2. Запоминаем в массив «хорошие» перестановки порядка 8, т. е. не вступа-
ющие в конфликт с элементами на диагонали.

3. Пользуясь массивом из предыдущего пункта, заполняем первые три стро-
ки, на каждом шаге делая проверку по столбцам.

4. Запоминаем в массивы все перестановки порядка 7 и 4.
5. Далее заполняем таблицу построчно, пользуясь следующим соображени-
ем, которое существенно ускоряет перебор. Элементы 0, 1, 2 в i-й строке не
могут находиться на позициях, которые определяются значениями первых
трёх элементов i-го столбца. Это следует из того, что в i-й строке (i � 4)
G′ op в первых трёх столбцах не могут встречаться 0, 1, 2. Конечно, 0, 1, 2
нельзя ставить и на первые три позиции i-й строки в G. Поэтому для рас-
пределения 0, 1, 2 остаются только четыре свободные позиции. Для этого
нам понадобится массив перестановок порядка 4. Далее заполняем остав-
шиеся позиции с помощью массива перестановок порядка 7 и запускаем
проверку по столбцам.
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6. После заполнения очередной i-й строки производим следующую принципи-
альную проверку. Заметим, что, зная первые i строк G, можно заполнить
левый верхний квадрат размера i × i в G′ op. Поэтому параллельно с G
заполняем G′ op и проводим проверку по столбцам, так как строки G′ op

всегда являются перестановками.

Ниже приведены полученная квазигруппа и её рекурсивная производная:

0 1 2 4 3 6 5 8 7 10 9
1 2 0 5 6 3 4 9 10 7 8
2 0 1 6 5 4 3 10 9 8 7
5 6 7 3 9 8 10 4 0 2 1
6 5 8 10 4 9 7 0 3 1 2
4 10 3 9 7 5 8 1 2 0 6
3 9 4 8 10 7 6 2 1 5 0
10 4 9 0 8 1 2 7 5 6 3
9 3 10 7 0 2 1 6 8 4 5
7 8 5 2 1 10 0 3 6 9 4
8 7 6 1 2 0 9 5 4 3 10 ,

0 2 1 9 10 8 7 5 6 4 3
1 0 2 8 7 9 10 6 5 3 4
2 1 0 10 9 7 8 3 4 6 5
6 4 10 3 1 2 0 8 9 5 7
5 3 9 1 4 0 2 10 7 8 6
3 8 6 2 0 5 1 4 10 7 9
4 7 5 0 2 1 6 9 3 10 8
9 6 8 5 3 10 4 7 2 0 1
10 5 7 4 6 3 9 2 8 1 0
8 10 4 7 5 6 3 0 1 9 2
7 9 3 6 8 4 5 1 0 2 10 .

6. Рекурсивно дифференцируемая
квазигруппа порядка 42

Пользуясь теоремой 2.4 и вспомогательными результатами разделов 4 и 5,
получаем рекурсивно дифференцируемую квазигруппу порядка 42. Ниже при-
водятся таблицы Кэли построенной квазигруппы и её рекурсивной производной.
Элементы алфавита Ω представлены цифрами 0—9 и буквами a—z, A—F.
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Рекурсивно дифференцируемая квазигруппа порядка 42:

0 1 2 7 9 4 6 8 3 5 b a d c f e h g j i l k nmp o r q t s v u xw z y BADCF E
1 2 0 8 3 5 7 9 4 6 c d a b g h e f k l i j o pmn s t q r w x u v AB y z E FCD
2 0 1 3 5 7 9 4 6 8 d c b a h g f e l k j i p o nm t s r q xw v u BA z y F EDC
4 3 8 9 1 0 5 6 7 2 i j k l mn o p a b c d e f g h y CB F EAD z q x v s r wu t
8 7 5 4 2 6 1 0 9 3 j i l k nmp o b a d c f e h gD z EABF y Cw r t u x q s v
5 4 9 6 7 8 2 3 1 0 k l i j o pmn c d a b g h e f z DAE FBC y x q s vw r t u
9 8 6 1 0 3 4 5 2 7 l k j i p o nmd c b a h g f e C y F BAE z D r wu t q x v s
6 5 3 2 4 1 0 7 8 9mn o p i j k l e f g h a b c d AE z DC y FB v s q x u t r w
3 9 7 5 6 2 8 1 0 4 nmp o j i l k f e h g b a d c F BC y z DAE t uw r s v x q
7 6 4 0 8 9 3 2 5 1 o pmn k l i j g h e f c d a b B F y CD z EA s v x q t uw r
c d e q r s t u vw a g f h b 0 2 1 y z ABCDE p 3 4 5 6 7 8 9 x i j k l mn o F
d c f s t q r w x u h b g e 0 a 1 2 AB y z E F o D 5 6 3 4 9 v 7 8 k l i j C pmn
b h a u vw x q r s g e c f 1 2 0 d CDE F y n AB 7 8 9 t 3 4 5 6m z o p i j k l
a g b w x u v s t q f h e d 2 1 c 0 E FCDmB y z 9 r 7 8 5 6 3 4 o p A n k l i j
h b g t s r q xw v 0 f 1 2 e c d a BA z l F EDC 6 5 4 3 u 9 8 7 y k j i p o nm
g a h r q t s v u x e 0 2 1 d f b c z y k ADCF E 4 3 6 5 8 7 w 9 j i l B nmp o
e f c xw v u t s r 2 1 h 0 a d g b F j DCBA z y q 9 8 7 6 5 4 3 p o nm l k E i
f e d v u xw r q t 1 2 0 g c b a h i C F E z y BA 8 7 s 9 4 3 6 5 nmp o j D l k
k l my ACEB z F q t w v x u r s D o n p j 0 2 1 a g h b f d c e 3 8 4 7 5 i 6 9
l k n B z FD y AC r s x uw v q t p E om0 i 1 2 g a b h d f e c 7 4 8 3 9 6 j 5
j p i E CA yDF z s r u x vw t q omB n 1 2 0 l h b a g c e f d 6 9 5 k 4 7 3 8
i o j DF z BECA t q vwu x s r n pmy 2 1 k 0 b h g a e c d f l 5 9 6 8 3 7 4
p j o FDB z CE y u x s r t q vw0 n 1 2 A k l i f d c e a g h b 9 6m5 7 4 8 3
o i p CE y AFDB vw t q s r u xm0 2 1 l z j k d f e c g a b h 5 n 6 9 3 8 4 7
mn k z BDFA y Ewv q t r s x u 2 1 p 0 i l C j c e f d h b a g 8 3 7 4 o 5 9 6
nm l A y EC z BD x u r s q t w v 1 2 0 o k j i F e c d f b h g a 4 7 3 8 6 9 5 p
s t u i m l p o k n y z ABCDE F 3 q 8 5 4 9 7 6 j w v x r 0 2 1 a b c d e f g h
t s v n j o k l p i z y BADCF E 9 4 6 7 r 3 5 8 xmwu 0 q 1 2 b a d c f e h g
r x q j n k o p l mAB y z E FCD s 3 5 8 9 4 6 7wu i v 1 2 0 t c d a b g h e f
q w r m i p l k o j BA z y F EDC 4 9 7 6 3 t 8 5 v x u n 2 1 s 0 d c b a h g f e
x r w k o j nm i p CDE F y z AB 8 5 3 u 7 6 4 9 0 v 1 2 l s t q e f g h a b c d
w q x p l m i j n k DCF E z y BA 6 7 9 4 5 8 v 3 u 0 2 1 t o r s f e h g b a d c
u v s l p i mn j o E FCDAB y z 5 8w 3 6 7 9 4 2 1 x 0 q t k r g h e f c d a b
v u t o k n j i m l F EDCBA z y 7 6 4 9 8 5 3 x 1 2 0w s r q p h g f e d c b a
ABC a g h b f d c 3 6 9 8 l 7 4 5 q v r e s x t w i kmo y j p n u EDF z 0 2 1
BADg a b h d f e 4 5 n 7 9 8 3 6 u r v q w c x s l j p z i kmo F t EC 0 y 1 2
z F y h b a g c e f 5 4 7m8 9 6 3 t w s x d u q v o A k i n p j l E C r D 1 2 0 B
y E z b h g a e c d 6 3 8 9 7 k 5 4 x s f t v q u r n p j l omB i DFCw 2 1 A 0
F z E f d c e a g h 7 o 5 4 6 3 8 9w t x s u r b q p n l j mC i k 0D 1 2 v AB y
E y F d f e c g a b 8 9 6 3 5 4 7 i h x t w q v r umo D k p n l j C 0 2 1 B s z A
CDA c e f d h b a 9 8 3 6 4 5 j 7 v g u r x s w t E l n p k i om2 1 F 0 y B q z
DCB e c d f b h g p 7 4 5 3 6 9 8 r u q v t w s a k i om j l n F 1 2 0 EA z y x .
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Рекурсивная производная приведённой выше квазигруппы:

0 2 1 6 3 7 4 8 5 9 g h f e c d b a o p nmk l j i w x v u s t r q E FDCAB z y
1 0 2 7 4 8 5 9 6 3 f e g h d c a b nmo p l k i j v uw x t s q r DCE FBA y z
2 1 0 9 6 3 7 4 8 5 h g e f a b d c p omn i j l k xwu v q r t s F ECD y z BA
9 8 6 2 7 5 3 0 1 4 y BEDFC z A q s uw t r x v a f b e c h d g i o p j n l km
3 9 7 1 5 2 8 6 4 0 z AFCED y B t r x v q s uw f a e b h c g d p j i o kmn l
4 3 8 5 0 1 6 2 9 7 A z C FDEB ywu s q v x r t b e a f d g c h n l km i o p j
5 4 9 3 8 6 0 1 7 2 B yDECFA z v x r t wu s q e b f a g d h c kmn l p j i o
6 5 3 8 2 4 9 7 0 1 C FA z B yDE x v t r uw q s c h d g a f b e j p o i mk l n
7 6 4 0 1 9 2 5 3 8 DEB y A z C F uw q s x v t r h c g d f a e b o i j p l nmk
8 7 5 4 9 0 1 3 2 6 ED y B z AFC r t v x s q wu d g c h b e a f mk l n j p o i
d b h y z ABCDE a 1 2 0 f g c e 3 4 5 6 7 8 9 F i j k l mn o p q r s t u vw x
c a g BA z y F ED 1 b 0 2 h e f d 4 3 6 5 8 7 C 9 l k j i p o nm r q t s v u xw
a f d E FCDAB y 2 0 c 1 b h e g 5 6 3 4 9 z 7 8 o pmn k l i j s t q r w x u v
b e c DCF E z y B 0 2 1 d g a h f 6 5 4 3 A 9 8 7 nmp o j i l k t s r q xw v u
g d f F EDCBA z c a h b e 2 0 1 7 8 9 y 3 4 5 6 p o nm l k j i u vw x q r s t
h c e CDE F y z A b d a g 2 f 1 0 8 7 B 9 4 3 6 5mn o p i j k l v u xw r q t s
f h b z y BADCF e c d a 0 1 g 2 9 E 7 8 5 6 3 4 j i l k nmp ow x u v s t q r
e g a AB y z E FC d f b c 1 0 2 hD 9 8 7 6 5 4 3 k l i j o pmn xw v u t s r q
l j p q t w v x u r 3 4 5 6 7 8 9 s i 1 2 0 n o kmy FDA z ECB a f b e c h d g
k i o s r u x vw t 4 3 6 5 8 7 q 9 1 j 0 2 pmn l E z BC F y AD f a e b h c g d
i n l u x s r t q v 5 6 3 4 9w 7 8 2 0 k 1 j pmo F y ADE z BC b e a f d g c h
j mkw v q t r s x 6 5 4 3 u 9 8 7 0 2 1 l o i p n z ECB y FDA e b f a g d h c
o l n t q vwu x s 7 8 9 r 3 4 5 6 k i p j m2 0 1 DA y FCB z E c h d g a f b e
p km r s x uw v q 8 7 t 9 4 3 6 5 j l i o 2 n 1 0 BCE z ADF y h c g d f a e b
n p j x u r s q t w 9 v 7 8 5 6 3 4mk l i 0 1 o 2 ADF y BCE z d g c h b e a f
mo i vw t q s r u x 9 8 7 6 5 4 3 l n j k 1 0 2 p CB z EDA y F g d h c e b f a
t r x a f b e c h d i l o n pmE k y g F z DBAC q 1 2 0 vw s u 3 5 7 9 6 4 j 8
s q w f a e b h c g j k p A o n i l F z y E d CDB 1 r 0 2 x u v t 6 4m8 3 5 7 9
q v t b e a f d g c k j mp n o l D h BAC y E F z 2 0 s 1 r x uw 9 7 5 3 8 i 4 6
r u s e b f a g d h l i z omp k j ACDBF c y E 0 2 1 t w q x v 8 n 4 6 9 7 5 3
w t v c h d g a f bmp k j y i n o z F E e CABD s q x r u 2 0 1 l 8 6 4 7 9 3 5
x s u h c g d f a e n C l i k j mp E y z F BD b A r t q w 2 v 1 0 7 9 3 5 o 8 6 4
v x r d g c h b e a o n i l j B pmCA f D z F E y u s t q 0 1 w 2 4 6 8 k 5 3 9 7
uw q g d h c e b f Fm j k i l o n BDCAE y z a t v r s 1 0 2 x 5 3 9 7 4 6 8 p
B z F i p n k j omq r s t l v w x a f b u c h d g 3 6 9 8 e 7 4 5 y 1 2 0DEAC
A y E o j l mp i k r q n s v u xw f a e b h t g d 5 4 7 c 8 9 6 3 1 z 0 2 F CDB
yDB p i k n o j l s t qmwx u v b e a f r g c h 7 d 5 4 6 3 8 9 2 0A 1 z F CE
z CA j om l i p n t s r q x k v u e b w a g d h c 9 8 3 6 4 5 f 7 0 2 1 BE y FD
EBDn k i pm l j u o w x q r s t c h d g a f v e 6 3 8 9 7 b 5 4 A y F z C 2 0 1
FAC l mo j k n p v u xw r q t i s c g d f a e b 4 5 h 7 9 8 3 6 z B y E 2 D 1 0
DF z k n p i l m ow x u v s t j r d q c h b e a f g 7 4 5 3 6 9 8 CAB y 0 1 E 2
CE ym l j o n k i p w v u t s r q g d h c e b f x 8 9 6 3 5 4 7 a BD z A 1 0 2 F.
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