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Аннотация

В. А. Артамоновым были обнаружены две новые серии алгебр Хопфа. Эта статья
даёт отрицательный ответ на вопрос Н. Андрушкиевича о простоте этих серий.

Abstract

E. G. Puninskiy, On the simplicity of some semisimple Hopf algebras, Fundamental-
naya i prikladnaya matematika, vol. 14 (2008), no. 5, pp. 191—195.

Two new series of Hopf algebras were discovered by V. A. Artamonov. The following
paper gives a negative answer to N. Andruskiewitsch’s question about simplicity of these
series.

1. Введение

В этой работе мы рассматриваем алгебру Хопфа H и её дуальную алгебру
Хопфа H∗, описанные в [3].
Существует присоединённое действие H на себе:

(ad x)h =
∑

x(1)hS
(
x(2)

)
.

Соответственно, существует и присоединённое действие H∗ на себе:

(ad x)h =
∑

x(1) ∗ h ∗ S
(
x(2)

)
.

Определение. Алгебра Хопфа называется простой, если она не содержит
собственных подалгебр, инвариантных относительно действия ad.
Мы докажем, что ни алгебра H, ни алгебра H∗ простой не является.

2. Дуальная алгебра H∗

Пусть H∗—дуальная алгебра, описанная в [3]. Известно, что у неё имеется
прямое разложение

H∗ = kG ⊕ Mat(n, k), n—нечётное простое число или 2.
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Пространство Mat(n, k) снабжено билинейной формой

〈A,B〉 = tr
(
A · S(B)

)
= tr(A · U tB U−1).

Пусть множество G = G(H∗) порождено двумя элементами a и b порядка n.
Как показано в [3], существуют обратимые матрицы Ag и U , такие что

g ⇀ X = AgXAg−1 , X ↼ g = U tAg U−1XU tAg−1 U−1,

g = aνbη, где ν, η = 0, . . . , n − 1,

g ∗ h = gh, g ∗ X = g ⇀ X, X ∗ g = X ↼ g,

X ∗ Y =
1
n

∑
g∈G

〈Y ↼ g−1,X〉g,

∆∗(g) = g ⊗ g, ∆∗(Eij) =
n∑

l=1

Eil ⊗ Elj

для всех g ∈ G, X,Y ∈ Mat(n, k), где или U = E, или

U = S =




T 0 . . . 0
0 T . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . T


 , T =

(
0 −1
1 0

)
.

Мы будем рассматривать случай, когда n нечётное простое, и следовательно,
как показано в [3], U = E.

Вычисления показывают, что в этом случае алгебра Хопфа H∗ не является
простой. Нам понадобятся некоторые формулы (см. [3]). Пусть

Aa =




0 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
0 1 0




и

Ab = ζ




1 0
ω

. . .
0 ωn−1


 , где ζ, ω—корни из единицы степени n.
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Тогда для Ag и Ag−1 имеем следующие формулы:

Ag = Aν
aAη

b = ζη




0 . . . 0 ωη(n−ν) 0 . . . 0
...

... 0 ωη(n−ν+1)
...

...
...

. . .
. . . 0

0 0 0 0 ωη(n−1)

1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0

0
. . .

0 ωη(n−ν−1) 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0




,

Ag−1 = Aη
b−1A

ν
a−1 = ζ−η




0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

... 0 ω−η
...

...
...

. . .
. . . 0

0 0 0 0 ωη(ν−n+1)

ωη(ν−n) 0 0 . . . . . . . . . 0

0
. . .

0 ωη(1−n) 0 . . . . . . . . . 0




.

Теорема 2.1. H∗ не является простой, если n нечётное простое.

Доказательство. Покажем, что kG не инвариантна относительно дей-
ствия ad.
Нетрудно заметить, что kG инвариантна относительно действия ad kG. Те-

перь посмотрим, как элемент Eij ∈ Mat(n, k) действует на g ∈ G. Имеем

(ad Eij)g =
n∑

l=1

Eil ∗ g ∗ S(Elj) =
n∑

l=1

Eil ∗ AgEjlAg−1 =

=
1
n

n∑
l=1

∑
g∈G

〈tAg−1 AgEjlAg−1
tAg, Eil〉g =

=
1
n

n∑
l=1

∑
g∈G

〈E2ν+j, 2ν+l, Eil〉g =
1
n

n∑
l=1

∑
g∈G

tr(E2ν+j, 2ν+lEli)g =

=




1
n

∑
g∈G

g, если 2ν + l ≡ l и 2ν + j ≡ i,

0 иначе
=

=




1
n

n−1∑
η=0

bη, если ν = 0 и i = j,

0 иначе.

Последнее равенство следует из того, что n нечётное и ν = 0, . . . , n−1. Послед-
ний элемент принадлежит kG.



194 Е. Г. Пунинский

Тот же результат можно получить, вообще не прибегая к вычислениям.
В [2, § 3] показано, что алгебра Хопфа H∗ является Z2-градуированной ал-
геброй:

H∗ = H∗
0 ⊕ H∗

1 , H∗
0 = kG, H∗

1 = Mat(n, k).

Теорема 2.2. H∗ не является простой.

Доказательство. Имеем

∆∗(Mat(n, k)
) ⊆ Mat(n, k) ⊗ Mat(n, k),

∆∗(kG) ⊆ kG ⊗ kG.

Следовательно, для X ∈ Mat(n, k) и g, h ∈ G верно, что

(ad X)g ⊆ Mat(n, k) ∗ kG ∗ Mat(n, k) ⊆ Mat(n, k) ∗ Mat(n, k) ⊆ kG,

(ad g)h ⊆ kG ∗ kG ∗ kG ⊆ kG.

Отсюда следует, что kG инвариантна.

3. Алгебра H

Пусть H —алгебра Хопфа из [3]. Имеется её прямое разложение

H =
⊕
g∈G

keg ⊕ Mat(n, k)E.

Как показано в [3], коумножение ∆ имеет вид

∆(x) =
∑
g∈G

[(g ⇀ x)⊗eg +eg ⊗(x ↼ g)]+∆′(x), ∆(et) =
∑

g,h∈G, gh=t

eg ⊗et +∆t

для всех x ∈ Mat(n, k) и для всех t ∈ G. Здесь

∆′(x),∆t ∈ Mat(n, k) ⊗ Mat(n, k).

Значит, можно написать

∆′(x) =
∑′

x(1) ⊗ S
(
x(2)

)
, ∆t =

∑
t
x(1) ⊗ S

(
x(2)

)
.

В [1] показано, что |G| = n2 тогда и только тогда, когда ∆′(x) = 0.

Теорема 3.1. H не является простой.

Доказательство. Для всех x, y ∈ Mat(n, k) и t ∈ G имеем

(ad x)y =
∑
g∈G

[(g ⇀ x)yS(eg) + egyS(x ↼ g)] +
∑′

x(1)yS
(
x(2)

)
.

Первое слагаемое исчезает (это следует из прямого разложения H), а второе
слагаемое принадлежит Mat(n, k). Значит,

(ad x)y ⊆ Mat(n, k).
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Аналогично для y ∈ Mat(n, k) и t ∈ G имеем

(ad et)y =
∑

g,h∈G, gh=t

egyeh +
∑

t
x(1)yS

(
x(2)

)
.

Опять первое слагаемое исчезает, а второе принадлежит Mat(n, k). Тогда

(ad et)y ⊆ Mat(n, k).

Следовательно, Mat(n, k) инвариантна относительно действия ad.
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