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Аннотация

Приведены условия замкнутости («нормальности») конгруэнций левого (правого)
группоида с делением, левого (правого) группоида с сокращением. Найдены условия
простоты этих группоидов.

Abstract

V. A. Shcherbacov, A. Kh. Tabarov, D. I. Puşcaşu, On congruences of groupoids
closely connected with quasigroups, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika,
vol. 14 (2008), no. 5, pp. 237—251.

Conditions when a congruence of a left (right) division groupoid and a left (right)
cancellation groupoid is closed (“normal”) are given. Conditions for the simplicity of the
above-mentioned groupoids are obtained.

1. Введение

Первые определения левой и правой бинарной квазигруппы были даны Руфи
Муфанг на языке существования решений некоторых уравнений [27] (см. также
[10, 17]). Эти экзистенциальные определения (см. определение 7) используются
и в настоящее время.

После публикации статьи [13] в алгебре достаточно естественно появились
понятия левого и правого группоида с сокращением и делением. Позже Т. Ивэнс
дал эквациональное определение квазигруппы [1,19,20,33] (см. определение 10).
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В данной работе приведены условия замкнутости («нормальности») конгру-
энций левого (правого) группоида с делением, левого (правого) группоида с со-
кращением. Найдены условия простоты этих группоидов.

В [32] даны некоторые новые определения квазигруппы и группоидов, тесно
связанных с квазигруппами. Другие условия, при выполнении которых группоид
является квазигруппой, даны в [8, 15,25,28].

Для удобства читателей мы начинаем с определений, которые можно найти
в [1,4,29,33].

Бинарная операция— определённое на непустом множестве Q отображение
A : Q2 → Q, такое что D(A) = Q2, т. е. это отображение определено для любого
элемента множества Q×Q. Часто используются более традиционные обозначе-
ния бинарной операции; например, выражение A(x, y) = z может быть записано
в форме x · y = z.
Определение 1. Бинарный группоид— это пара (Q,A), где Q—множество,

A—бинарная операция, определённая на Q.
Как обычно, произведение отображений— это их последовательное выпол-

нение. Мы будем использовать такой порядок умножения отображений: если
µ, ν —некоторые отображения, то (µν)(x) = µ

(
ν(x)

)
.

Пусть (Q, ·)— группоид. Отображение La : Q → Q, Lax = a · x для всех
x ∈ Q, является левой трансляцией группоида (Q, ·) относительно фиксирован-
ного элемента a ∈ Q. Отображение Ra : Q → Q, Rax = x · a, является правой
трансляцией.

Дадим следующие определения (см. [1,4,23,24,29]).
Определение 2. Группоид (G, ·) называют группоидом с левым сокращением,

если выполнена импликация a · x = a · y =⇒ x = y для всех a, x, y ∈ G, т. е.
трансляция La —инъективное отображение для любого a ∈ G.
Пример 1. Пусть x ◦ y = 0 · x + 3 · y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)— группоид с левым сокращением.
Определение 3. Группоид (G, ·) называют группоидом с правым сокращени-

ем, если выполнена импликация x · a = y · a =⇒ x = y для всех a, x, y ∈ G, т. е.
трансляция Ra —инъективное отображение для любого a ∈ G.
Пример 2. Пусть x ◦ y = 2 · x + 0 · y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)— группоид с правым сокращением.
Определение 4. Группоид (G, ·) называют группоидом с сокращением, если

это группоид с левым и правым сокращением.
Пример 3. Пусть x ◦ y = 2 · x + 3 · y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)— группоид с сокращением.
Определение 5. Группоид (G, ·) называется левым (правым) группоидом

с делением, если отображение Lx (Rx) сюръективно для каждого x ∈ G.
Пример 4. Пусть x ◦ y = 0 · x + [y/3] для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел, [3n] = n, [(3n + 1)] = n, [(3n + 2)] = n. Можно проверить, что
(Z, ◦)— группоид с левым делением.
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Пример 5. Пусть x ◦ y = [x/2] + 0 · y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо
целых чисел, [2n] = n, [(2n + 1)] = n. Можно проверить, что (Z, ◦)— группоид
с правым делением.
Определение 6. Группоид (G, ·) называется группоидом с делением, если он

одновременно левый и правый группоид с делением.
Пример 6. Пусть x◦y = [x/2]+[y/3] для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)— группоид с делением.
Пример 7. Пусть x ◦ y = x2 + y3 для всех x, y ∈ C, где (C,+, ·)—поле

комплексных чисел. Можно проверить, что (C, ◦)— группоид с делением.
Определение 7. Группоид (Q, ◦) называют правой квазигруппой (левой ква-

зигруппой), если для любых фиксированных элементов a, b ∈ Q существует
единственное решение x ∈ Q уравнения x ◦ a = b (соответственно a ◦ x = b).

В этом случай любая правая (соответственно левая) трансляция группоида
(Q, ◦) является биективным отображением множества Q в себя.
Пример 8. Пусть x ◦ y = 0 · x − y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо

целых чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)—левая квазигруппа.
Определение 8. Квазигруппу, являющуюся одновременно левой и правой,

называют квазигруппой.
Пример 9. Пусть x◦y = x−y для всех x, y ∈ Z, где (Z,+, ·)—кольцо целых

чисел. Можно проверить, что (Z, ◦)—квазигруппа.
Замечание 1. Группоиды из примеров 1, 2, 3, 4, 5, 8 и 9 медиальны, т. е.

в этих группоидах выполняется тождество медиальности (x ◦ y) ◦ (u ◦ v) =
= (x ◦ u) ◦ (y ◦ v) и, в частности, выполняется тождество (x ◦ x) ◦ (u ◦ v) =
= (x ◦ u) ◦ (x ◦ v).
Определение 9 [3, 27]. Бинарный группоид (Q,A) с такой бинарной опе-

рацией A, что в равенстве A(x1, x2) = x3 любые два элемента из множества
{x1, x2, x3} однозначно определяют третий элемент, называют бинарной квази-
группой.

Из определения 9 следует, что с любой квазигруппой (Q,A) можно связать
ещё (3! − 1) = 5 квазигрупп, называемых парастрофами квазигруппы (Q,A):

A(x1, x2) = x3 ⇐⇒ A(12)(x2, x1) = x3 ⇐⇒ A(13)(x3, x2) = x1 ⇐⇒
⇐⇒ A(23)(x1, x3) = x2 ⇐⇒ A(123)(x2, x3) = x1 ⇐⇒ A(132)(x3, x1) = x2.

Обозначим:
операцию (12)-парастрофа квазигруппы (Q, ·) через ∗;
операцию (13)-парастрофа квазигруппы (Q, ·) через /;
операцию (23)-парастрофа квазигруппы (Q, ·) через \;
операцию (123)-парастрофа квазигруппы (Q, ·) через //;
операцию (132)-парастрофа квазигруппы (Q, ·) через \\.

Мы определили левые и правые трансляции группоида и, следовательно,
квазигруппы. Но для квазигрупп можно определить и третий вид трансляций, а
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именно средние трансляции. Отображение Pa : Q → Q, x ·Px = a для всех x ∈ Q
называется средней трансляцией квазигруппы (Q, ·) относительно элемента a
[2,32].

В таблице 1 приведены соотношения между различными видами трансляций
в различных парастрофах квазигруппы (Q, ·) [11, 18]. Фактически эта таблица
в неявном виде есть в [2].

Таблица 1

ε (12) (13) (23) (123) (132)

R R L R−1 P P−1 L−1

L L R P−1 L−1 R−1 P

P P P−1 L−1 R L R−1

R−1 R−1 L−1 R P−1 P L

L−1 L−1 R−1 P L R P−1

P−1 P−1 P L R−1 L−1 R

В данной статье под алгеброй (алгебраической структурой) будем понимать
множество A с некоторым набором операций, определённых на A.

Т. Ивэнс [20] определил бинарную квазигруппу как алгебру с тремя бинар-
ными операциями и тождествами

x · (x \ y) = y, (1)

(y / x) · x = y, (2)

x \ (x · y) = y, (3)

(y · x) / x = y. (4)

Определение 10 [1,4,5,15,20,29]. Алгебра (Q, ·, \, /) с тождествами (1)—(4)
называется квазигруппой.

В [5] алгебры (Q, ·, \, /) с тождествами (1)—(4) названы e-квазигруппами
(эквациональными квазигруппами). А. И. Мальцев [8, 9] назвал такие квази-
группы примитивными квазигруппами.

Эквивалентность определений 8 и 10— хорошо известный факт [1,5,9, 15].
Используя таблицу 1 легко проверить, что если (Q, ·)—квазигруппа, то в ал-

гебре (Q, ·, //) выполнены тождества

(x // y) · x = y, (5)

x // (y · x) = y; (6)

если (Q, ·)—квазигруппа, то в алгебре (Q, ·, \\) выполнены тождества

x · (y \\ x) = y, (7)

(x · y) \\ x = y. (8)
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Действительно, переписав тождества (1)—(8) на языке трансляций, мы по-
лучим

x · (x \ y) = y ⇐⇒ L·
xL\

xy = y, (9)

(y / x) · x = y ⇐⇒ R·
xR/

xy = y, (10)

x \ (x · y) = y ⇐⇒ L\
xL·

xy = y, (11)

(y · x) / x = y ⇐⇒ R/
xR·

xy = y, (12)

(x // y) · x = y ⇐⇒ R·
xL//

x y = y, (13)

x // (y · x) = y ⇐⇒ L//
x R·

xy = y, (14)

x · (y \\ x) = y ⇐⇒ L·
xR\\

x y = y, (15)

(x · y) \\ x = y ⇐⇒ R\\
x L·

xy = y. (16)

Теорема 1 [32].

1. Группоид (Q, ·) является левым группоидом с делением, если и только если
существует такой левый группоид с сокращением (Q, \), что в алгебре
(Q, ·, \) выполнено тождество (1).

2. Группоид (Q, ·) является правым группоидом с делением, если и только ес-
ли существует такой правый группоид с сокращением (Q, /), что в алгебре
(Q, ·, /) выполнено тождество (2).

3. Группоид (Q, ·) является левым группоидом с сокращением, если и только
если существует такой левый группоида с делением (Q, \), что в алгебре
(Q, ·, \) выполнено тождество (3).

4. Группоид (Q, ·) является правым группоидом с сокращением, если и только
если существует такой правый группоид с делением (Q, /), что в алгебре
(Q, ·, /) выполнено тождество (4).

5. Группоид (Q, ·) является левой квазигруппой, если и только если суще-
ствует такой группоид (Q, \), что в алгебре (Q, ·, \) выполнены тождества
(1) и (3).

6. Группоид (Q, ·) является правой квазигруппой, если и только если суще-
ствует такой группоид (Q, /), что в алгебре (Q, ·, /) выполнены тождества
(2) и (4).

7. Группоид (Q, ·) является группоидом с делением, если и только если су-
ществуют такой правый группоида с сокращением (Q, /) и такой левый
группоид с сокращением (Q, \), что в алгебре (Q, ·, /, \) выполнены тож-
дества (1) и (2).

8. Группоид (Q, ·) является группоидом с сокращением, если и только если
существуют такой правый группоид с делением (Q, /) и такой левый груп-
поид с делением (Q, \), что в алгебре (Q, ·, /, \) выполнены тождества (3)
и (4).
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9. Группоид (Q, ·) является правым группоидом с делением, если и только ес-
ли существует такой левый группоид с сокращением (Q, //), что в алгебре
(Q, ·, //) выполнено тождество (5).

10. Группоид (Q, ·) является правым группоидом с сокращением, если и только
если существует такой левый группоид с делением (Q, //), что в алгебре
(Q, ·, //) выполнено тождество (6).

11. Группоид (Q, ·) является левым группоидом с сокращением, если и только
если существует такой левый группоид с делением (Q, \\), что в алгебре
(Q, ·, \\) выполнено тождество (7).

12. Группоид (Q, ·) является левым группоидом с делением, если и только если
существует такой правый группоид с сокращением (Q, \\), что в алгебре
(Q, ·, \\) выполнено тождество (8).

13. Группоид (Q, ·) является правой квазигруппой, если и только если суще-
ствует такой группоид (Q, //), что в алгебре (Q, ·, //) выполнены тожде-
ства (5) и (6).

14. Группоид (Q, ·) является левой квазигруппой, если и только если суще-
ствует такой группоид (Q, \\), что в алгебре (Q, ·, \\) выполнены тожде-
ства (7) и (8).

15. Группоид (Q, ·) является группоидом с делением, если и только если су-
ществуют такой левый группоид с сокращением (Q, //) и такой правый
группоид с сокращением (Q, \\), что в алгебре (Q, ·, //, \\) выполнены
тождества (5) и (8).

16. Группоид (Q, ·) является группоидом с сокращением, если и только если
существуют такой правый группоид с делением (Q, //) и такой левый груп-
поид с делением (Q, \\), что в алгебре (Q, ·, //, \\) выполнены тождества
(6) и (7).

Некоторые случаи теоремы 1, например 5—7, хорошо известны (случай 5—
см. [30], случай 7— см. [6]).

2. Конгруэнции некоторых классов группоидов

Известно, что гомоморфным образом квазигруппы (Q, ·) является группо-
ид c делением [13]. Поэтому в квазигруппе (Q, ·) была определена «обычная»
с точки зрения универсальной алгебры [15] конгруэнция и так называемая нор-
мальная конгруэнция. Нормальная конгруэнция квазигруппы (Q, ·) является
«обычной» конгруэнцией квазигруппы (Q, ·, /, \) [1, 4].

Одним из самых важных свойств e-квазигруппы (Q, ·, \, /) (примитивной ква-
зигруппы) является следующее: любая конгруэнция e-квазигруппы (Q, ·, \, /)—
нормальная конгруэнция квазигруппы (Q, ·); любая нормальная конгруэнция
квазигруппы (Q, ·)—конгруэнция примитивной квазигруппы (Q, ·, \, /) [1,4,5,9].

Аналогично случаю квазигрупп мы изучаем связи между конгруэнциями
некоторых группоидов, которые определены экзистенциально и эквационально.
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Обратим внимание на следующую проблему Брака—Белоусова: какие лу-
пы G обладают свойством, что при любом мультипликативном гомоморфизме
их гомоморфный образ является лупой [14, с. 92]? Каковы квазигруппы или лу-
пы, в которых все конгруэнции являются нормальными [1, проблема 20, с. 221]?

Определение 11 [15]. Предположим, что (Q, ◦) и (G, ∗)—два бинарных
группоида. Отображение h : Q → G называется гомоморфным отображением
из (Q, ◦) в (G, ∗), если h(a1 ◦ a2) = ha1 ∗ ha2 для каждого a1, a2 из Q.

Если, кроме того, отображение h— сюръекция, то тогда (G, ∗) является го-
моморфным образом (Q, ◦).
Определение 12 [16]. Эквивалентность θ является конгруэнцией группоида

(Q, ◦), если следующие импликации верны для всех x, y, z ∈ Q:

x θ y =⇒ (z ◦ x) θ (z ◦ y), x θ y =⇒ (x ◦ z) θ (y ◦ z).

По аналогии эквивалентность θ—конгруэнция алгебры (Q, ◦, /), где ◦, /—
бинарные операции, если θ допустима относительно любой левой и правой
трансляции любой операции из сигнатуры этой алгебры, т. е. следующие им-
пликации верны для всех x, y, z ∈ Q [5, 16]:

x θ y =⇒ (z ◦ x) θ (z ◦ y), x θ y =⇒ (x ◦ z) θ (y ◦ z),
x θ y =⇒ (z/x) θ (z/y), x θ y =⇒ (x/z) θ (y/z).

Определение 13 [1, 4]. Конгруэнция θ квазигруппы (Q, ◦) называется нор-
мальной, если для всех x, y, z ∈ Q верны импликации

(z ◦ x) θ (z ◦ y) =⇒ x θ y, (x ◦ z) θ (y ◦ z) =⇒ x θ y.

Определения различных бинарных отношений в некоторых классах груп-
поидов можно найти в [23, 24]. Например, на группоиды обобщено понятие
нормальной конгруэнции квазигруппы: конгруэнция θ—нормальная конгруэн-
ция группоида (Q, ◦), если для всех x, y, z ∈ Q верны импликации

(z ◦ x) θ (z ◦ y) =⇒ x θ y, (x ◦ z) θ (y ◦ z) =⇒ x θ y.

Понятия конгруэнции, фактор-алгебры и гомоморфизма тесно связаны (см.
подробнее [15,16]). Напомним, что любой гомоморфизм h группоида (Q, ·) опре-
деляет конгруэнцию θ по следующему правилу: a θ b ⇐⇒ h(a) = h(b) для всех
a, b ∈ Q. Конгруэнцию θ называют ядром гомоморфизма h и обозначают ker(h).

Теорема 2 [1, 9, 15]. Пусть h : A → B — гомоморфизм алгебры A на всю
алгебру B. Тогда существует изоморфизм β из A/ ker(h) в B, определённый по
правилу h = β ◦ ν, где ν — естественный гомоморфизм из A в A/ ker(h).

Пусть h— гомоморфизм квазигруппы (Q, ·) на группоид (H, ◦). Если (H, ◦)—
квазигруппа, то ker(h)—нормальная конгруэнция [1,29].

С другой стороны, если θ—нормальная конгруэнция квазигруппы (Q, ·), то θ
определяет гомоморфизм h квазигруппы (Q, ·) на некоторую квазигруппу (Q′, ◦)
в соответствии с правилом θ(x)◦θ(y) = θ(x·y), где θ(x), θ(y), θ(x·y) ∈ Q/θ [1,29].



244 В. А. Щербаков, А. Х. Табаров, Д. И. Пушкашу

Определение 14. Пусть h— гомоморфизм некоторого группоида (Q, ·) со
свойством T , θ = ker(h). Мы будем называть θ и h T -замкнутыми (часто
просто «замкнутыми»), если h(Q, ·) обладает свойством T .

Например, мы назовём конгруэнцию θ = ker(h) левого группоида с сокраще-
нием (Q, ·) замкнутой относительно сокращения слева, если h(Q, ·)—левый
группоид с сокращением.

Приведём условия замкнутости конгруэнций в классах группоидов, которые
связаны с квазигруппами. Иными словами, приведём условия, когда конгру-
энция левого (правого) группоида с делением (с сокращением) (Q, ·) является
«нормальной».

Следствие 1.
1. Конгруэнция θ левого группоида с делением (Q, ·) замкнута, если и только
если θ—конгруэнция соответствующей алгебры (Q, ·, \) с тождеством (1).

Доказательство. Случай 1. Легко видеть, если θ—конгруэнция алгебры
(Q, ·, \), то θ—конгруэнция левого группоида с делением (Q, ·).

Докажем, что если θ—конгруэнция алгебры (Q, ·, \), то θ— замкнутая кон-
груэнция в (Q, ·). Пусть h— гомоморфизм, который соответствует конгруэн-
ции θ. Алгебра (Q, ·, \) лежит в многообразии алгебр V, которое состоит из
алгебр с такими двумя бинарными операциями в сигнатуре (·, \), что эти ал-
гебры удовлетворяют тождеству (1). Так как V является многообразием [5], то
h(Q, ·, \) ∈ V. По теореме 1 h(Q, ·) является левым группоидом с делением.
Таким образом, θ— замкнутая конгруэнция в (Q, ·).

Обратно. Предположим, что θ— замкнутая конгруэнция группоида (Q, ·). То-
гда любой соответствующий конгруэнции θ гомоморфизм h обладает свойством,
что h(Q,�)—левый группоид с делением. Определим операцию � на множе-

стве hQ следующим способом: h(x) � h(y)
опр.
= h(x\y) для всех x, y ∈ Q. Тогда

мы имеем следующие равенства:

h(y) = h
(
x · (x \ y)

)
= h(x) � h(x \ y) = h(x) � (

h(x) � h(y)
)
.

Поэтому в алгебре (hQ,�,�) верно тождество (1). Таким образом, h— гомо-
морфное отображение алгебры (Q, ·, \) на всю алгебру (hQ,�,�). Следователь-
но, гомоморфизм h определяет конгруэнцию θ на алгебре (Q, ·, \), т. е. θ—
конгруэнция алгебры (Q, ·, \).

Случаи 2—16 формулируются и доказываются аналогично.

3. Простые группоиды

Пусть (Q, ·)— группоид, T(Q, ·) = {La, Rb | a, b ∈ Q}. Полугруппу, порождён-
ную произведениями всех левых и правых трансляций группоида (Q, ·), будем
называть полугруппой умножений группоида (Q, ·) или мультипликативной
полугруппой группоида (Q, ·). Обозначим эту полугруппу через Π(Q, ·).

Элементы полугруппы Π— слова вида Tα1
1 Tα2

2 . . . Tαn
n , где Ti ∈ T, αi ∈ N.
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Определение 15. Группу, порождённую всеми левыми и правыми трансля-
циями квазигруппы (Q, ·), будем обозначать M(Q, ·) или M для краткости.

Элементы группы M — слова вида Tα1
1 Tα2

2 . . . Tαn
n , где Ti ∈ T, αi ∈ Z [1].

Определение 16 [1,31]. Если θ—бинарное отношение на множестве Q, α—
отображение множества Q и из условия x θ y следует αx θ αy для всех (x, y) ∈ θ,
то мы будем говорить, что отображение α допустимо относительно бинарного
отношения θ.

Более того, мы будем говорить, что отображение θ допустимо относитель-
но отображения α. Используя эту терминологию, можно сказать, что любая
конгруэнция квазигруппы (Q, ·) допустима относительно любого элемента по-
лугруппы Π(Q, ·), любая нормальная конгруэнция квазигруппы (Q, ·) допустима
относительно любого элемента группы M(Q, ·).
Определение 17. Группоид (Q, ·) назовём строго простым, если его един-

ственными конгруэнциями являются диагональная Q̂ = {(x, x) | x ∈ Q} и уни-
версальная Q × Q.
Определение 18. Группоид (Q, ·) назовём простым, если его единствен-

ными замкнутыми (нормальными) конгруэнциями являются диагональная
Q̂ = {(x, x) | x ∈ Q} и универсальная Q × Q.

Приведём следствие теоремы 1.

Следствие 2.
1. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с левым делением

(Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π1(Q, ·, \) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x | x ∈ Q〉,
где L·

xL
\
x = ε для всех x ∈ Q.

2. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с правым делени-
ем (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π2(Q, ·, /) = 〈L·
x, R·

x, L/
x, R/

x | x ∈ Q〉,
где R·

xR
/
x = ε для всех x ∈ Q.

3. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с левым сокраще-
нием (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π3(Q, ·, \) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x | x ∈ Q〉,
где L

\
xL·

x = ε для всеx x ∈ Q.
4. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с правым сокра-

щением (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого эле-
мента полугруппы

Π4(Q, ·, /) = 〈L·
x, R·

x, L/
x, R/

x | x ∈ Q〉,
где R

/
xR·

x = ε для всех x ∈ Q.
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5. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция левой квазигруппы (Q, ·), ес-
ли и только если θ допустима относительно любого элемента полугруппы

Π5(Q, ·, \) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x | x ∈ Q〉,
где L

\
x = (L·

x)−1 для всех x ∈ Q.
6. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция правой квазигруппы (Q, ·),

если и только если θ допустима относительно любого элемента полугруп-
пы

Π6(Q, ·, /) = 〈L·
x, R·

x, L/
x, R/

x | x ∈ Q〉,
где R

/
x = (R·

x)−1 для всех x ∈ Q.
7. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с делением (Q, ·),
если и только если θ допустима относительно любого элемента полугруп-
пы

Π7(Q, ·, \) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x, L/
x, R/

x | x ∈ Q〉,
где L·

xL
\
x = ε и R·

xR
/
x = ε для всех x ∈ Q.

8. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с сокращением
(Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π8(Q, ·, \) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x, L/
x, R/

x | x ∈ Q〉,
где L

\
xL·

x = ε и R
/
xR·

x = ε для всех x ∈ Q.
9. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с правым делени-

ем (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π9(Q, ·, //) = 〈L·
x, R·

x, L//
x , R//

x | x ∈ Q〉,
где R·

xL
//
x = ε для всех x ∈ Q.

10. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с правым сокра-
щением (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого эле-
мента полугруппы

Π10(Q, ·, //) = 〈L·
x, R·

x, L//
x , R//

x | x ∈ Q〉,
где L

//
x R·

x = ε для всех x ∈ Q.
11. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с левым сокраще-

нием (Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π11(Q, ·, \\) = 〈L·
x, R·

x, L\\
x , R\\

x | x ∈ Q〉,
где R

\\
x L·

x = ε для всех x ∈ Q.
12. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с левым делением

(Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
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полугруппы
Π12(Q, ·, \\) = 〈L·

x, R·
x, L\\

x , R\\
x | x ∈ Q〉,

где L·
xR

\\
x = ε для всеx x ∈ Q.

13. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция правой квазигруппы (Q, ·),
если и только если θ допустима относительно любого элемента полугруп-
пы

Π13(Q, ·, //) = 〈L·
x, R·

x, L//
x , R//

x | x ∈ Q〉,
где L

//
x = (R·

x)−1 для всех x ∈ Q.
14. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция левой квазигруппы (Q, ·), ес-

ли и только если θ допустима относительно любого элемента полугруппы

Π14(Q, ·, \\) = 〈L·
x, R·

x, L\\
x , R\\

x | x ∈ Q〉,
где R

\\
x = (L·

x)−1 для всех x ∈ Q.
15. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с делением (Q, ·),

если и только если θ допустима относительно любого элемента полугруп-
пы

Π15(Q, ·, //, \\) = 〈L·
x, R·

x, L\\
x , R\\

x , L//
x , R//

x | x ∈ Q〉,
где R·

xL
//
x = ε и L·

xR
\\
x = ε для всех x ∈ Q.

16. Эквивалентность θ— замкнутая конгруэнция группоида с сокращением
(Q, ·), если и только если θ допустима относительно любого элемента
полугруппы

Π16(Q, ·, //, \\) = 〈L·
x, R·

x, L\\
x , R\\

x , L//
x , R//

x | x ∈ Q〉,
где L

//
x R·

x = ε и R
\\
x L·

x = ε для всех x ∈ Q.
17. Эквивалентность θ—нормальная конгруэнция квазигруппы (Q, ·), если и

только если θ допустима относительно любого элемента группы M(Q, ·).

Доказательство. Случай 1. Если эквивалентность θ допустима относитель-
но любого элемента полугруппы Π1(Q, ·, \), то она допустима относительно лю-
бого элемента множества

T(Q, ·, \) =
{
L(·)

x , R(·)
x , L(\)

x , R(\)
x | x ∈ Q

}
.

Тогда по теореме 1 эта эквивалентность— замкнутая конгруэнция группоида
(Q, ·).

Если θ— замкнутая конгруэнция группоида (Q, ·), то по теореме 1 эта кон-
груэнция допустима относительно любого элемента множества T(Q, ·, \) и отно-
сительно любой конечной композиции элементов из этого множества, поэтому
θ допустима относительно любого элемента полугруппы Π1(Q, ·, \).

Случаи 2—16 доказываются аналогично.
Случай 17. Доказательство можно найти в [1, 2, 4]. Если θ—нормальная

конгруэнция квазигруппы (Q, ·), то, учитывая случаи 5, 6, мы имеем, что θ
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допустима относительно любого элемента полугруппы

Π17(Q, ·, \, /) = 〈L·
x, R·

x, (L·
x)−1, R\

x, L/
x, (R·

x)−1 | x ∈ Q〉.
Легко убедиться, что M ⊆ Π17.

Из определения 13 следует, что если эквивалентность θ множества Q допу-
стима относительно любого элемента группы M(Q, ·), то θ—нормальная кон-
груэнция квазигруппы (Q, ·).
Замечание 2. Случай 17 следствия 2 показывает, что, вообще говоря, усло-

вия этого следствия можно ослабить. Конгруэнции группоидов с делением изу-
чались в [6].

Следствие 3.

1. Если в группоиде с левым делением (Q, ·) выполняется условие
T(Q, ·, \) ⊆ Π(Q, ·), то в группоиде (Q, ·) все конгруэнции замкнуты.

Доказательство. Доказательство следует из следствия 2.

Случаи 2—17 формулируются и доказываются аналогично.

Лемма 1. Эквивалентность θ является конгруэнцией группоида (Q, ·), если
и только если

ωθ(x) ⊆ θ(ωx) (17)

для всех ω ∈ T(Q, ·) = {La, Rb | a, b ∈ Q}, x ∈ Q.

Доказательство. Пусть θ—отношение эквивалентности и для всех ω ∈ T

выполнено ωθ(x) ⊆ θ(ωx). Докажем, что из a θ b для всех c ∈ Q следует ca θ cb
и ac θ bc.

По определению эквивалентности θ имеем, что a θ b эквивалентно a ∈ θ(b).
Тогда ca ∈ cθ(b) ⊆ θ(cb), ca θ cb. Аналогично из a θ b следует ac θ bc.

Докажем обратное утверждение. Пусть θ—конгруэнция. Докажем что
cθ(a) ⊆ θ(ca) для всех c, a ∈ Q. Пусть x ∈ cθ(a). Тогда x = cy, где y ∈ θ(a),
т. е. y θ a. Тогда, так как θ—конгруэнция, мы получаем cy θ ca. Следовательно,
x = cy ∈ θ(ca). Таким образом, Lcθ ⊆ θ(ca).

Аналогично доказывается, что Rcθ(a) ⊆ θ(ac).

Замечание 3. Для квазигрупп лемма 1 доказана в [31] (см. также [34]).

Следствие 4. Эквивалентность θ является конгруэнцией группоида (Q, ·),
если и только если ωθ(x) ⊆ θ(ωx) для всех x ∈ Q, ω ∈ Π(Q, ·).
Доказательство. Доказательство следует из леммы 1 и факта, что полу-

группа Π порождается множеством T.

Следствие 5. Группоид (Q, ·) строго прост, если и только если только экви-
валентности Q̂ = {(x, x) | x ∈ Q} и Q × Q удовлетворяют условию (17).

Простота группоидов используется, например, в [26].
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Следствие 6.

1. Конгруэнция θ левого группоида с делением (Q, ·) замкнута (нормальна),
если и только если θ обладает свойством ωθ(x) ⊆ θ(ωx) для всех

ω ∈ Π1(Q, ·) = 〈L·
x, R·

x, L\
x, R\

x | x ∈ Q〉,

где L·
xL

\
x = ε.

Доказательство. Доказательство следует из следствий 2 и 4.

Случаи 2—17 формулируются и доказываются аналогично.
Сформулируем некоторые определения из [7,21].

Определение 19. Будем говорить, что полугруппа G действует на множе-
стве M , если для любой пары элементов (g,m), g ∈ G, m ∈ M , элемент
(gm) ∈ M определён и, кроме того, g1

(
g2(m)

)
= (g1g2)(m) и e(m) = m для

всех m ∈ M , g1, g2 ∈ G. Здесь e— единичный элемент полугруппы G.

Множество Gm = {gm | g ∈ G} называют орбитой элемента m.
Разбиение множества M на непересекающиеся подмножества Mα называют

разбиением на блоки относительно полугруппы G, если для любого Mα и любого
g ∈ G существует такое подмножество Mβ , что gMα ⊆ Mβ .

Очевидно, существуют тривиальные разбиения множества M , а именно раз-
биение в одноэлементные блоки и разбиение в один блок.

Если не существует разбиения множества M в нетривиальные блоки, то
полугруппа G будет называться примитивной. Иными словами, полугруппа G
действует на множестве M примитивно.

В [22] доказано, что квазигруппа (Q, ·) проста, если и только если группа
M(Q, ·) действует на множестве Q как примитивная группа подстановок.

Повторяя часть доказательства теоремы D из [12], мы можем доказать сле-
дующую теорему.

Теорема 3. Группоид (Q, ·) строго прост, если и только если мультиплика-
тивная полугруппа Π(Q, ·) примитивна.
Доказательство. Предположим, что полугруппа Π(Q, ·) непримитивна, т. е.

на множестве Q существует некоторое нетривиальное разбиение P, Q =
⋃

Qb,
b ∈ Q, которое является системой импримитивности полугруппы Π(Q, ·). Опре-
делим эквивалентность θ на множестве Q следующим образом: θ(b) = Qb, если
и только если b ∈ Qb.

Из определения действия полугруппы Π(Q, ·) на множестве Q и определения
системы импримитивности мы имеем, что T (Qb) ⊆ QT (b) для всех T ∈ Π(Q, ·),
Qb ∈ P. Переходя к смежным классам эквивалентности θ, мы получаем следую-
щее свойство этой эквивалентности: Tθ(b) ⊆ θ(Tb) для всех b ∈ Q, T ∈ Π(Q, ·).
Отсюда и из леммы 1 следует, что θ—нетривиальная конгруэнция группоида
(Q, ·).
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Если мы предполагаем, что группоид (Q, ·) не является простым группоидом,
т. е. на множестве Q существует нетривиальная конгруэнция θ, то классы смеж-
ности эквивалентности θ(a), a ∈ Q, дают нам разбиение множества Q, которое
является системой импримитивности полугруппы Π(Q, ·).
Замечание 4. Теорема 3 верна для любой квазигруппы (Q, ·).
Следствие 7.

1. Левый группоид с делением (Q, ·) является простым, если и только если
мультипликативная полугруппа Π1(Q, ·, \) действует примитивно на мно-
жестве Q.

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 2 и теоремы 3.

Случаи 2—17 формулируются и доказываются аналогично.
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